CvicCeni 8 NMTM101 - Matematickéa analyza I.

Dulezité rady

° >, n% konverguje pro k > 1 a diverguje pro k < 1. e > ¢" konverguje pro |g| < 1 a diverguje pro |q| > 1.

Kritéria konvergence
I. Rady s nezapornymi ¢leny (a,, > 0):

srovngvaci kritérium) a, < b, = (. b, konverguje = >_ a,, konverguje).
srovnavaci kritérium) a,, < b, = (3 a,, diverguje = > b,, diverguje).

limitni srovnavaci kritérium) lim 3= € (0,00) = (_ a, konverguje < )b, konverguje).
n—oo ’n

podilové kritérium) lim “2+L > 1 = 3" a, diverguje.
n—oo n

(

(

(
— (podilové kritérium) nl;rr;o GZ% < 1= > a, konverguje.

(

(odmocninové kritérium) nlgr;o Yan, < 1= > a, konverguje.
(

odmocninové kritérium) lim /a, >1 = > a, diverguje.
n— oo

— (Raabeovo kritérium) lim n ( dn_ 1) > 1= >"a, konverguje.

n—00 An+1

— (Raabeovo kritérium) lim n ( 1) <1=>a, diverguje.

n—oo

— (Integralni kritérium) f(x) je nerostouci a nezapornd na (1,00), a,, = f(n), pak > a,, konverguje < [ f
Q.

II. Rady s obecnymi éleny:
— (nutnd podminka konvergence) nhﬂngo an # 0 = > a, diverguje.
— (Leibnizovo kritérium) Necht plati:
I. a, >0,

1L ap 2> Gp+1,
III. lim a, = 0. Pak fada Y (—1)"a, konverguje.

n—oo

— (Abel - Dirichlet) Necht {a,,} je monoténni, pak:
(Abel) Posloupnost {a,} je omezend a fada > b, je konvergentni = > (a,, - b,) konverguje.
(Dirichlet) lim a, =0 a Y b, ma omezené ¢astecné soucty = > (a, - b,) konverguje.
n—oo

Opakovani

1. Vysettfete konvergenci fad:

x)dr <

n— n+3 n! n]‘ . 5
2) Z( 2) g) = 1) Z(—l) Esm(\/n +n—n)

n+3

2n +1
) L n It D)) Y e w S B
o) Y (-1)"(37 —1)

2

)

n+1
3n
(

)n 1\/7

a Y )+ G). )Y e N G DR VE s v

n++/n+1Inn 1

+3n2 — v/n3 + 2n2

n n 1 3"
£) S (=) 0 >V p) D (1) )

n2+n

. n In2n D
Z\/Qna sin(2n + 3) i) Y- N 0) > (-1) YN ED
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2. Vysetiete konvergenci rad:

a) Y-y

n

e) Z(—l)”%sin( n2+2—mn)
£) Y (=1)"In(1 - %)
0) Z Ynsinn

n

W Y1)
0305

,nsinn
n?+1

n

e

)

) (=1)"n (1 - (371) sinn

In(1+n
k) Z:(1)71111((1 :ni%))

1
1) Z r;bn arccotg®(n)

m) Z(_l)n sinh(nx) + cosh(nz)

e2nx
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L4

Reseni
n—2\""
1. a) Z(n+3>
)Z(\/nQ—n—l—\/nQ—n—i—l)

o) Y (-1)"B3T 1)

sin(1) 4+ (1)
d) Z n++/n+1nn

Z sin(2n + 3)

V2n3 + 3n2 — V/n3 + 2n2
2n

f _1 n -

DSy

3
(=) 'Vl
») Z(2+f(2+\f)...(2+\/ﬁ)

Absolutni konvergence - Raabeovo kritérium:

Vnl
. an Y (2-+V1)(24V2)...(2+/n) o 24++vn+1
lim n —1)=limn —1l]l=Ilimn|(|—— -1
n—00 An+t1 n—00 v/ (n+1)! n—00 vn+1
(24+V1)(2+V?2)...(24+v/n+1)
2
lim n - =00 > 1,
n—00 vn + 1
tedy fada > (—1)""! (2+\/I)(2+\/E)...(2+\/H) konverguje absolutné.
1
y_
o) Z( ) lnn+ (—-1)»
S/I'L
S OO
p) Y (-1) (2
Absolutni konvergence - Odmocninové kritérium:
. . 3 3
g, Vo = Iy =@ < b

tedy fada > (—1)"—2—; konverguje absolutné.

(=2)™

n_1inn
Inn

Absolutni konvergence: = > % (Vn > e), tedy fada nekonverguje absolutné.
Relativni konvergence - Leibnizovo krit.:
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Inn\’ 1—1Inn
= — <0,
n n
pro n > e, tedy a, > an4+1 pron > e,
III. lim 22 =.

n—oo

Tedy fada >_(—1)"~'22 konverguje relativné.

n 1
Z(_l) nlnn

Absolutni konvergence - Integralni krit.: [,
guje absolutné.
Relativni konvergence - Leibnizovo krit.:

lnl

dr = |z = Inz| = [, 1dz = [In2]{%, = oo, tedy Fada nekonver-

1. nlnn >0 pron >1,

IL.

an = ! > ! =a

" nplnn” (n+Dh(n+1) TV
I lim —— =0.

n—oo
Tedy fada Y (—1)" .- konverguje relativné.
>
nin®n -
Absolutni konvergence - Integralni krit.: f2 zan dr = |z = Inx| = [, 212 dz = [— %H’& = 1n2 < 00, tedy Tada
> m konverguJe absolutné.
2 1n(n + (—1)”)
Absolutni konvergence: m > %, tedy fada nekonverguje absolutné.
Relativni konvergence:
Z LS NN DR S .
In(n + ™) 111(3) In(2)  In(5) In(4)
In(3) —In(2) In(5) —In(4) _

B 111(3)111( ) In(5)1In(4)

_ Z In (5

B < In(2n + 1)In(2n)

In( 22t .
Radu > 77, TWEnTi) ey Stovndme s konvergentni fadou > —r (viz cv. ¢)).
% In 2n+1 2 1 1 1 2
lim In(2n+1) In(2n) — lim ( on ) ) In“n 1 lim 1’1( + %) ) In“n _ }
n—oo  —l— n—oo 1 In(2n + 1)In(2n) 2 n—soo = In(2n +1)In(2n) 2’

2n+41
Tedy fada — 3.7 | wmn iy m@n
lichy a nasledujici sudy ¢len fady dohromady. Tak je tfeba jesté ovéfit nutnou podminku konvergence, tedy
lim m = 0. Pak hm Son+1 = hm Son + hm A2p+1 = hm Son. Z konvergence limity lim so, a NPK
n—oo n—r n—oo

tedy jiz plyne konvergence rady > m Tato konvergence je relatlvnl.

Z(q)%m(\/mf n)

Absolutni konvergence: Srovndme s konvergentni fadou #

In . PO , . . . 9. . . . .
i konverguje. Jelikoz jsme ukazali pouze konvergenci ssy,, jelikoz jsme secetli vzdy

) 2 o 2 . 2
lim %Sm( n?+2-n) = lim ! Sm(\/n2+2+n> (\/n2+2+n> = lim 7271 =1¢€(0,00)
n—00 1 T nsoo T neo 2 o ’ ’
- nz ~ n(iriﬂ_) =00 \/nZ +2+n

tedy fada ) (—1)"1 sin(v/n? + 2 — n) konverguje absolutné.
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" 2

Absolutni konvergence: Srovname s konvergentni fadou #

—In(1 -2 In(1 - %
im n(l "2):211111 In{l — 52) 72"2):26(0,00),
n—oo P2 n—oo =
tedy fada _(—1)"In(1 — -%) konverguje absolutné.

2) Z {L/ﬁsinn

T 3T

Absolutni konvergence: Vyuzijeme faktu, Ze sin(x) > % prox € (§,F
tedy pro kazdé n plati, Ze alesponi jeden z €leni |sin(n)l,|sin(n + 1)|, | sin(n + 2)| je vétsi nez

), 5 >1a|sin(z)| je m-periodickd funkce,
1

/n|sinn| |sinn| |sin(1)]
— > =
Do

ﬁ.
[sin(2)| = |sin(3)] = |sin(4)] = |sin(5)] |sin(6)]
n 1 + 2 N 3 * 4 + 5 + 6 *
1 /1,1 1 1
>—(z4z+)=—=Y — =,
) -

tedy fada nekonverguje absolutné.

h) Z(_l)n nsinn

n2+1

2n

>

2n n
—1)Fsink =~ sink+2 sin(2k).
k=1 k=1 k=1

Konvergence - Dirichlet: Nejdiive ukdzeme, ze mé fada > (—1)" sinn omezené ¢asteéné soucty.

. v L~ o0 . . oo . 7 w7z ~_ 7 v ’ s vz v_ 7 v R~
Jel(g{oz maji fady > ,_,sink i ) ,_,sin(2k) omezené Castecné soucty, tak mé omezené Castené soucty i fada
S (=1)*sink. Jelikoz

n n+1

(n+1)2+4+1
n(n?+2n+2) > (n+1)(n? +1)

n2+1>

n?4n>1,
tedy {;777} je klesajici posloupnost. Navic nh_)rr;O

n%ﬂ = 0, tedy fada konverguje dle Dirichletova kritéria.

, . . . | sinn|
Absolutni konvergence: Radu ) =575~ srovname s fadou ) = .

n|sinn|

n|sinn| 2
. 211 . n
lim 1 = lim
n—oo |sinn|

L s 1€ (0,00).
n
Ze je fada > ‘“%"l divergentni jsme ukdzali v pfedchozim piikladu. Tedy diverguje i fada > nlsinn]
konverguje fada ) (—1)" "5 relativné.
D> (L)

o ) proto
n!l \e .
Konvergence - Raabeovo krit.:

1 (n\"
hmn(aﬂ 1)limn ()
n—oo a”ﬂ-‘rl

1—+1”+171 limn(e( :L_l) 1>
n n—oo
(n+1)! ( e ) n

n n
. 6<n 1) 1y
= hm —_— =

n—oo

n
o) G et g

i+ D7)
n—o00 %
i n " : 1n<’ﬂil>+n11 . ln(nnl +n11
lim e lim —————— = lim —
n—00 n-+1 n—00 — n—00 -~
11 1 1

I.H. ;. +1 +1)2 1)2
B pigy 200 OO gy 20T S

n— 00 = n—o00 = 2

n n
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Tedy fada ) % (%)n konverguje.

: (=D™\ .
—1)"In(1-
j) Z( ) n( - sinn
Relativni konvergence - Dirichletovo kritérium:
Zaméfme se nejdiive na monotonii posloupnosti {a,} = {(—1)"In (1 — #) }. Pro sudé n dostaneme:

2

ap < Qpy1
(=D™\ 2 (=1)+t
—1"1 1-— —1)*th 1-—
(1= S8) Sy (1- £
1\ 2 1 1
m{1-2) 2 m(1+——)=m(2E"
n n+1 n+2
n—17?n+1
<
n n+2

?
n?—-2<n?+1,

tedy nerovnost a,, < an,+1 plati. Pro n liché dostaneme:

?
angan-&-l
1" ? -1 n+1
(—=1)"In (1 — ()) < (=1)""'In (1 - H)
n n+1
1\ 7 1
ln(lJr) §ln(1>
n n+1
n ?* n
n+l1 - n+1

tedy plati nerovnost a,, < a,11. Tedy dohromady plati a,, < a,11. JelikoZ ma > sinn omezené ¢asteéné soucty a
plati lim (—1)"In (1 — #) =0, tak fada Y (—1)"1n (1 — (_nﬁ) sinn konveruje dle Dirichletova kritéria.
n—r oo

Absolutni konvergence: Srovndme s divergentni fadou ) w

In (1+ 1) |sinn|

A T~ 1€ (000),
n
tedy fada > (—1)"In (1 - #) sin n konveruje relativné.
» (14 n)
k) Z(_l) In(1 4 n?)
Nutna podminka konvergence:
,  n(l+n) . W@E+1) . W@ +hmE+1) 1RGN
lim |an| = lim —— 2 = Jim —— 0 T iy n = lim — _Wn - g
n—o0 n—ooIn(l+mn?)  noocln(n®(iz +1)) noocoln(nd) +ln(gz +1)  nooc g n In(L+1) 3
Inn

tedy fada Y (—1)" liln((lljg) diverguje.

In“n
1 C
) Z 3 arccotg®(n)
Jelikoz

=1
1 2
+x — 17

arccotg(n) 1.u. .
——— = lim
n—oo —_ n—oo -5
n xr
tedy arccotg(n) se chova v nekoneénu piiblizné jako +. Srovname tuto fadu s fadou fb;ﬁ.

lim +—¥—2 = lim ——————~ =
n—oo In®n n—oo L 1
nbte ne n

o arceotg® (n) _ arccotg®(n) lim (arccotg(n))C _1e(0,00).

n— oo
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Je-li ¢+ b > 1, pak fada > n"n konverguje. Pro ¢ + b < 1 fada diverguje. Je-li ¢ + d = 1, pak fada konverguje

nbtc

pro a < —1 a diverguje pro a > 1, jelikoz

0 1@ o a+1 7
/ ﬂdgc:|z:1n33|:/ 2%z = [z } .
2 T In2 a+1]p,

Tedy predchozi integral je koneény pro a < —1 a nekoneény pro a > —1 (pro a = 1 se dostaneme k piikladu 2.b)).
»Sinh(nx) + cosh(nz)
m) » (-1)

€2nw

enT _e—n® + et Lo na

»Sinh(nx) + cosh(nz) n n € .
(_1) e2nx = (_1) 2 e2nz : = (_1) e2nx = (_16 ) !

Jde tedy o geometrickou fadu s kvocientem ¢ = —e™", tedy konverguje pro x > 0 a diverguje pro x < 0.




