Kapitola 1

I d

Nekonecné ciselné rady

Definice 1.1 Necht {a,}5°, je posloupnost redlnijch cisel. Symbol

o0

Zan nebo a4+ as + as+ ...

n=1

nazyvame nekonecnou ciselnou radou. s, = Z?Zl a; = ay+as + ...+ a, nazveme n-ty
cdstecny soucet tady a {s,}>2, posloupnost castecnyjch soucti.

Ezxistuje-li vlastni limita lim, S, = S, Tekneme, Ze 1ada Z;O:l a, konverguje a
md soucet s.

Neezistuje-li vlastni limita lim,_s,, Tekneme, Ze tada Y | a, diverguje. Di-
vergentni Tady dale délime na tri pripady:

o Je-li limy_ 008, = 00, Tekneme, Ze Tada diverguje k +oo a piseme Y >~ a, =
+00,

o je-li limy,_ 08, = —00, Tekneme, Ze rada diverguje k —oo a piseme Zzo:l a, =
o jestlize lim, S, neexistuje, rekneme, Ze rada osciluje.
Priklad 1.1 Urcete, kdy konverguje geometrickd tada - aq" ', kde a, ¢ € R\ {0}
a zjistéte jeji soucet.
Resent:
1. Nechtq =1, pak s,, = na a tedy lim,_,o. s, = +00 proa > 0 alim,_,, s, = —00
pro a < 0. Rada je tedy divergentni a diverguje k +oo(—oc) pro a > 0(a < 0).



2. Necht ¢ = —1, pak s, = 0 pron sudé a s, = a pro n liché, tedy lim,,_, s,
neexistuje. Rada osciluje.

3. Necht |q| # 1.

Sp=a+aq+ag® + ...+ aq"?
Spq = aq + aq® + ... + aq"
Sp— Snq = sp(l —q) =a—aq¢" =a(l —q")
1—q"
sn:al_q.

e Prolg|l <1 je

. . 1—q" a
1iMy—s00Sn = liMy—s00@ = )
l—q 1-¢q
rada konverguje a ma soucet 1%(1.
e Prog>1je
1—qg" a
1iMy—s00Sn = liMy—s00@ T _ = +o0,
l—q 1-¢q

rada diverguje k +oo.

e Pro q < —1 limita lim,,_,s S, neexistuje, rada tedy osciluje.
Definice 1.2 Rada se nazjvd omezend, je-li posloupnost {s,} omezend.

Véta 1.1 Konvergentni rada je omezend.

Dikaz
Viz. véta z prvniho semestru, ma-li posloupnost vlastni limitu, pak je omezené.
O

Poznamka 1.1 Obracené torzeni neplati. Napr. rada >
ciluje), ale je omezend.

o0
n=

_(=1)" je divergentni (os-

Véta 1.2 Necht jsou tady > oo an a Y oo b, konvergentni. Pak je konvergentni i
rada Y7 (Aa, +~b,) a plati,

i()xan + b, = )\ian + vibn.
n=1 n=1

n=1
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Diikaz
Disledek véty o aritmetice limit.

Poznamka 1.2 Konvergentni rady tvori vektorovy prostor.
Véta 1.3 (nutnd podminka konvergence) Je-li Y a, konvergentni, pak

lim a, = 0.
n—oo

Diikaz
Sporem. Je-li lim, ,..a, # 0, pak pro kazdé ¢ > 0 a kazdé ny € N existuje
m > ng takové, ze |an,| > €, tedy |S;, — Sm_1]| > € a proto neni posloupnost {s,}
Cauchyovskd, tedy neni ani konvergentni.
O

Poznamka 1.3 Obrdcenée veta neplati.

Piiklad 1.2 Viysetrete konvergenci harmonické rady Y oo | L

Regent:

2m 2n1
1 1 1 1 1 1
-1 il - 4=

;z tagtgtitety Z 2n1+1 BT ST

27L1 2n1 1 1

> on—l. — = —>...>1 —-1)- =
_Z + Z Z 32 2l4(n-1) 3
7n+1
=

Posloupnost cdstecnijch soucti této rady je rostouct, jelikoZ a, = 1 > 0, tedy limita
lim,, o 5, existuje. JelikoZ je Son > ”+1 — 00, je tato limita +oo. Tedy harmonickd
rada diverguje k +o00.

Véta 1.4 Nechtp € N, pak tady Y7 an, Y07 . Gy soucasné bud konverguji nebo
divergugi.
Drikaz

Oznaéme s, =Y . a; a8, = Z?:pﬂ a;, pak s, = > 5 a;,+8, ajelikoz ) >  a; €

R, tak lim, o S, € R < lim,,_soo S, € R a lim,,_, 5, = 00 < lim,,_,4 S, & 00.
O

Poznamka 1.4 7 predchdzejici vety plyne, Ze na konvergenci, resp. divergenci rady
nemd vliv chovdni konecného poctu jejich clenai.



1.1 Rady s nezidpornymi ¢leny

. v v o0 v z 7 .
Je-li a,, > 0 pro vSechna n € N, pak fadu ) | a, nazveme fadou s nezapornymi
cleny.

Véta 1.5 Bud Y - a, Tada, a, > 0 VYn € N, pak soucet této tady existuje.
e Je-liy > a, neomezend, je Y -, a, = +00.

o Je-li Y 7 an, omezend, je Y - a, = sup{s,}52,.

Drikaz
Primi dusledek véty z prvniho semestru "rostouci posloupnost ma limitu, ktera
je vlastni (rovna sup{a,}), je-li tato posloupnost omezend a je rovna +oo, je-li po-
sloupnost {a,} neomezena.
O

1.1.1 Kritéria konvergence

Véta 1.6 (srovnavaci kritérium) Necht ¥n € N, 0 < a,, < b,,, pak plati:

o

e Jestlize konverguje Tada Y~ | b;, tak konverguje i tada Y | ay.

e Jestlize diverguje tada Y | an, tak diverguje i tada Y - by,.

Dikaz
Ozname s, = > . a; a 8, = y ., b, pak s, < §,. Jelikoz jsou posloupnosti
{sn} a {8,} neklesajici, tak maji limitu. Navic plati lim, 008, < lim, o 8, L.
O

Poznamka 1.5 Predpoklad a,, < b, nemusi platit pro vsechna n, ale staci, aby platil
Vn > ng pro néjaké ng € N.

Priklad 1.3 Rozhodnéte o konvergenci tady >~ #

Lyéta o nerovnostech a limitdch v prvnim semestru



S v .. . v 1 1 o0 1 v Vv
Reseni: Jelikoz -3 < e Ty @ S = =143, &, tak se staci zamérit na

konvergenci rady Zn 9 n(n 0= Zn 1 n(nlJrl)'

=1 "1 " /1 1
= I = i g
Zz’(iJrl) nirilo;z'(iﬂ) nliilo;Q i—l—l)

1

konverguje a tedy konverguje i tada Y " | =.

Rada >"°

n=1 n(n+1

Véta 1.7 (limitni srovndvact kritérium) Necht a, > 0 a b, > 0 Vn € N. Jestlize
limy, 0 32 € (0,00), pak obé Tady bud konverguji, nebo obé diverguji.

Dukaz
Oznac¢ma lim,HOO ‘;— A > 0, pak existuje ny € N takové, ze é < ‘g—" < 2A,
Vn > nyg. Tedy b, < a, <2A-a,, Vn > ng a dal jen vyuzijeme véty 1.6 a 1.2.

0

Priklad 1.4 Rozhodnéte o konvergenci rad:
a) Ziil 2:§n>
b) Y s
¢) > sin’.

Reseni:

2+§n

priklad 1.5}, tak diverguje i fada > 07 23"

= 3 € (0,00). JelikoZ harmonickd fada Y " |~ diverguje (viz

n=1 n?2
. Pl 1% . o 1 ) .
b) lim, o . =1 € (0,00). JelikoZ Tada ) ", - konverguje (viz
2
priklad 1.3), tak konverguje i tada Y W%
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sin =

= =7 € (0,00), tak tada Y " sin T diverguje.

c¢) lim,, o0

1
Véta 1.8 (Odmocninové kritérium - Cauchyho) Necht Vn € N je a,, > 0.

a) i) Jestlize existuje ¢ <1 a Vn € N: /a, <q, pak ada .~ a, konerguje.
i) Je-li {/a, > 1 pro nekonecné mnoho clentd posloupnosti {a,}, tak Tada
> o> an diverguje.

b) Ezxistuje-li limita lim,_, {/a, = q € R*, pak:

i) Je-li g <1, tak rada ) - | a, konverguje.
i) Je-li ¢ > 1, tak rada Y~ | a, diverguje.

Dukaz

a) i) Jelig<laVneN: ¢a, <q, pak a, < ¢" pro vSechna n € N a jelikoz
geometrickd fada Y-, ¢" konverguje (viz. piiklad 1.1), tak konverguje
rada Y~ | a, dle véty 1.6.
ii) Je-li {/a, > 1 pro nekonecné mnoho ¢leni posloupnosti {a, }, tak lim,,_, a,, #
0 a tedy fada >~ | a, diverguje (viz. véta 1.3).
b) Existuje-li limita lim,, ., {/a, = q € R*, pak:
i) Je-li ¢ < 1, zvolme ¢ > 0 tak, aby platilo ¢ + & < 1. Pak existuje ny € N
takové, ze /a, < q+ ¢ pro vSechna n > ny. Dale postupujeme stejné jako
v Casti a) 1).
ii) Je-li ¢ > 1, tak existuje ny € N takové, ze a,, > 1 Vn > ng. Déle viz. a)

ii).

Priklad 1.5 Rozhodnéte o konvergenci rad:
@) Xont1 Gy
2

b) Yns (Farceosy)”

Reseni:



n Uno 1
lim /a, = lim o/ ——— = i — - <1,

proto Tada konverguje.

b)

2
nl (2 1\" 2 1\"
lim a, = lim —arccos— = lim | —arccos—
n—00 n—00 \/(7‘( n) n—00 (7T n)

2 1
In ( £ arccos )

2 1 lim
. nln<farccosf> n—0oo T
= lim e ™ n) =e n
n—00
1 . —2 =1
i %arccos% w\/lfl/n2 n2
L'H Mnoee =1 =2
= e nZ =er < 1’

tedy rada konverguje.
Véta 1.9 (Podilové kritérium - d’Alembertovo) Necht a,, > 0.
i) Jeli “Z—:l < ¢ < 1 pro vsechnan € N, pak tada ., a, konverguje. Plati-li pro

vSechna n € N nerovnost = > 1, tak tada y . | a, diverguje.

an

it) Erxistuje-li limita lim,,_,, ““ = q, pak:

— je-li g < 1, tak rada >~ a, konverguje,
— je-li g > 1, tak rada Yy " | a, diverguje.
Diikaz

i) Jelikoz “Z—:l < q < 1, tak a4 < anq, tedy indukei dokdZeme, Ze a, < a;¢" .
Jelikoz >°°7  a1q"' je konvergentni geometrickd fada (|¢| < 1), tak Fada
> | an konverguje dle véty 1.6. Je-li il > 1, tak apq1 > a; a jelikoz fada

n

>0 ay diverguje?, tak diverguje i fada Y - | an.

i) = Je-li lim, o ™= = ¢ < 1, tak existuje ¢ > 0 a ny € N takové, Ze
et < g4-¢e < 1 pro vSechna n > ng. Ozna¢me § = g+¢ a postupujme dale

jako v prvni ¢asti dikazu, tedy dostaneme a,, 1 < a,q pro vSechna n > ng
a proto anyir < an¢* Yk € N. Jelikoz je > oo o Ang+nd"™ konvergentni
geometricka rada, tak je i ZZO:”O a, konvergentni dle véty 1.6 a tedy je

konvergentni i fada ) -, a, dle véty 1.4.

az

2a; > 0, jelikoZ vyraz o> md smysl z pfedpokladu véty, ze % >1
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— Je-li lim,,_, QZ“ = q > 1, tak existuje ¢ > 0 a ny € N takové, ze
1l <qg—e< az—;rl pro vsechna n > ng, tedy ano+x > an, V1 > ny.
Déle postupujeme jako v predchozich ¢astech dikazu.

Priklad 1.6 Rozhodnéte o konvergenci rad:

) 2n—"7)2™
a) Yoo, Enl)

n! )
b) >oli
Regent:

a)

Cany L BT 0n5)2 . d4n—10
iR e g N O L
tedy rada konvergugje.
b)
n+1)n+1
lim 2 = Jim ﬁ: i D (1+l)n:e> 1,
n—00  (y, n—oo T n—oo  nn n—00 n

tedy rada diverguje.

= 1, kritérium “mici”. Tato situace

mize nastat jak pro konvergentni radu (m; priklad 1.3), tak pro divergentni radu
(viz. priklad 1.2).

Poznamka 1.6 V situaci, kdy lim,_,. “>

Véta 1.10 (Raabeovo kritérium) Necht a, > 0 Vn € N.

i) Je-li lim,, oo n (a:il — 1) > 1, tak 7ada ), | a, konverguje.

it) Je-li lim, oo m (a:il — 1) <1, tak 1ada )", a, diverguje.

Dukaz



i) Necht lim,, o 1 ( p— 1) > 1, pak existuje ¢ > 0 a ng takové, ze n <a211 — 1) >

ii)

1 4 € pro vsechna n > ny. Dostaneme tedy:

n( dn —1) >1+4e,
Ap+1

n(an - an+1) > Qpy1 + EQpt1,

na, — (n+ 1)ay1 > eanq,

1
g(nan — (n+ Dapyr) > anar.

Tedy

—Zaz—a1+2az<a1+2( (1 —1)a;_ 1—zaz)>

1
=a; + g(al —2as + 2a3 — 3az + ... + (n — 1)a,_1 — nay,)
=ay + —(a1 —na,) < a; + —ay.

5 5

JelikoZ posloupnost {s,} je neklesajici a omezend, je také konvergentni. Proto
fada Y~ | a, konverguje.

— 1) < 1, tak existuje ng € N takové, ze n (QZL — 1) <1

pro vsechna n > ngy. Pak

n( n —1)<1
Gp41

Nap — Nap11 < Apy1

11 an
Je-li lim,, oo 1 (an+1

na, < (n+ 1)a,,1.

Dostéavame (ng+1)an,+1 < (no+2)any12 < ... < na, atedy a, > %(no—i—l)anoﬂ.
Proto

50§ oot o= o s 3 4
i=np+1 i=ng+1 i=no+1

Z divergence harmonické fady (viz. priklad 1.2) a véty 1.6 plyne divergence
fady 07 .1 an a tedy i divergence Tady Y 7 a, (dle véty 1.4).



Poznamka 1.7 Nékdy se Raabeovo kritérium uvddi ve tvaru?

e lim, ,oon <1 — aZ—f) > 1 ... 7ada konverguje,

e lim, oo m <1 - %) <1 ... fada diverguje.

n

Priklad 1.7 Rozhodnéte o konvergenci rady:

- n!
; (a+1)(a+2)..(a+n)
kde a > 0.
Resent:
n!
lim n In_ _ 1) = lim n (a+1)(a+2)...(a+n) _q
n—00 Apn41 n—o00 (n+1)!
(a+1)(a+2)...(a+n)(a+n+1)
. a+n+1 ) a
=lm|[— 1] =1limn =q

Je-li tedy a > 1, tak rada Y ", a, konverguje, pro a € (0,1) 7ada Y 7 | a, diverguje.
Pro a = 1 dostaneme tadu Y, #1, coZ je harmonicka rada bez prvniho clenu a
tedy rada divergentni.

Poznamenejme, Ze v této uloze by ndm nepomohlo d’Alembertovo kritérium, jelikoz

an41 _
it ],

lim,, o0

Véta 1.11 (Integrdlni kritérium) Necht je funkce f merostouct, nezdapornd a defino-
vand na intervalu [1,00). Pokud a, = f(n) Vn € N, pak tada > 7 a, konverguje
pravé tehdy, kdyz [ f(x)dz < oo,

Dukaz

3zne uvedeno bez predpokladi, kleré jsou ale stejné jako v vyse uvedené verzi tohoto kritéria
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f je nerostouci, tedy f(n—1) > f(x) > f(n) Vo € [n — 1,n]. Déle dostaneme

fn—1) = /n: f(n —1)dz > n: f(2)da > n: F(n)dz = f(n)
é n—l)zg 7: ng(n)
;:f(n) > 1kf(a:)dq; Z;:f(n)
,}ggoif(n) > lim 1kf(x)d:v zklggoif(n)
ganzgﬂmz 1oof(x>d:c ng(n):gan.

Z prvni nerovnosti dostaneme: y >° | a, < oo (konvergnentni) = [ f(z)dz < cc. Z
druhé nerovnosti dostaneme: floo flz)dr < oo = > 7, a, < oo a tedy konverguje i
fada Y 0 | ay.

O

Priklad 1.8 Rozhodnéte o konvergenci rady:

[e.e]

1

n+1 “
kde oo #£ 1.
Reseni: Zavedeme funkci f(z) = %, pak funkce f spliuje pro a > 0 podminky
vety 1.11. Dostaneme

o0 o] l—a 7°° 1—a 1
/ f(x)dr = / o0y = | — = lim — —
1 1 I—al, w0l —a 11—«

tedy [° f d$———pr0a>1a,f1 x)dr = oo pro a € (0,1).
JelikoZ tada Y -, za dwerguye pro o = 1 (jde o harmonickou mdu viz. priklad

1.2) a pro a <0 je lim, o — = 7 0%, tak dostdvdime, Ze Tada 7, ma konverguje pro
a > 1 a diverguje pro a < 1.

“4neni splnéna nutna podminka konvergence viz. véta 1.3
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1.2 Rady s obecnymi ¢leny

Véta 1.12 (Bolzano-Cauchyova podminka) Rada Yoo an konverguje pravé tehdy,
kdyz Ve > 03ng € NVn > ngVp € Nt |s,4p, — sp| = | D0 ansi] <e.

Diikaz Jde o primy disledek definice a Bolzano-Cauchyho véty pro posloupnosti.
O

Véta 1.13 Je-li tada Y_," | |a,| konvergentni, tak je konvergentni i tada | ay.

Dikaz Je-li fada Y > |ay|, tak dle predchozi véty 1.12 plati: Ve > 03ny € NVn >
noVp € N = [P L any| <[>0 lany|| < e. Tedy i fada > 7 a, spliuje BC
podminku a je také konvergentni.

O

Definice 1.3 Rekneme, Ze tada Y -, a, konverguje absolutné, jestlize konverguje

v o0 oV v o0 . v o0 . . v 7

rada Y 7 |ay|. Jestlize tada )" | a, konverguje, ale tada Y > |a,| diverguje, ri-
’ v v 0 . . v

kame Ze tada )" | a, konverguje relativné.

Priklad 1.9 Rozhodnéte o konvergenci rad:

( 1n+1

G/) Zn 1 n2 9

n+1

b) 3o

Reseni:

n+1

a) JelikoZ fada y 0. | 25 = > 07 ‘(

n=1

i fada 07 (= 1) o (dle véty 1.13) a tedy Tada konverduje absolutneé.

n=1
b) S |E

Musime tedy zkoumat konvergenci primo rady anl

konverguje (priklad 1.3), tak konverguje

1)n+1

= ZZO 1 5 Je harmonickd Tada, o které vime, Ze je divergentni.

n
_1)n+1

n




Rada Yo n(n+

konecnad a proto je konecnd @ limita lim,,_, 32n Oznacme lim,,_,o Sop, = A € R,
pak lim,, o0 Sop11 = liMy, o0 S2p +1iMy 00 5 +1 A a tedy jelim, .o s, = A =

> e = l)n = je konvergentnd, tj. Tada ) 7 _—

n=1 n=1

1 je konvergentni (viz. priklad 1.3) a tedy je limita lim,, ZZ LT

konverguye relatione.

Véta 1.14 (Leibnitzovo kritérium) Necht pro vsechna n € N plati:
I a, >0,
II. a,1 < ap,
1. lim,, o a, = 0.

Pak tada "7 (=1)""a, konverguje.

Diikaz Sopio = Sopn + (Gont1 — Goant2) = Son, tedy je posloupnost {sq,}o° | neklesa-
jici.
Jelikoz
Sop = Q1 — Q2 + A3 — ... — Qop_2 + A2p—1 — A2y

= a1 — (@2 - G3) - (Cl4 - a5)... - (a2n72 - a2n71) — a9, < ay,

je navic posloupnopst {sg, }°°; omezend a tedy konvergentni. Oznac¢me lim,, o, S9,, =
A € R, pak
lim s9,,1 = lim s9, + lim ag,.1 = A,
n—00 n—0o0 n— 00
tedy je posloupnost {s,} konvergentni a proto fada Y >~ (—1)"'a, konverguje.
O

1)n+1

PﬁMmﬂlH)WMMewkﬁMéZiﬂt——

tak I > 0, I[ > ? a I11.lim,_, o — =0, tedy Tada > (= 17):“ konvergugje.

. VyuzZijeme-li Leibnitzovo kritérium,

Lemma 1.15 Méjme posloupnopsti {a,} a {b,} a ¢isla n,p € N, n < p. Oznacme
Be =S¢ b;. Pak

p p
Z apby = Z ﬁk(ak - ak+1) + ﬁpapﬂ — Bnlng1- (1'1)
k=n+1 k=n+1
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Dukaz

P p P P
Z apby = Z ar(Be — Br—1) = Z arBr — Z arBr—1
k=n+1 k=n-+1 k=n-+1 k=n+1
p p—1 p p
= Z ay B — Zakﬂﬁk = Z Bk — | Wng1Bn — apy18p + Z Ap+15k
k=n+1 k=n k=n+1 k=n+1
P
= Z Br(ar — ary1) + apy1Bp — Any1 B
k=n-+1

0

Véta 1.16 (Abelovo-Dirichletovo kritérium) Necht {a,} je monotonni posloupnost
a plati jedna z ndsledujicich podminek:

1. (Dirichlet) lim, o a, = 0 a Tada Y - b, md omezené cdstecné soucty.

2. (Abel) Rada Y>> | b, je konvergentni a posloupnost {a,} je omezend.
Pak je tada Y | apb, konvergentni.
Dikaz
1. Pouzijeme B-C podminku (véta 1.12) a predchozi lemma. Stejné jako v precho-
zim lemmatu pouzivame znaceni 5y = Zle b;. Jelikoz ma fada ) b, omezené
Castecné soucty, tak existuje M € R takové, ze |5x| < M pro vSechna k € N.
BUNO predpokladédme, ze {a,} je nerostouci.

p

Z akbk

k=n+1

p
Z Br(ar = ars1) + ap1Bp — ang1fn

k=n+1

p
D 1Bi(ax — arin)| + aps1 By — ansa Bl

k=n+1

p
= Z |Brl(ar — ag41) + [aps18p — Qni1 Bl

k=n+1
p
< Z M(ak — ak+1) + |a/p+1/617‘ + |an+16n|
k=n+1

IN

p
< Z M(ar, — ags1) + app1 M + an M
k=n+1

= M(ant1 — apy1 + ap1 + any1) = 2Mag .

14



Jelikoz lim,, ., a,, = 0, pak pro kazdé £ > 0dny € N takové, ze Vn > ng plati
a, < €. Tedy pro ng < n < p plati:

P

Z akbk

k=n+1

< 2Mze,

a proto je fada ) | a,b, konvergentni (dle véty 1.12).

. Rada Yo by je konvergentni, ozna¢me tedy jeji soucet 8 = > " b,. Z rov-

nosti » 7 .1 (ax — apg1) = apg1 — Gpy1 dostaneme rovnost
p
0= Z ﬁ(ak - ak+1) + 5ap+1 — Bani1.
k=n+1
Pak
p p
Z apby| = Z Brlar — ars1) + apy18p — any18n
k=n+1 k=n+1
p
= Z (Br = B)ak = arr1) + apa (Bp = B) — anaa (B — 5)‘
k=n-+1
p
< | D0 1B = B)l(ak = ayn) | + |ap1(By = B) = anga (B — B)]
k=n+1
p
<1 30 1Bk = Bk = arir) | + lapia| - 18, = Bl + lansa| - 18 = 6.
k=n-+1

JelikoZ je fada Y - b, konvergentni, tak pro ¢ > 0 existuje ny € N takové,
ze |B — Br| < € pro vsechna k > ng. Jelikoz je posloupnost {a,} omezend, tak
existuje M € R takové, ze |a,| < M. Tedy pro n,p > ny dostaneme

p p
S anbe| < | S 18 = B)l(ak — aken)| + lapea] - 1By — Bl + lana] - 18 — 6]
k=n+1 k=n+1
p
< Z 5(ak — ak+1) + €|CLP+1| + €|6Ln+1|
k=n+1

< e(lanss = apa| + lapa| + lana]) < 2e(Japia| + lanp]) < 4eM.

Proto fada ), a,b, konverguje (dle véty 1.12).
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Priklad 1.11 Necht a,, > 0, {a,} je nerostouci a lim, ., a, = 0. Ukazme, Ze pro
€ R\ {27k}rez Tady Y 7 apsin(nz) a Y | a, cos(nx) konverguji.

Nejdrive ukdzeme, Ze tady Y >, ansin(nz) a Y~ a, cos(nx) maji pro x # 2wl
omezené castecné soucty. Méjme geometrickou Tadu s kvocientem e = cos(x) +

in

isin(x). Pak s, =Y 1, " = @i tedy
‘ | ixl_einx | m”l_emaz| < 2 2|1_€—ix|
Sp| = [ ——| =|e — < — = . .
1 — e 1 —e| = [1—e=| |(1—e®)(1—e )]
4 o2
SEo—em] 1] = oos(@)]
Je-li x # 2km, tak |s,| < m < 0. Jelikoz s, =Y ) _, cos(kx) 4+ >} _, sin(kx),

tak | Y i, cos(kz)| < |su| a |>op_ysin(kx)| < [s,|, tedy Tady >~ a,sin(nz) a
> an cos(nx) maji pro x # 2wl omezené édstecné soucty.

Ddle uZ jen staci aplikovat Dirichletovo kritérium.

Specidlné rady Y > %nm), Yo Cosfl—m) pro x # 2w konverguji, ale nejsou abso-
lutné konvergentni.

1.2.1 Prerovnavani rad

Definice 1.4 Necht >~ a, je tada a {k,} je permutace mnoziny N ({k,} je prostd
posloupnost prirozenych cisel, v niz se kazdé prirozené cislo vyskytuje). Pak tikdme,
Za Y > ak, vznikla prerovndnim tady Y - | ay.
Véta 1.17 Necht tada Y - a, konverguje absolutné. Pak konverguje absolutné i
rada Y " ay,, kterd vznikla prerovndnim této tady a jejich soucet je stejny (tj.
2701021 Ap = 22021 akn)'
Diikaz

Méjme ¢ > 0, pak existuje ng € N takové, ze |a,| + |ans1| + ... + |a,| < € pro
kazdé p > n > ng (viz. véta 1.12). Jelikoz {k,} je permutace mnoziny N, tak existuje
no € N takové, ze {1,2,...,n0} C {k1,ka,....ka,}. Je-li p > 7 > Ny a oznacme p =
maX{kﬁ» kﬁ—&-l? 2 kﬁ}v pak |akn| + |akﬁ+1| +...+ |akﬁ| < |ano+1| + |ano+2| +..F |ap| <g,
tedy je fada > 7 | ay, absolutné konvergentni.

Nyni dokéZzeme, Ze 7 a, = > oo, ay,. Necht n > max{ng, ng}a oznacéme s, =
D i1 @i a8y = 1, ak,. pak

‘Sn — §n| = |CL1 +as + ... +a, — (akl + Ak, —+ ...+ akn)]
S |an0+1| + |ano+2| + ...+ |alJ| <g,
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kde ¢ = max{n, ky, ..., k, }. Tedy lim, . |s, — §,| = 0 a proto

o oo
g a, = lim s, = lim §, = g ay,, -
n—oo n—oo
n=1 n=1
O
Ozna¢me a™ = max{0,a} a a~ = max{0,—a}. Paka =a* —a~ a |a| =a +a".

Je-li >~ | a, nekonecéné fada, tak muzeme uvazovat dvé nekonecné fady s nezapor-
/. s v oo + o —_
nymi ¢leny Y > atad > a,.

+

Lemma 1.18 Necht tada >, a, konverguje relativné, pak obé tady > - af a
o ay, diverguji k +oc.

Dikaz

Jelikoz Y~ af a > 7 a, jsou fady s nezdpornymi koeficienty, tak kazdd z

téchto fed bud konverguje, nebo diverguje k +oo.

Kdyby obé konvergovaly, pak by konvergovala i fada Y, |a,| = > o (¢} +a;;)
(véta 1.2) a tedy by fada Zn | @y, konvergovala absolutné.

Pokud by rfada Zn L a} konvergovala a fada Y | a,, divergovala k +oco, pak by
Yo ar =lim, o5 = AeRad ” a, =lim, s, = +oo. Tedy pro kazdé
e >0 akazdé K E]Rby existovalo ng € N takové, ze A—e <st<A+ceas, >K
Vn > ng. Tedy

sp=8"—s <A—K+e, VYn>n,g.

Proto by
o0
o . o . +_ -\ — _
2 an = Jim 5o = lim (51 = 5,) = —oc.
n=

Tedy by fada - | a, divergovala Stejné by se ukazalo, ze pro konvergentni radu
nemuze nastat aby rada Z ey O dlvergovala k +00 a bada Y7 konvergovala.
Proto obé fady > ¢ ay >~ a, diverguji k +o0.

nln

nln

0

Véta 1.19 (Riemannova) Necht tada " | a, konverguje relativné a necht s € R*.
Pak ezistuje takové prerovndni Z1 Ok, rady Y 07 Gy, Ze Yy 2 an, = s a takové
prerovndni y - ap,. Tady Y ", an, Ze fada Y . a,, osciluje.

Dukaz
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« Necht je s € R. Ozna¢me ny nejmensi n; € N takové, ze >, af > s (jelikoz
Yo af = 0o, tak takové ny existuje). Ozna¢me m; nejmensi m; € N takové,
ze Yy it af — > a; < s. Déle pro k = 2,3, ... oznaéme ny nejmensi ny, € N
takové, ze Y 0* af — SN > s a my nejmensi my, € N takové, Ze Y7t af —

Yok < s. Tato konstrukce ndm vytvoii fadu
af +..+af — (a7 +...+a,)tar o+ +a, —(am, o +-) F s

kterd vznikla prerovndnim fady Y > | a,. Oznacme §, soucet takto pferovnané
v v 7 v 7 v ~ v . 7’ v + v o7 v 4
rady, pak castecny soucet S, 1my+..4n, s€ od s lisi maximéalné o a,; a cdstecny
soucet Sp; £y +...+m,, € 0d s list maximalné o a,, . Podobné ¢astecny soucet sy,
kde ny + mi 4+ ...+ np < n < ny+mq + ... +my se od s lisi maximalné o
max{a; ,a, } aobdobné pro ny +my+ ... +my <n < ng+my+ ..+ ngg je
lsn —s| < max{a:{kﬂ, ) Jelikoz fada D | a, konverguje, tak lim, o a, =
0 a proto je lim,, o §, = s.

o Ukazme, ze lze fadu prerovnat tak, aby Zi" | A, = OO. Staéi treba zvolit
naslkedujici pferovnani. n; € N Je neJmen81 ny takové, Ze aj + ... + af > 1.
ny > ny je nejmensi ng takove ze ay —|—...—|—an+1—a1 —|—am+1—|—...—|—an2 > 2,m3 > Ny
je nejmensi takové, Ze af +.. +an+1 a1_+a:{1+1+...+a:§2—a2_+a,f2+1+...+a,f3 >
3 a tak dal. Dale postupujeme jak v predchozi ¢asti dikazu.

« Pro pferovnavani do oscilujici fady staci, aby n; bylo nejmensi takové, ze a] +

.+ a} > 1, m; nejmensi takové, ze al + ...+ af —(ay +...+a, )< -1,
ny > ny nejmensi takové, Ze af +...+at —(ay +...+a;n1)+af{1+1+...+ai2 > 1
a tak dale.
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Kapitola 2

Diferencialni rovnice

Nejprve zavedene nékteré pojmy z teorie funkci vice proménnych.

Definice 2.1 R? znaci mnozinu usporddangjch d-tic redlngjch ¢isel v = (x1, o, ..., T4), T; €

Ri=1,...d
Necht f : R — R, pak je f spojitd v bodé a € R?, jestlize pro kaZdé e > 0 existuje
§ > 0 takové, Ze |f(z)— f(a)| < & pro viechna x € Us(a) (Us(a) = {z € R?: |z —a| =

d
VL (i — i) < 6}).
Funkcl agi(ll) — ].lmh_>0 f(ml,...,x¢,1,x¢+h,fl‘i;;1,...,xd)ff(l‘1,...,md)
vace funkce f podle i-té promenné v bodé a.

nazyvame parcialni deri-

Definice 2.2 Necht F(t,xo, 1, ...,x,) je funkce (n + 2) redlnych promeénnych defi-
novand na M C R"2, kterd neni vzhledem k proménné x,, konstantni. Potom symbol

F(t,y,y,...y™) =0 (2.1)

nazgvame obycejnou diferencidlni rovnici n-tého radu pro neznamou funkciy = y(t).
Resenim rovnice 2.1 na intervalu I C R nazveme funkci y(t), kterd md na inter-
valu I vsechny derivace aZ do radu n vcetne a pro kaZdé t € I plati

F(t,y(t), (), ....y™ (1)) = 0.

Poznamka 2.1 Je-li t koncovy bod intervalu I, uvaZujeme v tomto bodé prislusné
jednostranné derivace.
Pod pojmem tesent rozumime dvojici: interval I a funkei y(t) na ném definovanou.
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Definice 2.3 Je-li I C J, kde I a J jsou intervaly a nechty,(t) je resenim rovnice 2.1
na intervalu I a ys(t) je resenim rovnice 2.1 na intervalu J. Je-li navic y1(t) = yo(t)
ja I, pak yi(t) nazjvame ziZenim resent yo(t) a y2(t) nazveme rozsirenim resend ys(t).
Resend, které na M nelze rozsirit nazveme mazimdlnim tesenim rovnice 2.1 v M.

Priklad 2.1 Rovnicey —y = 0 md reseni y(t) = e’ na R (toto resend je mazimdini).

Definice 2.4 Rikdme, Ze teseniy(t) rovnice 2.1 spliiuje pocdtecni podminky yo, Y1, .., Yn—1
v bodé ty, jestlize y(to) = yo,y'(to) = Y1, -, ¥ Y (t0) = Yn-1, t0, Y0, -, Yn—1 € R.

Uloha nalézt Tesent y(t) diferencidlni rovnice 2.2, které splriuje pocdtecni podminku
y " (tg) =y proto €I a k =0,1,....n — 1 se nazjvd Cauchyova tloha.

Déle se budeme zabyvat rovnicemi ve tvaru

y(n) = f(t7 y? y/7 A y(n71)>7 (2'2)

kde f je redlna funkce n + 1 proménnych, definovans na mnoziné M C R*!,
Uvedeme si néasledujici vétu bez dikazu.

Véta 2.1 (Ezistencéni) Necht f : M — R je spojitd funkce, M C R"™! je otevrend
mnozina a (to, Yo, Y1, ---» Yn—1) € M je libovolny bod. Pak ezistuje alespor jedno reseni
rovnice 2.2 prochdzejici timto bodem. Tj. existuje néjaké 6 > 0 takové, Ze Vt €
(to — 6,to + 0) plati y™(t) = f(t,y(t),y (t), ...,y () a navic plati: y* (to) = yi
pro k=0,1,....n — 1.

Priklad 2.2 Uvazujme rovnici y' = +/|y|. Tato rovnice ma reseni y =0 i

B #, x> c,
v 0, r <c

Je-liy =0, nebo x < ¢, pak 0 = 3/ = /|yl = V0, tedy y = 0 je Tesenim danné
rovnice na R a y. je resenim danné rovnice na (—oo,c). Pro y. a x > ¢ dostaneme:

Je ((x:lc)2>,_x;c_

tedy y je resenim rovnice y' = +/|y|.
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Véta 2.2 (O jednoznacnosti teseni) Necht M C R"je oteviend mnoZina a f :
M — R je spojita funkce, kterd splnuje na M lokdlni Lipschitzovu podminku podle
poslednich n promennych: Ke kazdému bodu (to, Yo, ..., Yn—1) existuje okoli U tohoto
bodu a ¢islo K € R takové, Ze |f(t,yl, .oyt ) —Ft 08, - v2 )| < L0 lyb—y?]
pro kazdé dva body (t,y1,...,yL 1), (t,v3,...,y2_1) € U. Potom exzistuje Teseni rovnice
2.2 spliujici pocatecni podminku (Yo, Y1, ..., Yn—1) v bod€ ty a toho rTesent je jediné
v ndsledujicim smyslu. Dvé reseni rovnice 2.2 splnujici stejnou pocdtecni podminku
jsou si rovna na pruniku svijch definicnich intervali.

Poznamka 2.2 Za predpokladii predchozi véty je maximdlni reseni urceno jedno-
znacné, tj. kazdgm bodem (to, Yo, ..., Yn—1) prochdzi pravé jedno maximdlni resent.

2.1 Diferencialni rovnice prvniho radu

2.1.1 Rovnice se separovanymi proménnymi

Obyc¢ejnou diferencidlni rovnici prvniho fddu nazveme rovnici se separovanymi pro-
ménnymi, pokud ma tvar

y = f(x)g(y), (2.3)

kde f a g jsou spojité funkce. Je-li g # 0, tak z rovnice 2.3 dostaneme rovnici

dy_ xr)ax
o =@

Zintegrovanim této rovnice dostaneme

/ % ~ [ #@ie

Je-li G(y) primitivni dunkee k funkci -~ a F'(z) je primitivn{ funkce k funkci f(x),

o 9(y)
tak dostaneme rovnici

tedy
y =G (F(x) +c).

Poznamka 2.3 Je dulezZité nezapomenout na integracni konstantu c, ta ndm umoz-
nuje najit resent, které splnuje konkrétni pocatecni podminku.
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Priklad 2.3 Najdéte reseni rovnice y' = /|y|.
Reseni: Proy # 0 dostaneme

= Vlyl

dy

/m
2 sgn(y) /]yl = = +c.

Jelikoz \/|y| > 0, tak y a © + ¢ md stejné znaménko, tedy pro x > —c dostaneme

T + c
V=
(:B +c)? -
=——" > —c
Y 1 )
Stejné dostaneme
(x +c)?
y=-—"—y 5 @ < —c.

Pro y = 0 dostaneme konstantni reseni y(z) = 0.

Priklad 2.4 Najdéte reseni rovnice y = ~ 1;y2.

Resent:
1—9?
=Y 7 24
y - (2.4)
dy 1
Bl A 2.5
7 (25)
1
—dx 2.6
| = (2:6)
arcsiny = In |z| + c. (2.7)
Zde je treba si wvédomit, Ze obor hodnot funkce arcsin je [—%,7], ledy rovnost
arcsiny = In |z| + ¢ plati pro takové z a c, , pro které jeIn|z|+c € (=%, 5). Dile tedy
dostaneme y = sin(In |z| + ¢), pro x € (€2 ~¢,e27¢). Zkusme treba pro volbu c =0 a

x € (e2,e™) zjistit, zda je funkce y = sin(In |z|+c) = sin(In |z|) Fesenim nasi rovnice.
Pak dostaneme, Ze
,  cos(Inw)
oz
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T T T

, ) o
Tedy pro takové c a 't je y(x) Tesenim rovnice y' = —Y—

V1—1y? _ /1 —sin?(Inx) _ Veos(Inz) —cos(lnx).

Piiklad 2.5 Reste Cauchyho tilohu y = —2xy, y(0) = 2.

Regent:
y =2y
d
Y _ —2xdx
Yy

JelikoZ je resenim iy = 0, tak muZeme obecné reseni napsat ve tvaru y = ce ™ | kde
c € R. Mame tedy obecny tvar resent, dosazenim pocdtecnich podminek do obecného
reseni najdeme to resend, které vyhovuje pocdtecni podminkce. y(0) = ce® = ¢ = 2,
tedy Tesenim této ulohy je funkce y(x) = 2e~*

Priklad 2.6 (Rozpad radioaktivniho materialu) Priklad je prevzaty ze skript J. Ku-
ben (1995): Obycejné diferencidlni rovnice. Rychlost rozpadu radia je primo umérnd
jeho okamzZitému mnoZstvi. Polomér rozpadu radia je 1590 let. Za kolik let ubude z
pocdtecniho mnozstvi 25% ¢
Reseni: Oznacme y(t) mnoZstvi radia a yy > 0 jeho pocdtecni mnoZstvi v case
= 0. Ze zaddni dostdvame rovnici y' = Ky, kde K je neznamd konstanta. Navic
vime, Ze y(0) = yo a y(1590) = 2.

y =Ky
/
Y _ g
y

Inly|=Kt+e¢, (ceR)
[yl = ce™', (¢ >0)
y=ce', (ceR)

Pocéateéni mnozstvi se za 1590 let zmensi na polovinu.
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JelikoZ je mmoZstvi mezdporné, tak uvazujeme teseni pouze ve tvaru y(t) = ce’

KO

kde ¢ > 0. Dosazenim pocdtecni podmz’nk‘y dostaneme y(0) = ce™® = ¢ = yy a
y(1590) = yoef 1590 = L, tedy K = 555 = %1—920. Pro hledany cas t1 plati
3 _In2
S0 = y(t) = yoe "
3 In2
n— — 1
4 1590
In 3
= —1590—=2 = 660.
In2

MnozZstvi radia se snizi o cturtinu priblizne za 660 let.

2.1.2 Homogenni rovnice

Definice 2.5 Funkce f(x) : R" — R se nazgva homogenni stupné a v M C R,
jestlize pro kazdé A > 0 a Vor € M plati f(\z) = Xf(z)3. Je-li g(x,y) = ’y) , kde

l(z Y)

m a | jsou homogenni funkce stejného stupné, pak rovnici

/
y' = g(z,y)
nazveme homogenni diferencidlni rovnici.

Pro g(z,y) = mmxyy)) plati,

m(Az, Ay) _ A*m(z,y)  m(z,y)
Az, hy) — Xel(z,y)  Uz,y)
tedy g je homogenni funkce stupné 0.

Pro \ = % tedy dostaneme g(x,y) = g(Az, Ay) = g(1, £), tedy pro f(z) := g(1, 2)
dostaneme diferencidlni rovnici ve tvaru 3 = f(%). Zavedeme nezndmou u(zr) = ( )
, pak y(x) = u(x)z a tedy y'(z) = v/(2)r + u(x). Dosazenim a tpravou dostaneme

g(Ax, \y) = =g(z,9),

¥ =g(z,y)
ur+u= f(u)
u = f(u> _u'
x

To je rovnice se separovanymi proménnymi, kterou jiz fesime dle drive uvedeného
postupu.

2Zde jsme ptidali i trividlni feseni y = 0.
3Viimnéme si, 7e zde hovoifme o funkci n proménnych, tedy = = (x1, ..., z,) € R™.

24



Poznamka 2.4 Vsimnéme si, Ze pri upravdch potrebujeme podminku x # 0. Tato
podminka ale vznikd pri upravdach a pri prechodu k puvodni promeénné zase zmizi,
proto je treba overit, zda nami ziskané reseni neni resenim © v bodé x = 0.

Priklad 2.7 Najdéte obecné tesend rovnice x +vy + xy = 0.

Reseni: Nejdrive overime, Ze jde o homogenni rovnici. Prepisem rovnici do tvaru
Y =" tedy g(x,y) = =, pak plati g(z,y) = g(A\z, \y) a tedy jde o homogenni
rovnici. PouZijeme substituci u(x) = £ a dosadime do rovnice.

r+y+ay =0
r+ur+z(u'z+u)=0

, 1+ 2u
a x
u 1 1
T5ou o W73
—ln‘1+2u’:—ln|x|+c
2
c
< -1 c 1
=z = — — R4
U 5 ot (c € R)

2.1.3 Rovnice ¢ = f(ax + by + ¢)

Uvazujme rovnici

y' = f(ax + by +¢), (2.8)

kde a,b,c € R, ab # 0.
Rovnici fesime pomoci substituce u(z) = az + by(z) + ¢. Pak «/(x) = a + by (z),
tedy /' (z) = % Dosazenim do rovnice2.8 dostaneme

u'(x)

= = flua)
u'(z) =bf(u) + a.

Tedy dostaneme rovnici se separovanymi proménnymi, kterou jiz umime resit.

4Zde jsme piidali i konstantnf feseni rovnice u = —3.
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Piiklad 2.8 Reste rovniciy = ﬁy_Q Reseni: VyuZijeme substituci u = x +y—2, 2
toho dostaneme y' = u'—1.

, 1
y:
THy—2
, 1
u—1=-
U
, 14w
u =
U

1 !
1-— u =1
1+ u

u—Inlul=z+c¢c

r+y—2—Injlz+y—2=x+c¢

y—Injz+y—2/=c+2
=4y —2

Toto reseni je urceno implicitné. Vyloucili jsme situaci u+1 = 0, tedy reseniu = —1,
ze kterého dostaneme reseni y = 1—x.

2.1.4 Linearni diferencialni rovnice 1. radu

Rovnici

Y (x) + a(x)y(z) = b(x), (2.9)

kde a(z) a b(x) jsou redlné funkce, nazveme linedarni diferencidlni rovnici prvniho
radu. Jsou-li funkce a(x) a b(x) spojité na néjakém intervalu J, pak funkce f(x,y) =
b(x)—a(z)y splnuje lokélni Lipschitzovu podminku a tedy dle véty 2.2 kazdym bodem
(x0, Yo) prochizi pravé jedno maximéalni feSeni této rovnice. Lze ukazat, Ze feseni lze
prodlouzit na cely interval J.

Véta 2.3 Jsou-li funkce a(x) a b(z) spojité na intervalu J, tak pro kaZdou pocdatecni
podminku y(xg) = yo existuje prdavé jedno mazimdlni Tesent, které tuto podminku
splnuge.

Diikaz

Pouzijeme-li vétu 2.2, staci ukédzat, Ze je funkce f(z,y) = b(z)—a(x)y lokalné
Lipschitzovska v proménné y. Tedy, ze pro kazdy bod (z¢,yo) existuji okoli U a
konstanta K takové, ze |f(x,y1)—f(x,y2)| < Kly1—1yo| V(x,y;) € U,i = 1, 2. Jelikoz
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jsou funkce a(x) a b(x) spojité, tak jsou na uzavieném intervalu omezené, tedy pro
kazdé zo € J existuje néjaké okoli U(xg) a konstanta K takova, ze |a(z)| < K na
U(zo). Pak prox € U(zg) dostaneme |b(x)—a(x)yy—(b(z)—a(x)y2)| < K|y1—y2|, tedy
je splnéna lokalni Lipschitzova podminka a rovnice ma jednoznac¢né maximalni reseni.

O

Definice 2.6 Rownice y'(x)+a(z)y(z) = 0 se nazgvd homogenni. Je-li b(x) nenulovd
funkce, tak jde o rovnici nehomogenni.

Poznamka 2.5 Nezameéenujme homogenni linedrni rovnici s homogenni rovnici z
predchozi kapitoly. Jde o zcela odlisné pojmy.

Uvazujme nyni homogenni rovnici

y = —alz)y, (2.10)
kde a(x) je spojita funkce.

Véta 2.4 Je-li y,(x) netrividlni resent rovnice 2.10 na intervalu J, pak obecné resent
této rovnice (na tomto intervalu) je ve tvaru y(x) = cyn(z), kde ¢ € R,

Diikaz
Je-li yp(x) FeSenim rovnice 2.10, pak

(cyn(x)) = clyn(x)) = c(—a(x)yn(z)) = —al)(cyn(z))

a tedy je i cyn(x) TeSenim této rovnice. Necht existuje feseni y;(z) (na intervalu J)
rovnice 2.10, které neni ve tvaru cyy (). Je-li yo = y1(zo) # 0 pro n&jaké xy € J, pak
pro ¢ = y}fégo) spliuje i feseni cyp, () poc¢ateéni podminku (zg, o), coz je ale v rozporu
s jednoznacnosti (véta 2.3). Tedy kazdé reseni musi byt ve tvaru cy; (z) pro néjaké ¢ €
R.

Ozna¢me A(z) primitivni funkei k funkei a(z). Jelikoz je homogenni rovnice rov-
nici se separovanymi proménnymi, tak dostaneme:

y = —alz)y
y/
L= —afa)
y
Inlyl = —A(z) + ¢
y = ce A,
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Vratme se nyni k nehomogenni rovnici 2.9

Yy = —&(.’L‘)y + b(l’),
kde a(x) a b(z) jsou spojité funkce.

Véta 2.5 Necht y,(z) je resenim rovnice 2.9 a y(z) je resenim homogenni rovnice
2.10, pak y(x) = cyn(x) + yp(z) pro ¢ € R je obecnym resenim rovnice 2.9.

Drikaz

Prostym dosazenim ovefime, ze je cyn(x) + yp(2) TeSenim rovnice 2.9 Je-li g(x)
resenim rovnice 2.9, pak §(x)—y,(x) musi byt FeSenim rovnice 2.10 (opét ovefime pro-
stym dosazenim) a tedy ve tvaru cyy,(x) dle véty 2.4.

Z uvedené véty vyplyva, ze k nalezeni obecného tvaru feseni nehomogenni rovnice
2.9 staci najit obecny tvar reseni homogenni rovnice 2.10 a jedno Teseni (partikularni
reSeni) nehomogenni rovnice 2.9. Obecné feseni homogenni rovnice hledat jiz umime,
nalezeni partikularniho reSeni nehomogenni rovnice si ukazene nyni pomoci metody
variace konstant.

Variace konstant

Necht yp,(x) je feseni homogenni rovnice 2.10, pak hledejme feseni nehomogenni
rovnice 2.9 ve tvaru y(x) = ¢(x)yn(z), tj. ve tvaru funkce, kde konstantu c, kterd ndm
déva obecny tvar FeSeni homogenni rovnice 2.10 nahradime funkei ¢(x). Dosadime
y(z) do nehomogenn{ rovnice a vyuzijeme toho, ze c(z)y), = —c(z)a(z)ys’.

(c(@)yn(x))" = —alz)c(z)yn(x) + b(z)
c(@)yp(x) + (2)yn(x) = —a(z)c(x)yn(z) + b(x)

Timto postupem ziskdme jedno (partikuldrni) feseni nehomogenni rovnice y,(z) =

c(x)yn(z) = [ ;;(g) dx - yp(x). Tedy obecné feseni nehomogenni rovnice je ve tvaru

b(z)
Yn(z)

y(2) = cun(2) + () = cnla) + /

5JelikoZ, y, je TeSenfm pifslusné homogenni rovnice.

dx - yp(z), c€eR.
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Priklad 2.9 Najdéte obecny tvar reseni rovnice iy = 2y + x.
Reseni:
1. Nejdrive budeme hledat Teseni homogenni rovnice iy’ = 2y.

y =2y
y/
y
In|yl =2z +c

y=ce*® ceR.

II. Nyni pouZijeme metodu variace konstant k nalezeni partikuldrniho reseni neho-
mogenni rovnice. UvaZujme teseni ve tvaru y(z) = c(z)e* .

y=2+u
d(z)e* 4 2c(x)e*™ = 2¢c(z)e* + o
d(z) = ve "

—2z 1 1
c(z) = xe_2 + §/e2mdx =—e (g + Z) :

Tedy
r 1 r 1
yp(z) = c(z)yn(z) = —e % (5 + Z) e = -

I11. Obecny tvar reseni je tedy
1

x

y(x) = yp(z) + cyn(z) = 571 + ce®®,

Ukazme si nyni jiny zptisob, jak najit néjaké partikularni feseni nehomogenni
rovnice 2.9. Pouzijeme opét oznaceni A(z) pro primitivni funkci k funkci a(z) a

budeme upravovat rovnici 2.9.



Tedy partikulérn{ fegenf nehomogenni rovnice 2.9 1ze napsat ve tvaru y(z) = e=4@ [ b(x)eA® dz.
Porovnejme tento vysledek s fesenim ziskanym pomoci variace konstant. Uzitim me-
tody variace konstant jsme dostali partikularni feseni nehomogenni rovnice ve tvaru

_ @)
y”(x)_/yh(w)d ().

Dosadime-li do tohoto vzorce dfive ziskany tvar feSeni homogenni rovnice y,(z) =
e~A@) tak dostaneme stejny tvar feseni, tj. y(z) = 4@ [b(z)eA®dz.

Piiklad 2.10 (Bernoulliho rovnice) Reste rovnici y' —y = xy°. Tato rovnice neni
linedrn® (je zde clen y®), ale k jejimu teseni vyuZijeme toho, Ze umime Tesit linedrni
rovnici. Rovnici prevedeme do tvaru

y 1
E - E =z, y#0.
Zde jsme wvynechali pripad, kdy yv = 0, ktery je také resenim této rovnice. Nyni
pouzijeme substituci u = y—14, tedy dostaneme u' = —45—5 a po dosazeni do pivodni
rovnice dostaneme rovnici
y 1
Yooy
L,
gy Tu=s
u = —4u — 4x.
Nejprve vyresime rovnici
u = —4u.
4x

Tedy mame reseni uy(r) = ce”
ve tvaru u(z) = c(z)e™®,

a pouzijeme variaci konstant. Hledame tedy resent

u = —4u+ 4z
d(z)e ™ — dae(z)e™ = —4de(x)e™ + 4o

d(z) = 4we*®

1
c(x) = /4xe4xdx = re'” — /e“d:v = e (x — Z) .

Tedy u(z) = = — }L + ce™1% a Tesent piivodni rovnice dostaneme ve tvaru
1

y(r) = :
r— }1 + ce4z

SRovnice tohoto typu se nazyvaji Bernoulliho rovnice.
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2.2 Diferencialni rovnice vyssich rada

2.2.1 Linearni diferencialni rovnice

Rovnice tvaru
Y™ + a1 ()" + L+ an(2)y + aolz)y = b(x), (2.11)

se nazyvé linedarni diferencidlni rovnice n-tého fadu. Je-li b(z) = 0, mluvime o ho-
mogenni linearni diferencialni rovnici n-tého fadu, v opacném pripadé jde o rovnici
nehomogenni.

Plati néasledujici véta ohledné existence a jednoznacnosti feseni Cauchyho tlohy.

Véta 2.6 Necht jsou funkce b(x) a a;(x) proi=0,1,...,n—1 spojité na intervalu J.
Necht zg € J a Yo, Y1, -, Yn—1 € R, pak existuje na J prave jedno reseni y(x) rovnice
2.11 splnugjici podminky

y(zo) = yo, ¥ (w0) = 1, ~--7y(n_1)($0) = Yn-1-

Definice 2.7 Redlné (komplexni) funkce fi(x),..., fo(x) jsou linedrné zdvislé na
mnoziné M, jestliZe existuji takovd redlnd (komplexni) ¢isla c1, ..., c,, Ze plati

n

Z ¢ifi(x) =0

i=1
na M a alespon jedno z cisel ¢; je nenulové. Pokud nejsou funkce fi(x),..., fo(x)
linearné zavislé, rikame, Ze jsou linedrné nezdvislé.
Homogenni diferencialni rovnice n-tého radu
Uvazujme homogenni linearni diferencialni rovnici n-tého radu

Y™+ a1 (2)y™ Y 4 4 ay(z)y + ao(x)y = 0. (2.12)

Pak pro tuto rovnici plati nasledujici véta, kterd je obdobou véty 2.4 pro rovnici
prvniho radu.

Véta 2.7 Jsou-li yy a ys dvé Teseni rovnice 2.12 (na J), pak je resenim této rovnice

(na J) iy1+y2 acyp pro libovolné c € R. Tedy reseni homogenni rovnice 2.12 tvori
vektorovy prostor. Dimenze tohoto prostoru je n.
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Diikaz
Necht je y; a ys Tesenim homogenni rovnice 2.12. Dosadime do této rovnice y =
c1Y1 + c2yo a dostaneme

Y™+ a1 (2)y" Y + L+ an(2)y + ag(a)y =

(crtr + ca2) ™ + a1 () (c1y1 + co2) ™Y + o+ ag(2) (crun + cayp) =

e (17 + an @ 4+ ao(@)n ) + oo (17 + an s (@) + o+ ao(w)ge) =0

tedy ci1y1 + coyp je také fesenim homogenni rovnice 2.12.
Necht zy € J a ozna¢me y; pro ¢ = 1, ...,n feSeni rovnice 2.12 splnujici poc¢atecni
podminky
y (@) =0, iFk+1
=1, i=k+1,
pro k= 0,1,...,n — 1. Existence takovych feseni na J zarucuje véta 2.6. Zaroven jde
o nezavisla teseni, jelikoz

n

k—1 k-1
S ey @) =0#£ 1=y (wo),
i=1,i#k
pro libovolna ¢isla ¢y, ..., ¢,.

Ukazme, ze tato feseni tvori bazi prostoru reseni homogenni diferencialni rovnice
2.12, tedy ze pro libovolné feSeni rovnice y existuji konstanty ¢;, ¢ = 1, ..., n takové,
7e y = > yi. Necht y je libovolné fesen{ této rovnice, pak pro ¢; = y(=(zy) plati,
ze

n (k) n
k k
(Z CiW‘”) = e (@o) = criyiih (w0) = crrn =y (a0):
i=1 i=1

Tedy feSeni rovnice ve tvaru y ., ¢;y; spliluje stejné poc¢ateéni podminky jako Feseni
y a tedy se tyto dveé reseni musi rovnat dle véty 2.6.

Definice 2.8 MnoZinu n nezavislych reseni homogenni rovnice 2.12 na J nazyvame
fundamentalni systém resent této rovnice na J.

Definice 2.9 Necht f1, ..., f, maji v bodé xy derivace aZ do radu n — 1 vcetné. Pak

determinant
fi(wo)  falzo) oo falzo)
filwo)  fo(zo) o fi(z0)

I o) f0@0) . 1 (o)
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nazveme Wronského determinant (nebo Wronskidnem) funkci fi, ..., fn v bodé zo a
oznacime jej W(f1, ..., fn)(xo).

Véta 2.8 Necht yy, ..., y, jsou 1eseni homogenni rovnice 2.12 na intervalu J. Je-li

W(yl’ ) yn)(l’g> 7é 07

pro néjaké xo € J, tak jsou yi, ..., Yy, linedrné nezdavislé na J a W(yy,...,yn)(x) # 0
pro vsechna x € J.

Diikaz
Je-li W(y1, ..., yn)(xo) = 0, tak jsou sloupce v determinantu W (yy,...,yn)(xo)
linearné zavislé, tedy existuji konstanty cq, ..., ¢, takové, ze
n

Zci?/gk)(ffo) =0, k=0,1,...n— 1.

i=1

Oznaéme y = > | ¢;y;, pak y je také FeSenim rovnice 2.12 (véta 2.7) a navic plati,
7e y®(zg) = 0 pro k = 0,1,...,n — 1. JelikoZ y = 0 spliiuje tuto podminku, tak
z jednoznacnosti feSeni linedrni rovnice (véta 2.6) plyne y = 0, tedy > 1, ¢y, = 0
na J a proto jsou feseni y; linedrné zavisla. Z linearni zavislosti Teseni yi,...,y,
na J plyne linedrni zavislost sloupct v determinantu W (yy,...,y,)(z) na J a tedy
W (y1, ..., yn)(z) = 0na J.

Disledek 2.9 Bud je W (y1,...,yn)(x) = 0 na J, nebo W(yy,...,yn)(x) # 0 na J.
MnoZine reseni rovnice 2.7 je nezdvisla na J prdvé tehdy, kdyz W(yy,...,yn)(x) # 0
na J.

Poznamka 2.6 Predchozi kritérium nezdvislosti neplati obecné pro n-tici funkci
f1s ey fn kterd neni resenim néjaké homogenni linedrni diferencidlni rovnice. Obecné
plati, Ze z podminky W (f1, ..., fn) # 0 na J plyne nezdvislost funkci fi,..., fn na J.
Opak obecné neplati.

Piiklad 2.11 Necht J = (—1,1) a

fi(z)=0, z=<0
=23, >0

fo(z) =2, <0
=0, x2>0.

Pak W(fi1, f2)(x) =0 na J, ale je-li ¢y fi(x) + cafa(x) =0, tak ¢y = co =0, tedy fi
a fo jsou linedrné nezdvislé.
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Véta 2.10 Necht jsouyy, ..., Y, resenim rovnice 2.12 na intervalu J, pak prox,zy € J

plati
d
2 W, 90)(2)) = —an-1 (&)W (Yo, .., Y ) (2),
tedy
W Wty oos Yn) (@) = W (11, oony ) (o) e~ F0 n 1D (2.13)
Dikaz

Podivejme se nejdiive na piipad pro n = 2, pak Wy, y2)(x) = 1195 — ¥y, tedy

d

%(W(yh y2)(x)) = (1ys — Y1)’ = y1ys + 1vs — Yi'y2 — Y1Y5

= (s — 19s) + (Y5 — Y1y2)
! /
:de’c<y}L y?)—l—det(y}, y,Q,)
Ui Ys Uy oy
s ()

2

Ozna¢me dW, = “L(W (y1,ys, ..., y)(x)). Obdobné jeko v dvoudimenziondlnim pii-

padé lze ukazat, ze

U Y, Y o Un
/ / /! /!
dW,, = det % Yn + det oo + ..
n—1 n—1 n—1 n—1
y gy g Y
U1 Yn
Y Y,
+ det ! n
y Y
A Yn
/ /
= det h Yn
™ y

Posledni rovnost plyne z faktu, ze v prvnich n — 1 determinantech jsou vzdy dva
radky stejné, a tak jsou tyto determinanty nulové. Jelikoz y; pro< = 1, ..., n je feSenim
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rovnice 2.12, tak dosadime-li 3™ = —a,_1(#)y" "V — ap_o(x)y" > — ... = ag(x)y; do

predchozimo vyrazu, dostaneme

Y1 ves Yn

/ /

AW, = det e - b
—an_lygn_l) — . —QoYp - —an_lygn_l) — .. — QoYn

Pouzijem to, ze vynasobime-li néjaky radem matice konstantou a, tak je determinant
nové matice a krat vétsi, nez determinant matice puvodni a také toho, ze determinant
matice, jejiz Tadek je tvoren souctem vektori lze rozlozit na soucet determinantii.

Dostaneme tedy

Y1 o Yn
/ /
AW, = —a,—1(x) - det oo -
n—1 n—1
£
Y1 .. Yn
y/ . y/
— ay_o(x) - det ! " —
n—2 n—2
S
Y - Un
T/ V4
— ap(z) - det ! N
Y - Yn
Y1 e Yn
Voo Yn
=—a,_1(z) - det = —an1 (@)W (Y1, ..., Yn) ().
n—1 n—1
y'

Jelikoz pravé dokazand rovnost je diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi
(jde o diferencialni rovnici, kde neznama funkce je funkce wronskianu, tedy pro kazdé
x vraci hodnotu wronskidnu v tomto bodé), tak druhy vztah je jejim primym dusled-

kem.
Metoda nalezeni druhého teseni za pomoci Wronskianu
Uvazujme rovnice

y' +plx)y +q(x)y =0 (2.14)
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a nechf vy, je jedno netrividlni znamé reseni této rovnice. Pak pro libovolné teseni y
této rovnice plati

W (y1,9)(@) = ny' — vhy = Wy, y)(ao)e T,

Zvolime nyni W (yy,y)(zo) = 1.° Dostaneme tedy rovnici

ny — vhy = e BP0, (2.15)

Je-li y reSenim rovnice 2.14, pak musi jit o Teseni, které je nezdvislé s fesenim vy,
jelikoz wronskidn W (yy,y)(x) # 0.

Je-li naopak y fesenim rovnice 2.15, pak
= [y P()dt
Jogp®)dt _

ny — Yy =e
(1 — i) = pla)e
vy +uny’ — vy — vy = —p@) (Y — )
ny" — iy = —p(x) (ny' — viy)
yiy" — (=p(@)yy — q(x)y)y = —p(x) (1Y — v1y)
y1y" + q(@)yy = —p(x)yy’
yi(y" +p(x)y + q(x)y) = 0.

Tedy y je fesenim rovnice 2.14. Déle upravama rovnice 2.15 dostanem

iy —yiy = ¢ PO
ny —yy _ e o0
i i

( y )l B e— IZIO p(t)dt
hn vi

— [ p(t)dt
Yy _ / e

n y%(m)
/ o I p(t)dtd
y=1u — S, azr.
yi(z)

Tedy jsme nasli vzorec pro urceni druhého feSeni rovnice 2.14, které je linedrné
nezavislé s resenim y; .

6JelikoZ je y fesenim linedrni homogenni diferencidlni rovnice, tak i cy je feSenim této rovnice,
takze volbou Wronskianu v bodé xp ménime y maximélné o multiplikativni konstantu.
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Priklad 2.12 Najdéme obecné resent rovmce Y+ L -+ 4y =0, x > 0, vime-li, Ze
md tato rovnice jedno Tesent y,(x) =

Resent:
y /_ e_fp(x)dx B e_f%dz B e~ Inz B 1
w) ST T e e W

y_ (L, __1
2 A 4t
B 1
Y= "

Druhé reseni této rovnice je tedy y, = m% a obecné resent je ve tvaru

c
y($> = Cl$2 + x_227 c1,c60 € Rz > 0.

Metoda snizeni radu

Predpokladejme, ze zname jedno nenulové feseni y; homogenni rovnice 2.12. Hle-
dejme dalsi feseni ve tvaru y(z) = u(x)y;(x), pak

Y =y +uy;
y" ="y + 2u'yy + uyf

n —_ n
y™ =My, + (1>u(” Dyt 4y,

Po dosazeni dostaneme rovnici

u™yy + by ()™ 4+ bl(x) "+
+u (y(") + ap1 ()Y + o+ ai(2)y + ao(2)y) =0,

kde funkce b;(x) jdou vyjadrit pomoci funkei a;(x) a Feseni y; (z). Vydélenim piedeslé
rovnice fesenim y; dostaneme rovnici

hia),,

w4 (@) W = 0.

vi(z) (@)
Pouzitim substituce v(x) = v'(x) dostaneme linedrni homogeni rovnici (n — 1)-ntho
radu
by— b
(x),u(n72) 1() v =0

(@) Tt @)
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Priklad 2.13 Vratme se k predchozimu prikladu. Méjme rovnici y” + y;l + ;—‘éy =0,
x> 0 a jedno jeji resent yy(x) = 2.

Resend: Uzijeme substituci y = uy;, dosadme do rovnice, pak pouZijeme substituci
v =1’ a vyresime rovnici.

/
—4
A " AR
x x
! /
—4
u”y1+2u'yi+uy/1/+uyl+uyl + ?;Zh =0
x x
/.2 2 —4 2
u”x2+4u'1‘—|—2u—l—ux + ux+ Q;x =0
x x

W'+ A4+ =0

v'z? + 5vr =0

,  —ov
v=—
T
v =5
v x

In|v| = In|z7°|
5

v=2x ".
Tedy u = [vdx = ﬁ a proto y = uy,; = ﬁaﬁ = %. Tedy fundamentdlni systém
této rovnice je yy = &% a Yo = .
Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty
Uvazujeme rovnici
Y™+ a,y™ Y + 4 ay + agy = 0, (2.16)

kde ag, a1, ..., a,_1 € R. Pokusime se najit fegenf této rovnice ve tvaru y(z) = e**, kde
A je néjaké &islo. Pak y™(n) = A"e** a tedy po dosazeni do rovnice 2.16 dostaneme

y™ +a, 1y + L+ ay +agy =0
NN 4 oa, AN e 4 age™ =0
AN 4y N+ L+ ad+ap = 0.

Oznacme P(A\) = A" + a, 1A\ ' + ... + a1\ + ap, pak posledni rovnici lze napsat
ve tvaru P(A\) = 0. Tedy najdeme-li kofen X\ polynomu P()), pak y(x) = ¢** bude
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feSenim rovnice 2.16. Polynom P(\) se nazyvéa charakteristicky polynom a rovnici
A"+ @y A+ ag A+ ag = 0 se Fik4 charakteristickd rovnice. Rovnice P(\) = 0
m4 v komplexnim oboru n kofentt ” (nékteré ale mohou byt stejné, pak hovofime o
vicendsobnych kofenech). Pokud je ale kofen A = « + (i komplexni, pak je FeSeni
y(r) = e’ = e*(cos(fx) + isin(Bx)) také komplexni. Lze snadno ovefit, Ze redlnd
Cast tohoto TeSeni yi(x) = €™ cos(fz) i imaginarni ¢ast yo(z) = e** sin(fx)i jsou
také feSenim této rovnice.
Pri urcovani reseni rovnice 2.16 pokracujeme nasledujicim zptsobem.

o Je-li A € R jednondsobny koren charakteristické rovnice P(A) = 0, pak ndm
tento kofen d4 jedno Feseni ve tvaru y(z) = .

o Je-lli A € R n-ndsobny kofen charakteristické rovnice P(A\) = 0 (n > 1), pak
nam tento kofen da n nezavislych feseni ve tvaru y;(r) = e,
Yo (1) = e, .. yp(7) = 2" LeM,

e Je-li A = a + (i jednonasobny komplexni kofen charakteristické rovnice
P()\) =0, kde «a, € R. Pak ndm tento koren d4 dvé nezavisla feSeni ve tvaru

y1(x) = e*®sin(Bx), yo(x) = € cos(fx).®

o Jelli A = o+ i n-ndsobny koren charakteristické rovnice P(A) = 0 (n > 1),
kde a, f € R. Pak nam tento koren da 2n nezavislych feseni ve tvaru

e sin(fr), ys(x) = vesin(Bxr), ..., Yon1(x) = 2" e sin(Bx),

x
" e cos(Bx).

Y1 ()
yo(z) = e cos(fBx), yi(x) = xe* cos(fx), ..., Yo (T)

Timto zptisobem ziskdme pro rovnici 2.16 n nezavislych teseni, které dohromady
tvori fundamentalni systém rovnice 2.16.

Priklad 2.14 Najdéme obecné reseni rovnice y” + 1y — 6y = 0.
Reseni:
Pro tuto rovnice dostdvame charakteristickou rovnice ve tvaru

MHA—6=(A+3)(\-2)=0,

7Jde o pifmy disledek zdkladni véty algebry, viz. prednaska v druhém semestru.

8Je tieba si uvédomit, 7e je-li A = a+3i komplexnim kotenech charakteristické rovnice P(\) = 0,
pak i A = a — i je kofenem této rovnice, jelikoz P(\) je polynom s redlnymi koeficienty (viz.
prednédska v druhém semestru). Tento druhy kofen ndm ale d4 stejnou dvojici FeSeni, jako kofen A.
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tedy koteny jsou \y = 2 a Ay = —3. Z toho dostaneme dvé nezdvisld reseni y,(z) = e**

a yo(x) = e73%, kterd tvori fundamentdini systém nasi rovnice. Obecné Tesent je tedy

ve tvaru

y(x) = c1e* + cpe ™.

Priklad 2.15 Najdéme obecné reseni rovnice y' — 4y’ + 13y = 0.
Reseni:
Pro tuto rovnice dostdvame charakteristickou rovnice ve tvaru

M — 4\ +13=0,

tedy koreny jsou A\ o = Av16-413 VIS_M?’ = 24+/—9 = 2+ 3i. Dostaneme tedy dvé nazdvisld
resent yi(z) = €**sin(3x) a yo(x) = €** cos(3x), kterd tvori fundamentdlni systém
nasi rovnice. Obecné Tesent je tedy ve tvaru

y(z) = 1€ sin(3x) + c2e™ cos(3z).
Piiklad 2.16 Najdéme obecné tesent rovnice y® + 2y + B = 0.
Resent:
Pro tuto rovnice dostdavame charakteristickou rovnice ve tvaru

N H2X % =N\ 4+ 1) =0,

tedy dostaneme jeden dvojndsobny koren Ay = —1 a jeden trojndsobny koren Ay = 0
Z toho dostdavime pét nezdvislych reseni

yi(x) = e " yo(w) = we™", y3(2) = 1,ya(w) = 2, y5(7) = 2”.
Obecné Tesent je tedy ve tvaru
y(x) = cre™® + core " + 3+ e + 52’
Nehomogenni rovnice s konstantnimi koeficienty, variace konstant
Uvazujem rovnici
Y™+ an_1y ™Y+ ayy +agy = f(x), (2.17)
kde ag,aq,...,a,_1 € R.

Tak jako u linedrnich diferencidlnich rovnic prvntho fadu plati, ze je-li y,(z)
néjaké (partikularni) reseni nehomogenni rovnice 2.17 a y,(x) je feSenim prislusné
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homogenni rovnice 2.16, pak i y(z) = y,(x) + cyn(z), c € R je TeSenim nehomogenni
rovnice 2.17. Stejné jako u rovnic prvniho fddu bude tedy k nalezeni obecného tvaru
reseni nehomogenni rovnice stac¢it nalézt jedno (partikuldrni) feseni této rovnice a
pak k nému pri¢ist obecné feseni prislusné homogenni rovnice 2.16. K nalezeni parti-
kularniho feseni pouzijeme variaci konstant. Necht je v, ..., v, fundamentalni systém
prislusné homogenni rovnice, pak budeme partikuarni reseni hledat ve tvaru

y(r) = crya(z) + o + calT)yn ().

Odvozeni si ukdzeme na rovnici druhého fadu. Uvazujme rovnici

Y+ ay +agy = f(x),

a y1,y2 jsou dvé nazavisld feseni rovnice y” + a1y’ + agy = 0. Hledame partikuldrni
feseni ve tvaru y(x) = c1(x)yi(z) + co(z)y2(x). Tedy v = dyn + dye + c1y; +
c2yh. Abychom pii vypoctu druhé derivace nedostali i druhé derivace funkei ¢; a cq,
pridame podminku

Cllyl + Cl2y2 =0,

tedy

Y =y + e
y" = cyy + s + eyl + oy

Dosadime do ptuvodni rovnice a dostavame

Pro funkce ¢ a ¢, dostaneme tedy soustavu linedarnich rovnic
/ / _ 0
Ciy1 + CYp =
/o0 /o0
ciyy + Yy = f(x).

Uvédomme si, Ze determinant matice této soustavy je nenulovy, jelikoz je to wron-
skidn W (y1,y2)(x) a y1 a yo jsou nezavisla feSeni homogenni rovnice. Tedy tato
soustava ma jedno Teseni. Z této soustavy ur¢ime funkce ¢} a ¢, a pak integraci i
funkce ¢; a cs.
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Piiklad 2.17 Najdéme obecné reseni rovnice y” + 4y’ + 3y = e 3%,
Resent:

Nejdrive se zameérime na prislusnou homogenni rovnici y" + 4y’ 4+ 3y = 0. Dosta-

neme charakteristickou rovnici \* +4X3 = (A +3)(A+1) = 0, tedy reseni homogenni
rovnice v obecném tvaru je

yn(x) = cre™ 4 cpe .

Ddle hleddme partikuldrni resent ve tvaru y(z) =

c1(x)e 3 +cy(x)e™™. Dostaneme
/

!/ _— /- — —
Y =cle ™ 4 dhe ™ — 3e1e” — cpe

Priddme podminku cje™® + che ™ = 0 a dostdvdme

Y = —3c1e7% — cpe”

" 3
Yy

= —3ce " — che ™ + 9cre + cpe .

Po dosazeni do puvodni rovnice mame

y// +4y/ + 3y — 6—3:v
—3c1e™ — che ™ + 9167 4 coe T + 4(—=3cie”H — e ™) + 3(cre”H 4 cpe ) = o7
—3cie™ — e " = e,

Mdme tedy soustavu rovnic

;- ;-
de™ £ che ™ =0
_30/ 6—3x —de T = 6—3:v'
1 2
Tedy dy = =3, ch=2e acy=-% acy=—3e >

i , proto ma partikuldrni resent
— —3x - _ ,—3T T 1 s vy
tvar yp(x) = c1e™>" + cpe™" = e (=5 — ) a obecné reseni

[\

y()

T 3 —3x —x
yh($)+yp(l') = —56 3 + cre 3 + coe™ .

Rovnice se specialni pravou stranou

Predpokladejme rovnici ve tvaru

Y™+ an1y™ Y + L ay + agy = f(2), (2.18)
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kde a, ..., a,—1 € Rafunkce f je ve tvaru f(z) = e**(P,(x) cos(fx)+Qm(x) sin(fz)),
kde P,(z) a Q. (x) jsou polynomy stupné n a m. Probereme nejdiive jednodussi
varianty pravé strany.

1. Necht f(z) = Pn(x) je polynom stupné m a 0 je k-ndsobnym kofenem charak-
teristické rovnice A" 4 ... + a1 A + ap = 0. Pak ma rovnice 2.18 partikularni feseni ve
tvaru y(z) = Py, (x)2*, kde P, (z) je vhodny polynom stupné m.

Priklad 2.18 Najdéte obecné resend rovnice y' — 4y = x.
Resend:

I. Nejprve nalezneme obecné reseni homogenni rovnice y" — 4y = 0.

y'—4y=0
N —4=0
Mg = £2

yn(x) = C1e** + Che .

II. Naleznéme jedno partikuldrni reseni rovnice y' — 4y = x. Hleddame ho ve tvaru

y(x) = ax +b.
y=ax—+b
y// — O
y' —dy=1
—4(ax +b) =2
1
yp(z) = _z_lx'

II1. Obecné rtesent je ve tvaru

1
y(@) = yp(x) +yn(x) = —Jo + C1e%® + Che®.

Priklad 2.19 Najdéte obecné reseni rovnice y' — 2y’ = 4.
Resent:

1. Nejprve nalezneme obecné reseni homogenni rovnice y" — 2y’ = 0.

y//_2y/:0
M —22=A=2)A=0
)\1:0, )\2:2

yp(z) = C1 + Che®.
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II. Naleznéme jedno partikularni reseni rovnice y" — 2y = 4x. Hleddme reseni ve
tvaru y(z) = z(azx + b) = az® + bz.

y = ax® + bx
Yy =2ax+b
y" = 2a
y' — 2y = 4o
2a — 2(2ax + b) = 4z
a=-—1,b=-1
yy(r) = —2* — 2.

I1I. Obecné resent je ve tvaru

y(z) = yp(z) + yn(z) = —2% — 2 + C1 + Coe™.

2. Necht f(z) = P,(x)e**, kde P, (z) je polynom stupné m, a o € R je k-
nasobnym kofenem charakteristické rovnice A" + ... + a1 A + ag = 0. Pak ma rovnice
2.18 partikuldrni feSeni ve tvaru y(z) = P, (x)z*e**, kde Py, (z) je vhodny polynom
stupné m.

Piiklad 2.20 Najdéte obecné teseni rovnice y" — 2y’ = e**.
Resend:

I. Nejprve nalezneme obecné reseni homogenni rovnice y" —2y' = 0, cozZ je yp(x) =
C) + Cye®®. (viz. predchozi priklad)

II. Naleznéme jedno partikuldrni feseni rovnice y" — 2y = e**. Hleddme resent ve

tvaru y(x) = axe.

y = aze*

y = ae*(1+ 22)
y' = 4ae* (1 + )

y// _ 2y/ — €2£E
4ae* (1 + x) — 2ae* (1 + 2z) = **
20 =1
1
yn(x) = 5.1'62:6.
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II1.
y(@) = yp(2) + yala) = 2%+G+Gﬁx
3. Necht f(z) = e**(Pn(z) cos(Br) + Qi(z)sin(Bx)), kde P, (z) a Qi(z) je po-
lynom stupné m resp. [, a o + fi € C je k-nasobnym kofenem charakteristické
rovnice \" 4+ ... + a1\ + a9 = 0. Pak ma rovnice 2.18 partikularni reseni ve tvaru
y(z) = 2% (Py(x) cos(Bz) + Q(x) sin(Bz)), kde P,(2) a Q () jsou vhodné poly-

nomy stupné s = max{m, [}.

Poznamka 2.7 [ kdyz je na pravé strané jen kosinus (nebo jen sinus), tak je treba
hledat reseni ve tvaru jak se sinem tak i kosinem. Vsimneme si, Ze tento posledni
pripad v sobe obsahuje oba predeslé pripady. Pro o = 8 = 0 dostaneme proni pripad,
pro nenulové o a =0 dostdvame druhy pripad.

Priklad 2.21 Najdéte obecné reseni rovnice y” + 4y = e sin(2z).
Reseni:

I. Nejprve nalezneme obecné reseni homogenni rovnice y” + 4y = 0.

y' +4y =0
N +4=0
Mg = £2i

yn(x) = Cy cos(2x) 4+ Cy sin(2x).

II. Naleznéme jedno partikuldrni resent rovnice y" + 4y = e” sin(2z). JelikoZ 1+ 2i
neni kortenem charakteristického polynomu, hledame reseni ve tvaru y(x) =
e”(asin(2z) + bcos(2z))

x

(asin(2z) 4+ bcos(2x))

(asin(2z) + 2a cos(2z) + bcos(2x) — 2bsin(2x))
e”((a — 2b)sin(2z) + (2a + b) cos(2x))
(
(

Il
M)

Y
y/

x

e”((a — 2b — 4a — 2b) sin(2x) + (2a + b+ 2a — 4b) cos(2z))
e”((—3a — 4b) sin(2x) + (4a — 3b) cos(2x))
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y" + 4y = €” sin(2x)
e”((—3a — 4b + 4a) sin(2x) + (4a — 3b + 4b) cos(2z)) = €” sin(2x)

a—4b=1
4a+b=0
_ 1
‘T
—4
h=
17
(1) = ¢ ( 3 5in(20) — 7= cos(2)
yp(2) = €” { 7 sin(2w) — = cos(2z
111
1 . 4 :
y(x) = yp(z) +yn(x) = €° (ﬁ sin(2x) — I7 cos(2:c)) +C cos(2x) + Cy sin(2x).
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