Priklad 1. Ovéime, 7Ze C"(R) tvoii podprostor C(R). MnoZina C"(R) je zfejmé neprazdné (obsahuje napiiklad konstantn{
nulovou funkci). Jestlize f,g € C"(R), pak f + g € C*(R), protoze (f + g)™(x) = f™(x) + g™ (x) pro kazdé x € R.
Jestlizea e Ra f € C™"(R), pak také af € C™(R), protoze (af)™ (x) = af ™ (x) pro kazdé x € R. Podobné prostor C" (1),
kde I je neprazdny otevieny interval, je podprostorem prostoru C (/).

Priklad 2. BudiZ s mnoZina vSech posloupnosti redlnych ¢isel. UkaZte, Ze s s témito operacemi tvoii vektorovy prostor nad R.
Dokazte, Ze ndsledujici podmnoZiny s jsou jeho vektorovymi podprostory:
1) Loo = {{x,,};’l‘;l €s; {xpn, je omezené},
(ii) co = {{xn}32, € 5 limx, = 0},
(i) €1 = {{xn}32; €8 Y pey xn| < +o00},
@iv) £, = {{xn 100 €8 Y0 X2 < +oo}. Zde je vhodné pouZit nerovnost (a + b)? < 2a® + 2b? a srovndvaci kritérium pro
konvergenci fad.

Priklad 3. Necht’ / je neprazdny otevieny interval a ag,dq, ..., d,—1 jsou dand realna Cisla. Definujme mnozinu U C C"([)
takto:

U={feC"(I); prokazdé x € I plati f ™ (x) + an_1 f"V(x) 4+ -+ ay f'(x) + ao f(x) = O}.
Ukéazeme, ze U tvoii vektorovy podprostor vektorového prostoru C” (7). Konstantni nulova funkce patii do U, a proto je U
neprazdnd mnozina. Jestlize f, g € U, pak funkce f + g je prvkem C" (/) a pro kazdy bod x € I plati

S+ 7@ +an1(f + " V) +- Fa(f +8)x) =
= (/@) +ana fUP) + a0 f(0) + (87 () + an1g" V() + o+ + aog(x)) =0+ 0 =0.
Jestlizew € R a f € U, pak funkce af je prvkem C”"([) a pro kazdé x € I plati

@) (x) + an-1@) V() + -+ a1 (@f) (x) + aolef ) (x) =
=a(fP0) + a1 fOV@) + -+ ar f(x) + a0 f(x) =a-0=0.
Piiklad 4. Necht' A,,...,A, € R jsou navzijem riizna. Potom funkce e*1?, ..., e*"* jsou linedrné nezavislé v prostoru C(R).

Diikaz. Diikaz provedeme matematickou indukei podle n € N. Pro n = 1 je tvrzeni ziejmé, protoZe e*1? je nenulova funkce.
Piedpoklddejme, Ze tvrzeni plati pro n. UvaZzujme funkce e*1?, ... e*+1! Bez Gjmy na obecnosti miZeme predpokladat, Ze
A1l < -+ < Ap41. Vezméme nyni linedrni kombinaci uvazovanych funkci, kterd je rovna nulovému vektoru. Pro jista redlna Cisla
Cl,...,Cn+1 aprokazdér € R tak plati

MEL 4yttt = 0. (1)
Vynésobime-li obé strany rovnosti (1) vjrazem e *n+17 a spo¢itame-li limitu pro f — +oo funkci na levé a na pravé strang, bude
limita pravé strany rovna nule a limita levé strany rovna ¢, 1. Musi tedy byt ¢,+; = 0. Pak pro kazdé r € R mame

c1€e

cre*t 4. 4 ettt = 0.

Pouzitim indukéniho ptredpokladu dostdvime c¢; = ¢, = --+ = ¢, = 0. UvaZovana linedrni kombinace je tedy trividlni, coZ bylo
k dokédzani. O



