Matematika Il

Matematika IlI Program



Matematika Il

@ Primitivni funkce

Matematika IlI Program



Matematika Il

@ Primitivni funkce
@ Zobecnény Riemannuv integral

Matematika IlI Program



Matematika Il

@ Primitivni funkce
@ Zobecnény Riemannuv integral
@ Vicerozmérny integral

Matematika IlI Program



Matematika Il

@ Primitivni funkce

@ Zobecnény Riemannuv integral
@ Vicerozmérny integral

@ Linearni algebra

Matematika IlI Program



Matematika Il

@ Primitivni funkce

@ Zobecnény Riemannuv integral
@ Vicerozmérny integral

@ Linearni algebra

@ TaylorGiv polynom

Matematika IlI Program



Matematika Il

@ Primitivni funkce

@ Zobecnény Riemannuv integral
@ Vicerozmérny integral

@ Linearni algebra

@ TaylorGiv polynom

@ Extrémy funkci vice proménnych

Matematika IlI Program



VIII.2. Primitivni funkce

VIII.2. Primitivni funkce

Matematika Ill VIII. Primitivni funkce a Riemannuv integral



VIII.2. Primitivni funkce

VIII.2. Primitivni funkce

Definice

Necht funkce f je definovana na neprazdném otevieném
intervalu /. Rekneme, Ze funkce F: | — R je primitivni
funkce k f na I, jestlize pro kazdé x € [ existuje F'(x) a
plati F'(x) = f(x).
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VIII.2. Primitivni funkce

VIII.2. Primitivni funkce

Definice

Necht funkce f je definovana na neprazdném otevieném
intervalu /. Rekneme, Ze funkce F: | — R je primitivni
funkce k f na I, jestlize pro kazdé x € [ existuje F'(x) a
plati F'(x) = f(x).

Véta 1

Necht' F a G jsou primitivni funkce k funkci f na
otevieném intervalu I. Pak existuje ¢ € R tak, Ze
F(x) = G(x) + ¢ pro kazde x € I.
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VIII.2. Primitivni funkce

Poznamka
Mnozinu vSech primitivnich funkci k funkci f znacime

symbolem
/ f(x)dx.
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VIII.2. Primitivni funkce

Poznamka
Mnozinu vSech primitivnich funkci k funkci f znacime

symbolem
/ f(x)dx.

Skutecnost, ze F je primitivni funkci k f na I zapisujeme
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta
Necht f je spojita funkce na intervalu (a, b) a necht
X
c € (a,b). Oznacime-li F(x) = / f(t)dt prox € (a,b),

[

pak F'(x) = f(x) pro kaZdeé x < (a, b), neboli funkce F je
primitivni k f na (a, b).
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta
Necht f je spojita funkce na intervalu (a, b) a necht

X
c € (a,b). Oznacime-li F(x) = / f(t)dt prox € (a,b),
pak F'(x) = f(x) pro kaZdé x ¢ (Ca, b), neboli funkce F je
primitivni k f na (a, b).

Dusledek 2
Necht f je spojita funkce na neprazdném otevieném
intervalu I. Pak f ma na | primitivni funkci.
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta 3 (Newtonuv-Leibnizlv vzorec)
Necht f je spojita na omezeném uzavieném intervalu
(a,b), a < b, a necht’ F je primitivni funkce k f na (a, b).
Pak existuji viastni limity limy_, .+ F(x), limy_p_ F(x) a
plati ,
/ f(x)dx = lim F(x)— lim F(x).
a

X—b— X—a+
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta 4

Necht funkce f ma na otevieném intervalu | primitivni
funkci F, funkce g ma na | primitivni funkci G a o, 5 € R.
Potom funkce oF + S G je primitivni funkci k of + 3g na |.
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VIII.2. Primitivni funkce

Primitivni funkce k nékterym duleZitym funkcim
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VIII.2. Primitivni funkce

Primitivni funkce k nékterym duleZitym funkcim

n+1
° /x”dxé /:+1 naRprone NU{0}; na(—c0,0) a

na (0,c0) prone zZ, n < —1,
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VIII.2. Primitivni funkce

Primitivni funkce k nékterym duleZitym funkcim

n+1
° /x”dxé /:+1 naRprone NU{0}; na(—c0,0) a

na (0,c0) prone zZ, n < —1,

N c Xa+1
@ [ x*dx = na (0, +oo) proa € R\ {—1},

o+ 1
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VIII.2. Primitivni funkce

Primitivni funkce k nékterym duleZitym funkcim

n+1
° /x”dxé /:+1 naRprone NU{0}; na(—c0,0) a
na (0,c0) prone zZ, n < —1,

N c Xa+1
@ [ x*dx = na (0, +oo) proa € R\ {—1},

o+ 1

1
° /;dx < log |x| na (0, 4+00) a na (—oo, 0),
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VIII.2. Primitivni funkce

Primitivni funkce k nékterym duleZitym funkcim

n+1
° /x”dxé /:+1 naRprone NU{0}; na(—c0,0) a
na (0,c0) prone zZ, n < —1,

N c Xa+1
@ [ x*dx = na (0, +oo) proa € R\ {—1},

o+ 1

1
° /;dx < log |x| na (0, 4+00) a na (—oo, 0),

° /e"dxée)‘na]R{,
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VIII.2. Primitivni funkce

Primitivni funkce k nékterym duleZitym funkcim

n+1
° /x”dxé /:+1 naRprone NU{0}; na(—c0,0) a
na (0,c0) prone zZ, n < —1,

N < Xa+1

° /x dx_a+1 na (0, +oo) proa € R\ {1},
1

° /;dx < log |x| na (0, 4+00) a na (—oo, 0),

o/e"dxée)‘na]R{,

° /sinxdxﬁ —cosx naR,
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VIII.2. Primitivni funkce

Primitivni funkce k nékterym duleZitym funkcim

n+1
° /x”dxé /:+1 naR prone NU{0};na(—,0)a
na (0,c0) prone zZ, n < —1,

N < Xa+1

° /x dx_a+1 na (0, +oo) proa € R\ {1},
1

° /;dx < log |x| na (0, 4+00) a na (—oo, 0),

o/e"dxéexnaR,

° /sinxdxﬁ —cosx naR,

° /cosxdxésinx na R,
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VIII.2. Primitivni funkce

1 ‘1z : .
° / >— dx < tg x na kazdém z interval(
Cos? X
(=5 + Kkm, 5 + k), k € Z,
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VIII.2. Primitivni funkce

1 ‘1z : .
° / >— dx < tg x na kazdém z interval(
Cos? X
(=5 + Kkm, 5 + k), k € Z,

1 v i, . .
° : dx £ — cotg x na kazdém z interval(i
sin? x
(km, + km), k € Z,
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VIII.2. Primitivni funkce

1 ‘1z : .
° / >— dx < tg x na kazdém z interval(
Cos? X
(=5 + Kkm, 5 + k), k € Z,

1 v i, . .
° : dx £ — cotg x na kazdém z interval(i
sin? x
(km, + km), k € Z,

1 c
° /1+X2dx:arctgxnaR,
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VIII.2. Primitivni funkce

1 ‘1z : .
° / >— dx < tg x na kazdém z interval(
Cos? X
(=5 + Kkm, 5 + k), k € Z,

1 v i, . .
° : dx £ — cotg x na kazdém z interval(i
sin? x
(km, + km), k € Z,

1 c
° /1+X2dx:arctgxnaR,

dx < arcsinx na (—1,1),

|
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VIII.2. Primitivni funkce

1 ‘1z : .
° / >— dx < tg x na kazdém z interval(
Cos? X
(=5 + Kkm, 5 + k), k € Z,

1 v i, . .
° : dx £ — cotg x na kazdém z interval(i
sin? x
(km, + km), k € Z,

1 c
° /1+X2dx:arctgxnaR,

1 c :
@ | ———=dx =arcsinxna(—1,1),
/m (=11)
1 c
@ | ——=dx =arccosxna(—1,1).
/ T (—=1,1)
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta 5 (o substituci)
(i) Necht F je primitivni funkce k f na (a, b). Necht je ¢
funkce definovana na («, ) s hodnotami v intervalu
(a, b), ktera ma v kazdém bodeg intervalu («, ()
viastni derivaci. Pak

[ 1(00)¢(ax 2 F(e(x)  naa.0).
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta 5 (o substituci)
(i) Necht F je primitivni funkce k f na (a, b). Necht je ¢
funkce definovana na («, ) s hodnotami v intervalu
(a, b), ktera ma v kazdém bodé intervalu («, ()
viastni derivaci. Pak

[ 1(00)¢(ax 2 F(e(x)  naa.0).

(i) Necht funkce ¢ ma v kazdém bodeg intervalu («, [3)
vlastni derivaci, ktera je bud’ vSude kladna, nebo
véude zépornd, a o((«, 8)) = (a, b). Necht funkce f
je definovana na intervalu (a, b) a plati

[ fe)e e e nata.p)

Pak
/ f(x)dx < G(¢'(x)) na(ab).
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta 6 (integrace per partes)

Necht' | je neprazdny otevreny interval, funkce f a g jsou
spojité na |, F je primitivni funkce k f na | a G je primitivni
funkce ke g na I. Pak plati

/ F(X)G(x) dx = F(x)G(x) / F(x)g(x)dx nal.

— Konec prednasky dne 4.10. —
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VIII.2. Primitivni funkce

Priklad
Oznaéme I, = /—ndx, n € N. Pak

(1+x%)

[ X N 2n — 1
" 2n(1+x2)" T 2n
I, < arctg x, x € R.

Ih,x€eR, neN,
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VIII.2. Primitivni funkce

Definice
Racionalni funkci budeme rozumét podil dvou polynomd,
kde polynom ve jmenovateli neni nulovy.
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VIII.2. Primitivni funkce

Definice
Racionalni funkci budeme rozumét podil dvou polynomd,
kde polynom ve jmenovateli neni nulovy.

Véta (,zakladni véta algebry®)
Necht ne N, aq, ..., a, € C, a, # 0. Pak rovnice
anZ"+an 12"+ +az+a =0

ma alespori jedno feseni z € C.
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VIII.2. Primitivni funkce

Lemma 7 (o déleni polynom)
Necht P a Q jsou dva polynomy (s komplexnimi
koeficienty), pficemz polynom Q neni nulovy. Pak existuji
jednoznacné urcené polynomy R a Z splriujici:

@ stZ <stQ,

@ P(x) = R(x)Q(x) + Z(x) pro vsechna x € C.
Pokud maji P a Q realné koeficienty, maji i R a Z realné
koeficienty.
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VIII.2. Primitivni funkce

Lemma 7 (o déleni polynom)
Necht P a Q jsou dva polynomy (s komplexnimi
koeficienty), pficemz polynom Q neni nulovy. Pak existuji
jednoznacné urcené polynomy R a Z splriujici:

@ stZ <stQ,

@ P(x) = R(x)Q(x) + Z(x) pro vsechna x € C.
Pokud maji P a Q realné koeficienty, maji i R a Z realné
koeficienty.

Dusledek

Je-li P polynom a X\ € C jeho koren (tj. P(\) = 0), pak
existuje polynom R splriujici P(x) = (x — X\)R(x) pro
vsechna x € C.
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta 8 (rozklad na kofenové Cinitele)
Necht P(x) = apx" + - -- 4+ a1 x + ao je polynom stupné
n € N. Pak existuji ¢isla xq, ..., X, € C takova, Ze

P(x) =an(x —x1)---(x —Xn), xeC.
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta 8 (rozklad na kofenové Cinitele)
Necht P(x) = apx" + - -- 4+ a1 x + ao je polynom stupné
n € N. Pak existuji ¢isla xq, ..., X, € C takova, Ze

P(x) =an(x —x1)---(x —Xn), xeC.

Definice

Necht P je nenulovy polynom, A € C a k € N. Rekneme,
Ze ) je koren nasobnosti k polynomu P, jestlize existuje
polynom R splnujici R(\) # 0 a P(x) = (x — A)*R(x) pro
v8echna x € C.
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VIII.2. Primitivni funkce

— Konec prednasky dne 11.10. —

Véta 9 (o kofenech polynomu s realnymi
koeficienty)

Necht P je polynom s realnymi koeficienty a A € C je
kofen polynomu P nasobnosti k € N. Pak i komplexné
sdruzené Cislo \ je kofen polynomu P nasobnosti k.
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta 10 (rozklad polynomu s realnymi
koeficienty)
Necht P(x) = apx" + -+ -+ a1 X + ao je polynom stupné n s
realnymi koeficienty. Pak existuji realna ¢isla x, . . . , Xk,
at,...,q Br,..., 0 apfirozend cislapy, ..., Pk, Q1,---, Qi
takova, Ze

@ P(x) = an(x — x1)P -+ (X — X )P (X2 + a1 x + (B1)%

. (X2 + aix + B))9,
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta 10 (rozklad polynomu s realnymi
koeficienty)
Necht P(x) = apx" + -+ -+ a1 X + ao je polynom stupné n s
realnymi koeficienty. Pak existuji realna ¢isla x, . . . , Xk,
at,...,q Br,..., 0 apfirozend cislapy, ..., Pk, Q1,---, Qi
takova, Ze

@ P(x) = an(x — x1)P -+ (X — X )P (X2 + a1 x + (B1)%

. (X2 + aix + B))9,

@ Zadné dva z polynomui x — X1, X — Xo, ..., X — Xk,
X2+ ayX + By, ..., X% + aix + B nemaji spolecny
koren,
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta 10 (rozklad polynomu s realnymi
koeficienty)

Necht P(x) = apx" + -+ -+ a1 X + ao je polynom stupné n s
realnymi koeficienty. Pak existuji realna ¢isla x, . . . , Xk,

at,...,q Br,..., 0 apfirozend cislapy, ..., Pk, Q1,---, Qi
takova, Ze

@ P(x) = an(x — x1)P -+ (X — X )P (X2 + a1 x + (B1)%
"‘(X2+04/X+5/)q/,

@ Zadné dva z polynomui x — X1, X — Xo, ..., X — Xk,
X2+ ayX + By, ..., X% + aix + B nemaji spolecny
koren,

@ polynomy x? 4+ ayx + By, ..., X% + ayx + ) nemaji

Zadny realny koren.
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta 11 (rozklad na parcialni zlomky)

Necht P, Q jsou polynomy s realnymi koeficienty takove,
Ze st P < stQ a necht

Q(X) = an(x=X )" -+ (X=X P (Carx+B) - (Carx+5)?
je rozklad polynomu Q z Véty 10. Pak existuji

jednoznacné urcena realna cisla
1 1 k k
Al AL LAY A

Pk’
B}.C{,....B,.C.,..., B, Ci, ..., By, C takovd, Ze plati
P(x) _
Qlx)
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta 11 (rozklad na parcialni zlomky)

Necht P, Q jsou polynomy s realnymi koeficienty takove,
Ze st P < stQ a necht

Q(x) = an(x—xq )P ...(X_Xk)pk(x2+a1x+51)m ---(X2+a/X+ﬁ/)q’

je rozklad polynomu Q z Véty 10. Pak existuji
jednoznacné urcena realna cisla

1 1 k k
Al AL AR A

B}.C{,....B,.C.,..., B, Ci, ..., By, C takovd, Ze plati
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta 11 (rozklad na parcialni zlomky)

Necht P, Q jsou polynomy s realnymi koeficienty takove,
Ze st P < stQ a necht

Q(x) = an(x—xq )P ...(X_Xk)pk(x2+a1x+51)m ---(X2+a/X+ﬁ/)q’

je rozklad polynomu Q z Véty 10. Pak existuji

jednoznacné urcena realna cisla

Al Al Ak Ak
v A LAY A

B}.C{,....B,.C.,..., B, Ci, ..., By, C takovd, Ze plati

P(x) Al A271 A Af’k
k

k
o) = o) T T G o T ey T e
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta 11 (rozklad na parcialni zlomky)

Necht P, Q jsou polynomy s realnymi koeficienty takove,
Ze st P < stQ a necht

Q(x) = an(x—xq )P ...(X_Xk)pk(x2+a1x+51)m ---(X2+a/X+ﬁ/)q’

je rozklad polynomu Q z Véty 10. Pak existuji
jednoznacné urcena realna cisla

1 1 k k
Al AL AR A

B}.C{,....B,.C.,..., B, Ci, ..., By, C takovd, Ze plati
P(x) Al Al Al Al
e R e R A I =
Bl x+C! BY, x+C}
i

Matematika IlI VIII. Primitivni funkce a Riemannuyv integral



VIII.2. Primitivni funkce

Véta 11 (rozklad na parcialni zlomky)

Necht P, Q jsou polynomy s realnymi koeficienty takove,
Ze st P < stQ a necht

Q(x) = an(x—xq )P ...(X_Xk)pk(x2+a1x+51)m ---(X2+a/X+ﬁ/)q’

je rozklad polynomu Q z Véty 10. Pak existuji
jednoznacné urcena realna cisla

1 1 k k
Al AL AR A

B}.C{,....B,.C.,..., B, Ci, ..., By, C takovd, Ze plati
Px) _ Al A} Al Al
a) = G T T et e T et
Blx+Cl! B}, x+Cq,
toframtm) T Gy T
Bix+Cj Bf, x+Cj
+m+"'+m,XER\{Xh...?Xk}.
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VIII.2. Primitivni funkce

Poznamka
Oznacme

[F]b ) limyp F(X) = limyap F(X) pro a < b,
2V limyLpr F(x) —lim,.. F(x) prob< a.

Pak Ize Newtonuv-Leibniz(v vzorec zapsat jako

/:fz[F]‘;

atoiprob< a.
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta 12 (integrace per partes)
Necht funkce f, g, ' a g’ jsou spojité na intervalu

(a, b).Pak plati
b b
/ f'g =gl - / fg'
a a
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta 12 (integrace per partes)
Necht funkce f, g, ' a g’ jsou spojité na intervalu

(a, b).Pak plati
b b
/ f'g =gl - / fg'
a a

Véta 13 (substituce)

Necht’ funkce f je spojita na intervalu (a, b). Necht dale
funkce ¢ ma na intervalu {«, ) spojitou derivaci
a zobrazuje jej do intervalu {(a, b). Pak

B ©(B)
/ Fo(x)) ' (X) dx = / f(t)dt.

o(a)
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VIII.2. Primitivni funkce

Véta (zavedeni logaritmu)

Existuje jedina funkce log, ktera ma tyto viastnosti:

(L1) Diog = (0, 400),

(L2) log je rostouci na (0, +0),

(L3) log(xy) = log x + log y pro vSechna x,y € (0, +o0),
(L4)

: logx __
L4 )I(m =7 =1

— Konec prednasky dne 18.10. —
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VIIL.3. Zobecnény Riemanniv integral

VIII.3. Zobecnény Riemannuv integral
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VIIL.3. Zobecnény Riemanniv integral

VIII.3. Zobecnény Riemannuv integral

Lemma 14 (spojitost Riemannova integralu)

Necht a,b € R, a < b, a funkce f ma na intervalu (a, b)
Riemannuv integral. Pak plati

b
/f: lim f— Ilm/f
a X—b— x—a+
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VIIL.3. Zobecnény Riemanniv integral

Lemma 15
Necht a, b € R*, a < b, a funkce f ma Riemannuv integral
na kazdém podintervalu (x,y) C (a, b).
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VIIL.3. Zobecnény Riemanniv integral

Lemma 15

Necht a, b € R*, a < b, a funkce f ma Riemannuv integral
na kazdém podintervalu (x,y) C (a, b). Necht dale

c € (a,b), existuji limity lim,_.... [ f alim,_,_ [ f ajejich
soucet ma smysl (tj. je definovany).
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Lemma 15

Necht a, b € R*, a < b, a funkce f ma Riemannuv integral
na kazdém podintervalu (x,y) C (a, b). Necht dale

c € (a,b), existuji limity lim,_.... [ f alim,_,_ [ f ajejich
soucet ma smysl (tj. je definovany). Pak pro kazdé

d € (a,b) existujilim, . [ falim, ., [)faplati

d y c y
lim / f+ lim / f= lim / f+ lim / f.
x—a+ [, y—=b— Jq4 x—a+ J, y—b—J.
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Definice

Necht a, b € R*, a < b, a necht funkce f je definovana na
intervalu (a, b). Ma-li funkce f Riemannuv integral na
kazdém podintervalu (x, y) C (a, b) a existuje-li ¢ € (a, b)
takové, Ze limity lim,_,a. [, falim,_,_ [ f existuji a jejich
soucet ma smysl, pak definujeme zobecnény Riemanniv
integral funkce f na intervalu (a, b) jako

b
f= lim f+ lim /f

a X—a+ y—b—
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Poznamka

@ Definice je korektni, nebot hodnota souctu
limy_ar [ f+1imy_p_ [} f nezavisi na volbé déliciho
bodu ¢ € (a, b).
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VIIL.3. Zobecnény Riemanniv integral

Poznamka

@ Definice je korektni, nebot hodnota souctu
limy_ar [ f+1imy_p_ [} f nezavisi na volbé déliciho
bodu c € (a, b).

@ Ma-li funkce f Riemannuv integral na intervalu (a, b),
ma i zobecnény Riemannayv integral na intervalu
(a, b) a oba integraly jsou si rovny.
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VIIL.3. Zobecnény Riemanniv integral

Poznamka

@ Definice je korektni, nebot hodnota souctu
limy_ar [ f+1imy_p_ [} f nezavisi na volbé déliciho
bodu ¢ € (a, b).

@ Ma-li funkce f Riemannuv integral na intervalu (a, b),
ma i zobecnény Riemannayv integral na intervalu
(a, b) a oba integraly jsou si rovny.

@ Hodnota zobecnéného Riemannova integralu muze
byt i +00 nebo —oc.
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Lemma 16

Necht a,b € R, a < b, a funkce f je omezena na intervalu
(a, b). Jestlize existuje Riemannuyv integral funkce f na
kaZzdém podintervalu (c,d) C (a, b), pak existuje

i Riemanndav integral funkce f na intervalu {a, b).
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Lemma 16

Necht a,b € R, a < b, a funkce f je omezena na intervalu
(a, b). Jestlize existuje Riemannuyv integral funkce f na
kaZzdém podintervalu (c,d) C (a, b), pak existuje

i Riemanndav integral funkce f na intervalu {a, b).

Lemma 17

Necht a,b € R*, a< b, f je nezaporna na (a,b) a f ma
Riemannuv integral na kazdém podintervalu

(x,y) C (a,b). Potom f ma zobecnény Riemannuv
integral na (a, b).
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Véta 18
Necht a,b € R* ac € (a, b).
(i) Jestlize funkce f ma zobecneny Riemannuv integral
na (a, b), pak ma f zobecnény Riemannuv integral
ina(a,c)alc,b) aplati

b c b
/f:/f+/f.
a a c
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Véta 18
Necht a,b € R* ac € (a, b).
(i) Jestlize funkce f ma zobecneny Riemannuv integral
na (a, b), pak ma f zobecnény Riemannuv integral
ina(a,c)alc,b) aplati

b c b
/ - / fr / f
a a Cc
(i) Necht funkce f ma zobecnény Riemannuv integral
na(a,c) a(c,b), f je omezena na nejakém okoli

bodu c a souéet [ f+ [ f ma smysl. Pak f ma
zobecneny Riemanndiv integral na (a, b) a plati

b c b
/f:/f+/f.
a a c
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Véta 19 (linearita zobec. Riemannova integréalu)

Necht a,b € R*, a< b, f a g jsou funkce majici
zobecnény Riemanndv integral na intervalu (a, b) a necht
a € R. Potom

(i) funkce af ma zobecnény Riemannuv integrél na

(a, b) a plati
b b
/ozf:oz/ f,
a a

ma-Ili prava strana smysl,
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Véta 19 (linearita zobec. Riemannova integréalu)

Necht a,b € R*, a< b, f a g jsou funkce majici
zobecnény Riemanndv integral na intervalu (a, b) a necht
a € R. Potom

(i) funkce af ma zobecnény Riemannuv integrél na

(a, b) a plati
b b
/ozf:oz/ f,
a a

ma-Ili prava strana smysl,

(ii) je-li soucet fab f+ fab g definovany, pak ma funkce
f + g zobecneny Riemannuv integral na (a, b) a plati

/ab(f+g):/abf+/abg.
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Veéta 20
Necht a,b € R*, a < b, a necht' f a g jsou funkce majici
zobecneny Riemanndv integral na intervalu (a, b). Potom
plati:

(i) Je-li f(x) < g(x) pro kazdé x € (a, b), pak

b b
frefs

— Konec prednasky dne 25.10. —
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Veta 20
Necht a,b € R*, a < b, a necht' f a g jsou funkce majici
zobecneny Riemanndv integral na intervalu (a, b). Potom
plati:

(i) Je-li f(x) < g(x) pro kazdé x € (a, b), pak

b b
frefs

(i) Funkce |f| ma zobecnény Riemannuv integral na

(a, b) a plati
b b
/ f g/ .
a a

— Konec prednasky dne 25.10. —
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Véta 21 (Newtonav vzorec)

Necht' a,b € R*, a < b, f je spojita na(a,b), a F je
primitivni funkce k f na (a, b). Pak zobecnény Riemanniv
integral funkce f na (a, b) existuje prave kdyz existuji
limity limy_, o F(x) alimy_p_ F(x) a jejich rozdil ma
smysl. V tomto pfipadé plati

. lim F(x) = lim F(x).

a X—b— X—a+
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Pokud existuje zobecnény Riemann(v integral funkce f
na intervalu (a, b) a pfitom je konecny, pak fikame, Ze
fab f konverguje. Pokud je roven +oc nebo —oo, pak
fikdme, Ze diverguje. Mame pak nasledujici moznosti:

realnému Cislu, tj. konverguje,

b | existuje a je roven
f eal +00 nebo —oo, tj. diverguje,

neexistuje.

Matematika IlI VIII. Primitivni funkce a Riemannuyv integral



VIIL.3. Zobecnény Riemanniv integral

Véta 22 (srovnavaci kritérium)

Necht a, b € R*, a < b, funkce f a g splrnuji

0 < f(x) < g(x) pro vsechna x € (a,b) af jena(a,b)
spojita. Pokud konverguje fab g, pak konverguje i fab f.
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Véta 22 (srovnavaci kritérium)

Necht a, b € R*, a < b, funkce f a g splrnuji

0 < f(x) < g(x) pro vsechna x € (a,b) af je na(a, b)
spojitd. Pokud konverguje fab g, pak konverguje i fab f.
Véta 23 (limitni srovnavaci kritérium)

Necht f a g jsou spojité nezaporné funkce na intervalu

(a,b), b € R*, a existuje limita lim,_,,_ & (( )) ~ € R*.

@ Je-liy € (0,+00), pak fa f konverguje, pravé kdyz
konverguje |, ab g.

@ Je-liy = 0, pak z konvergence | ab g plyne
konvergence | ab f.

@ Je-liv = +oo, pak z divergence fab g plyne
divergence [’ f.
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VIII.4. Mira a integral v R"”
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Definice )
Necht A je néjaky systém podmnozin R". Rekneme, Zze A
je o-algebra, jestlize plati:
(i) 0 e A,
(i) je-li Ae A, pak také R"\ A € A,
(iii) jsou-li Ay, Az, ... € A, pak také Uj’; A€ A
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Definice )
Necht A je néjaky systém podmnozin R". Rekneme, Zze A

je o-algebra, jestlize plati:
(i) 0 e A,
(ii) je-li Ae A, pak také R"\ A € A,
(iii) jsou-li Ay, Az, ... € A, pak také Uj’; A€ A

Definice
Necht A je o-algebra podmnozin R”. Zobrazeni

pu: A — (0,400) U {+00} se nazyva mira, jestlize
w(0) = 0, a jestlize je o-aditivni, tj. pokud Ay, Ap,... € A
jsou po dvou disjunktni, pak u(UZy Aj) = 375 u(A).
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Definice )
Necht A je néjaky systém podmnozin R". Rekneme, Zze A

je o-algebra, jestlize plati:
(i) 0 e A,
(ii) je-li Ae A, pak také R"\ A € A,
(iii) jsou-li Ay, Az, ... € A, pak také Uj’; A€ A

Definice
Necht A je o-algebra podmnozin R”. Zobrazeni

pu: A — (0,400) U {+00} se nazyva mira, jestlize
w(0) = 0, a jestlize je o-aditivni, tj. pokud Ay, Ap,... € A
jsou po dvou disjunktni, pak u(UZy Aj) = 375 u(A).

Mnozinam z A se fika méritelné (pfipadné u-méfitelné)
mnoziny.

VIII. Primitivni funkce a Riemanntyv integral
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VIIl.4. Mira a integral v R"”

Véta 24
Existuje pravée jedna o-algebra A naR" a praveé jedna
mira A na N\ majici nasledujici viastnosti:
(i) A obsahuje vsechny oteviené podmnoZiny R";
(i) jestlize ABe N\,AC EC B,a\B\A)=0, pak
E cA;
(i) A(K) < +o0 pro kaZzdou kompaktni K C R";
(iv) je-lil = {ay,by) x (@, bo) x --- x (ap, by) C R", pak
AN =TIL (b — &);
(v) A je translacné invariantni, tj. \(x + A) = A(A) pro
kazdouAe N ax € R".
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Véta 24
Existuje pravée jedna o-algebra A naR" a praveé jedna
mira A na N\ majici nasledujici viastnosti:
(i) A obsahuje vsechny oteviené podmnoZiny R";
(i) jestlize ABe N\,AC EC B,a\B\A)=0, pak
E cA;
(i) A(K) < +o0 pro kaZzdou kompaktni K C R";
(iv) je-lil = {ay,by) x (@, bo) x --- x (ap, by) C R", pak
AN =TIL (b — &);
(v) A je translacné invariantni, tj. \(x + A) = A(A) pro
kazdouAe N ax € R".

Mira \ z predchozi véty se nazyva Lebesgueova mira
a mnozinam v A se fika lebesgueovsky méritelné
mnoziny.
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Priklad
Priklady lebesgueovsky méfitelnych mnozin:
@ oteviené a uzaviené mnoziny,
@ konvexni mnoziny,
@ konecné mnoziny,
@ {xx € R"; k € N}, tj. mnozina v8ech Clenu néjaké
posloupnosti v R”.
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Priklad
Pfiklady mnozin nulové miry v R":
@ konecné mnoziny,
@ {xx € R"; k € N}, tj. mnozina v8ech Clenu néjaké
posloupnosti v R",
@ nadroviny v R”,
@ grafy spojitych funkci z R"' do R,
@ hranice konvexnich mnozin,
@ Cantorovo diskontinuum v R.
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Priklad

Pfiklady mnozin nulové miry v R":

@ konecné mnoziny,

@ {xx € R"; k € N}, tj. mnozina v8ech Clenu néjaké

posloupnosti v R",

@ nadroviny v R”,

@ grafy spojitych funkci z R"' do R,

@ hranice konvexnich mnozin,

@ Cantorovo diskontinuum v R.
Je-li V(x), x € R" vyrokova forma, pak fikame, Zze V(x)
plati pro ,skoro vSechna x“ nebo ,skoro vSude®, jestlize

existuje mnoZina E nulové miry takova, Zze
Vx e R"\ E: V(x).
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Definice
Pro A C R” definujeme charakteristickou funkci
mnoziny A takto:

1 x€eA,
W) =10 xerM\ A
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Definice
Pro A C R” definujeme charakteristickou funkci
mnoziny A takto:

1 x€eA,
W) =10 xerM\ A

Necht Aq,..., Ak CR"ac¢y,...,ck € R. Funkci tvaru
S°5 1 Gixa, Nazyvame jednoduchou funkef,

Matematika IlI VIII. Primitivni funkce a Riemannuyv integral



VIIl.4. Mira a integral v R"”

Definice
Pro A C R” definujeme charakteristickou funkci

mnoziny A takto:

1 x€eA,
W) =10 xerM\ A

Necht Aq,..., Ak CR"ac¢y,...,ck € R. Funkci tvaru
Z}; Cix 4 nazyvame jednoduchou funkei. Jsou-li navic
A1, LA EN, ng funkci Zj’.; Cjxa Nazyvame
jednoduchou méfitelnou funkci.
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Definice
Zobrazeni f: R" — R* nazyvame numerickou funkci.
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Definice

Zobrazeni f: R" — R* nazyvame numerickou funkci.
Rekneme, Ze numericka funkce f je métitelna, jestlize
existuje posloupnost jednoduchych méfitelnych funkci
{f}2, takova, Ze pro vSechna x € R” plati

im0 fi(X) = f(X).
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Definice

Zobrazeni f: R" — R* nazyvame numerickou funkci.
Rekneme, Ze numericka funkce f je métitelna, jestlize
existuje posloupnost jednoduchych méfitelnych funkci
{f}2, takova, Ze pro vSechna x € R” plati

im0 fi(X) = f(X).

Definice

Je-li {f;}22; posloupnost numerickych funkci, fekneme ze
numericka funkce f je bodovou limitou posloupnosti {f;},
jestlize pro kazdé x € R” plati lim;_. fi(x) = f(x).
Znacime lim;_,, f; = f nebo f; — f.
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Véta 25 (vlastnosti méfitelnych funkci)
Meéfvitelné funkce maji nasledujici vlastnosti:
(i) Jsou-li f, g méfitelné a o € R, pakiaf, f + g, fg, é
jsou méritelné, pokud jsou definované na celém R".
(i) Jsou-li f, g méritelné, pak i max{f, g} a min{f, g}
jsou meéritelné.
(iii) Je-li f realna méritelna a g realna spojita, pak g o f je
mefitelna.
(iv) Je-li{f;};2, posloupnost meritelnych funkci
s bodovou limitou f, pak f je také meritelna.
(v) Spojité funkce jsou méritelné.
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Definice
Pro jednoduchou nezapornou meéfitelnou funkci

k A T P L
>_j—1 Cix4; definujeme jeji Lebesgueuv integral jako

k k
[ o ar=3oxn4),
j=1 j=1

kde pouzivame konvenci 0 - (+o0) = 0.
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Definice
Pro nezapornou méfitelnou funkci definujeme

/fd)\:

= sup {/gdA; g < f, gje jednoducha nezaporna méFiteIné}
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Definice
Pro nezapornou méfitelnou funkci definujeme

/fd)\:

= sup {/gdA; g < f, gje jednoducha nezaporna méFiteIné}

Konecné pro méfitelnou funkci f definujeme

[ron=[ra- [ra

pokud je rozdil definovan.
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Definice
Pro nezapornou méfitelnou funkci definujeme

/fd)\:

= sup {/gdA; g < f, gje jednoducha nezaporna méFiteIné}

Konecné pro méfitelnou funkci f definujeme

[ron=[ra- [ra

pokud je rozdil definovan.
Rikame, Ze funkce f je (lebesgueovsky) integrovatelna,
pokud ma konecny Lebesguelv integral.
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Definice
Je-li M c R™ méfitelna mnozina a f méfitelna funkce, pak

definujeme
/fd)\:/XMfdA.
M
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Véta 26 (vlastnosti Lebesgueova integralu)
Necht M je méritelna mnoZina a f, g jsou méritelné
funkce.

(i) Necht a € R. Pak [,,afd\ =« [, fdA
a [, (f+g)dx= [, fd\+ [,,gd\, pokud jsou vyrazy
napravo definovany.

(i) Plati-li f < g skoro vsude na M, pak
Ju fdX < [}, 9dX, pokud oba integrély existuji.

(i) Jestlize [,,fd\ existuje, pak existuje i ,,|f| d\ a plati
| [y FAA] < [y, ] dX.

(iv) Je-li f = 0 skoro vSude na M, pak [, fd\ = 0.

(v) Je-lif = g skoro vSude na M, pak [,,fd\ = [,,gd),
pokud alespori jeden z integralt existuje.

— Konec prednasky dne 1.11. —
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Véta 27 (souvislost s Riemannovym integralem)

(i) Jestlize existuje Riemanndyv integral |, : f, pak
existuje i Lebesguedv integral f(a, b) fd\ a oba
integraly se rovnaji.
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Véta 27 (souvislost s Riemannovym integralem)

(i) Jestlize existuje Riemanndyv integral |, ; f, pak
existuje i Lebesguedv integral f(a, b) fd\ a oba
integraly se rovnaji.

(i) Je-li f omezena na (a, b), pak jeji Riemanndv integral
existuje, pravé kdyZz je skoro vsude spojita.
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Véta 27 (souvislost s Riemannovym integralem)

(i) Jestlize existuje Riemanndyv integral |, ; f, pak
existuje i Lebesguedv integral f(a, b) fd\ a oba
integraly se rovnaji.

(i) Je-li f omezena na (a, b), pak jeji Riemanndv integral
existuje, pravé kdyZz je skoro vsude spojita.

(iii) Je-li f spojita nezaporna funkce na (a, b), pak
f(a, p fdA = fab f, kde vpravo je zobecnény
Riemannuv integral.
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Priklad

Necht M C R" je omezena oteviena nebo uzaviena
mnozina a f je omezena spojita funkce na M. Pak f je
integrovatelna na M.
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Priklad

Necht M C R" je omezena oteviena nebo uzaviena
mnozina a f je omezena spojita funkce na M. Pak f je
integrovatelna na M.

Necht M c R" je omezena konvexni oteviena mnozina
a f je spojita funkce na M. Pak f je integrovatelna na M
ina Maplati [, fd\ = [i;fdA\.
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Véta 28 (Fubiniova)

Necht m,ne N af: R™" — R je integrovatelna funkce.
Pro kazdé x € R™ definujme funkci f,: R" — R predpisem
fi(y) = f(x, y). Pak pro skoro véechna x € R je funkce f,
integrovatelna a plati

/Wf dA = / m( | R) d/\(}’)) d\(x). (1)
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Véta 28 (Fubiniova)

Necht m,ne N af: R™" — R je integrovatelna funkce.
Pro kazdé x € R™ definujme funkci f,: R" — R predpisem
fi(y) = f(x, y). Pak pro skoro véechna x € R je funkce f,
integrovatelna a plati

/Rmf dA = / m( | R) dA(Y)) d\(x). (1)

Poznamka

Necht m,ne Na f: R™" — R* je nezaporna méfitelna
funkce. Pro kazdé x € R™ definujme funkci f,: R” — R
predpisem f,(y) = f(x, y). Pak pro skoro vSechna x € R™
je funkce f, méfitelna a plati opét vzorec (1). Zde ovéem
muze byt integrél [;.., f d\ nekonecny.
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VIIl.4. Mira a integral v R"”

Véta 29 (o substituci)

Necht G C R" je oteviena mnoZina, funkce

©1,...,on € C'(G) a zobrazeni ¢: G — R" definované
predpisem o(x) = [p1(X), ..., ¢n(X)] Nnecht je prosté. Dale
predpokladejme, Ze determinant (tzv. jakobian)

2ix) .. G(x)
Jo(x) = : . :
Bea(x) ... Z2(x)

je nenulovy pro kazdeé x € G. Pak ¢(G) je oteviena a pro
kaZdou meritelnou M C ¢(G) a kaZdou f: o(G) — R* plati

/ Fd = / F(0(0)) 19u(2)] dA(x),
M o~ 1(M)

pokud je alesporn jeden z téchto integralu definovan.
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IX.1. Vektorové prostory

IX.1. Vektorové prostory
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IX.1. Vektorové prostory

IX.1. Vektorové prostory

Symbol K znaci mnozinu R nebo C.
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IX.1. Vektorové prostory

Definice

Vektorovym prostorem nad K rozumime trojici (V,+,"),
kde V je neprdazdna mnoZina, + je operace z V x V do
V a - je operace z K x V do V, priCemz tyto operace maji
nasledujici vlastnosti:

— Konec prednasky dne 8.11. —
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IX.1. Vektorové prostory

Definice

@ Vu,v e V:u+ v = v+ u (komutativita s¢itani),

— Konec prednasky dne 8.11. —
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IX.1. Vektorové prostory

Definice

@ Vu,v e V:u+ v = v+ u (komutativita s¢itani),

evuv,weV:(Uu+v)+w=u+(v+w)
(asociativita scitani),

— Konec prednasky dne 8.11. —
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IX.1. Vektorové prostory

Definice

@ Vu,v e V:u+ v = v+ u (komutativita s¢itani),

evuv,weV:(Uu+v)+w=u+(v+w)
(asociativita scitani),

@ mnozina V obsahuje prvek, ktery znacime o (a
fikdme mu nulovy prvek), splnujici

vveV.:o+v=uv.

— Konec prednasky dne 8.11. —
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IX.1. Vektorové prostory

Definice

@ Vu,v e V:u+ v = v+ u (komutativita s¢itani),

evuv,weV:(Uu+v)+w=u+(v+w)
(asociativita scitani),

@ mnozina V obsahuje prvek, ktery znacime o (a
fikdme mu nulovy prvek), splnujici

vveV.:o+v=uv.

evVveViweV:v+w=o,

— Konec prednasky dne 8.11. —
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IX.1. Vektorové prostory

Definice

@ Vu,v e V:u+ v = v+ u (komutativita s¢itani),

evuv,weV:(Uu+v)+w=u+(v+w)
(asociativita scitani),

@ mnozina V obsahuje prvek, ktery znacime o (a
fikdme mu nulovy prvek), splnujici

vveV.:o+v=uv.

evVveViweV:v+w=o0,
@ VabeKVveV:a-(b-v)=(ab)-v,

— Konec prednasky dne 8.11. —
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IX.1. Vektorové prostory

Definice

@ Vu,v e V:u+ v = v+ u (komutativita s¢itani),

evuv,weV:(Uu+v)+w=u+(v+w)
(asociativita scitani),

@ mnozina V obsahuje prvek, ktery znacime o (a
fikdme mu nulovy prvek), splnujici

vveV.:o+v=uv.

evveViweV:v+w=o0,
@ VabeKVveV:a-(b-v)=(ab)-v,
evVabeKVveV:(a+b)-v=a-v+b-v,

— Konec prednasky dne 8.11. —
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IX.1. Vektorové prostory

Definice

@ Vu,v e V:u+ v = v+ u (komutativita s¢itani),

evuv,weV:(Uu+v)+w=u+(v+w)
(asociativita scitani),

@ mnozina V obsahuje prvek, ktery znacime o (a
fikdme mu nulovy prvek), splnujici

vveV.:o+v=uv.

eVveViwe V:v+w=o,

@ VabeKVveV:a-(b-v)=(ab)-v,
evVabeKVveV:(a+b)-v=a-v+b-v,
@ VacKVu,veV:a-(u+v)=a-u+a-v,

— Konec prednasky dne 8.11. —
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IX.1. Vektorové prostory

Definice

@ Vu,v e V:u+ v = v+ u (komutativita s¢itani),
evuv,weV:(Uu+v)+w=u+(v+w)
(asociativita scitani),

@ mnozina V obsahuje prvek, ktery znacime o (a
fikdme mu nulovy prvek), splnujici

vveV.:o+v=uv.

eVveViwe V:v+w=o,

@ VabeKVveV:a-(b-v)=(ab)-v,
evVabeKVveV:(a+b)-v=a-v+b-v,
@ VacKVu,veV:a-(u+v)=a-u+a-v,

evveV:1.v=uv.
— Konec prednasky dne 8.11. —
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IX.1. Vektorové prostory

Definice
Necht (V,+, ) je vektorovy prostornad Ka U C V,

U + (. Rekneme, Ze U je vektorovy podprostor prostoru
V, jestlize
evuvelU:u+vel,
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IX.1. Vektorové prostory

Definice
Necht (V,+, ) je vektorovy prostornad Ka U C V,
U # (). Rekneme, ze U je vektorovy podprostor prostoru
V, jestlize
evuvelU:u+vel,
@ VacKvVue U:a-ueU.
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IX.1. Vektorové prostory

Definice

Necht V je vektorovy prostor nad K, k € N
avy,...,veeV. Rekneme, Ze vektor u € V je linearni
kombinaci vektorl vy, ..., v, s koeficienty Ay, ..., \x € K,
jestlize

U= MVy+- 4+ Vg

V tomto pripadé také fikame, ze linearni kombinace
vektorl vy, ..., vk s koeficienty \¢, ..., \« je rovna u.
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IX.1. Vektorové prostory

Definice

Necht V je vektorovy prostor nad K, k € N
avy,...,veeV. Rekneme, Ze vektor u € V je linearni
kombinaci vektorl vy, ..., v, s koeficienty Ay, ..., \x € K,
jestlize

U= MVy+- 4+ Vg

V tomto pripadé také fikame, ze linearni kombinace

vektorl vy, ..., vk s koeficienty \¢, ..., \« je rovna u.
Pokud Ay = --- = \¢ = 0, pak mluvime o trivialni linearni
kombinaci vektor(l vy, ..., vg; je-li néktery koeficient

nenulovy, pak mluvime o netrivialni linearni kombinaci.

Matematika Ill IX. Linearni algebra



IX.1. Vektorové prostory

Definice

Necht V je vektorovy prostor nad K a uy, ..., Up jsou
pevné zvolené vektory z V. Podprostor ling{u, ..., un}
nazyvame vektorovym podprostorem generovanym
vektory uy, ..., uy,. Z formalnich divodu dale klademe

lingk 0= {O}
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IX.1. Vektorové prostory

Definice

Necht' V je vektorovy prostor nad K. Vektory

ui,...,un € Vjsou linearné zavislé, pokud existuje jejich
netrivialni linearni kombinace, ktera je rovna nulovému
vektoru. Pokud vektory uy, ..., U, nejsou linearné zavislé,
fikame, Ze jsou linearné nezavislé.
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IX.1. Vektorové prostory

Definice

Necht' V je vektorovy prostor nad K. Vektory

ui,...,un € Vjsou linearné zavislé, pokud existuje jejich
netrivialni linearni kombinace, ktera je rovna nulovému
vektoru. Pokud vektory uy, ..., U, nejsou linearné zavislé,
fikame, Ze jsou linearné nezavislé.

Definice

Necht V je vektorovy prostor nad K. Mnozina M C V je
linearné nezavisla, jestlize pro kazdé k € N je

libovolna k-tice po dvou riznych vektord z M linearné
nezavisla.
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IX.1. Vektorové prostory

Definice )
Necht V je vektorovy prostor nad K. Rikame, Zze mnozina
B C V je baze prostoru V, jestlize

(i) B je linearné nezavisla mnozina,
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IX.1. Vektorové prostory

Definice )
Necht V je vektorovy prostor nad K. Rikame, Zze mnozina
B C V je baze prostoru V, jestlize

(i) B je linearné nezavisla mnozina,
(i) kazdy vektor z V Ize vyjadfrit jako linearni kombinaci
vektort z B.
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IX.1. Vektorové prostory

Véta 30

(i) KaZdou linearné nezavislou podmnoZinu
vektoroveho prostoru Ize doplnit na bazi tohoto
prostoru.
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IX.1. Vektorové prostory

Véta 30

(i) KaZdou linearné nezavislou podmnoZinu
vektoroveho prostoru Ize doplnit na bazi tohoto
prostoru.

(i) Kazdy vektorovy prostor ma bazi.
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IX.1. Vektorové prostory

Véta 30

(i) KaZdou linearné nezavislou podmnoZinu
vektoroveho prostoru Ize doplnit na bazi tohoto
prostoru.

(i) Kazdy vektorovy prostor ma bazi.
(iii) Pocet prvki baze prostoru V je urcen jednoznacné a
nazyvame ho dimenze prostoru V (znacime dim V).
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IX.1. Vektorové prostory

Véta 30

(i) KaZdou linearné nezavislou podmnoZinu
vektoroveho prostoru Ize doplnit na bazi tohoto
prostoru.

(i) Kazdy vektorovy prostor ma bazi.

(iii) Pocet prvki baze prostoru V je urcen jednoznacné a
nazyvame ho dimenze prostoru V (znacime dim V).

Definice

Je-lidim V < +o0, fekneme, Ze V je koneCnérozmeérny
(konecnedimenzionalni). Je-li dim V = +o0, mluvime o
nekonec¢nérozmeérném (nekonecnédimenzionalnim)
vektorovém prostoru.
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IX.1. Vektorové prostory

Tvrzeni 31
Necht' V je vektorovy prostor dimenze n € N nad K.
(i) Jsou-livy,..., v, linedarné nezavislé vektory v
prostoru V, pak mnoZina {vi,...,V,} je bazi
prostoru V.
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IX.1. Vektorové prostory

Tvrzeni 31
Necht' V je vektorovy prostor dimenze n € N nad K.

(i) Jsou-livy,..., v, linedarné nezavislé vektory v
prostoru V, pak mnoZina {vi,...,V,} je bazi
prostoru V.

(il) Jestlize pro vektory vy, ..., v, € V plati
ling{v1,...,vo} =V, jemnoZina {vy,...,v,} bazi
prostoru V.
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IX.2. Linearni zobrazeni a reseni soustav linearnich rovnic

IX.2. Linearni zobrazeni a reSeni soustav
linearnich rovnic
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IX.2. Linearni zobrazeni a reseni soustav linearnich rovnic

IX.2. Linearni zobrazeni a reSeni soustav
linearnich rovnic

Definice
Necht U a V jsou vektorové prostory nad K. Zobrazeni
L: U — V se nazyva linearni, jestlize plati:

@ Yui, U, € U: L(uy + up) = L(uy) + L(uz),
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IX.2. Linearni zobrazeni a reseni soustav linearnich rovnic

IX.2. Linearni zobrazeni a reSeni soustav
linearnich rovnic

Definice
Necht U a V jsou vektorové prostory nad K. Zobrazeni
L: U — V se nazyva linearni, jestlize plati:

@ Yui, U, € U: L(uy + up) = L(uy) + L(uz),

@ Vac KVu e U: L(au) = aL(u).

Matematika Ill IX. Linearni algebra



IX.2. Linearni zobrazeni a reseni soustav linearnich rovnic

Definice

Necht U a V jsou vektorové prostory nad K, L: U — V
necht je linearni zobrazeni. Jadrem linearniho zobrazeni
L nazveme mnozinu

Ker(L) = L~'({0}) = {u € U: L(u) = o}.
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IX.2. Linearni zobrazeni a reseni soustav linearnich rovnic

Definice

Necht U a V jsou vektorové prostory nad K, L: U — V
necht je linearni zobrazeni. Jadrem linearniho zobrazeni
L nazveme mnozinu

Ker(L) = L™'({0}) = {u € U: L(u) = o}.
Symbolem Im(L) zna¢ime obor hodnot zobrazeni L, tedy

ImL=L(U)={veV, Jue U: L(u)=v}.
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IX.2. Linearni zobrazeni a reseni soustav linearnich rovnic

— Konec prednasky dne 15.11. —

Véta 32

Necht U a V jsou vektorove prostory nadK, L: U — V
necht je linearni zobrazeni. Potom plati:

(i) MnoZina Ker(L) je vektorovym podprostorem U.
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IX.2. Linearni zobrazeni a reseni soustav linearnich rovnic

— Konec prednasky dne 15.11. —

Véta 32

Necht U a V jsou vektorove prostory nadK, L: U — V
necht je linearni zobrazeni. Potom plati:

(i) MnoZina Ker(L) je vektorovym podprostorem U.
(i) MnoZina Im(L) je vektorovym podprostorem V.
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IX.2. Linearni zobrazeni a reseni soustav linearnich rovnic

— Konec prednasky dne 15.11. —

Véta 32

Necht U a V jsou vektorove prostory nadK, L: U — V
necht je linearni zobrazeni. Potom plati:

(i) MnoZina Ker(L) je vektorovym podprostorem U.
(i) MnoZina Im(L) je vektorovym podprostorem V.
(iii) Plati dim Ker(L) + dimIm(L) = dim U.

Matematika Ill IX. Linearni algebra



IX.2. Linearni zobrazeni a reseni soustav linearnich rovnic

Necht U, V jsou vektorové prostory, L: U — V je linearni
zobrazeni a b € V. Uvazujme rovnici

L(x) = b. (2
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IX.2. Linearni zobrazeni a reseni soustav linearnich rovnic

Necht U, V jsou vektorové prostory, L: U — V je linearni
zobrazeni a b € V. Uvazujme rovnici

L(x) = b. 2)

Véta 33

Necht x, € U je reSenim rovnice (2). Potom mnoZina
{Xo+w: weKer(l)}

je mnoZinou vsech feseni rovnice (2).
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IX.2. Linearni zobrazeni a reseni soustav linearnich rovnic

Necht A € M(m x n), b € R™. Uvazujme soustavu m
rovnic o n neznamych

Ax = b. (3)
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IX.2. Linearni zobrazeni a reseni soustav linearnich rovnic

Necht A € M(m x n), b € R™. Uvazujme soustavu m
rovnic o n neznamych

Ax = b. (3)

Dusledek 34
Ma-li soustava (3) feseni xo € R", pak mnoZina vSech
rfeseni ma tvar

{Xo+ w: Aw = o}.
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IX.3. Kvadratické formy

|X.3. Kvadratické formy
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IX.3. Kvadratické formy

|X.3. Kvadratické formy

Definice
Necht A € M(n x n). Plati-li A= A", pak fikame, Ze
matice A je symetricka.
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IX.3. Kvadratické formy

|X.3. Kvadratické formy

Definice

Necht A € M(n x n). Plati-li A= A", pak fikame, Ze
matice A je symetricka.

Necht A € M(n x n) je symetrickd matice. Pak funkci
¢: R" — R definované predpisem ¢(u) = u’ Au fikame
kvadraticka forma. Rikame, Ze tato forma je
reprezentovana matici A nebo ze matice A je
reprezentujici matici formy .
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IX.3. Kvadratické formy

|X.3. Kvadratické formy

Definice

Necht A € M(n x n). Plati-li A= A", pak fikame, Ze
matice A je symetricka.

Necht A € M(n x n) je symetrickd matice. Pak funkci
¢: R" — R definované predpisem ¢(u) = u’ Au fikame
kvadraticka forma. Rikame, Ze tato forma je
reprezentovana matici A nebo ze matice A je
reprezentujici matici formy .

Poznamka

Je-li p: R” — R kvadraticka forma, pak pro kazdé u € R”
a ¢ € R plati p(cu) = c?¢(u). To plyne z definice
maticového nasobeni.
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IX.3. Kvadratické formy

Definice )
Necht ¢: R” — R je kvadraticka forma. Rekneme, Ze ¢ je

@ pozitivné definitni (PD), jestlize
YueR" u+#o:p(u) >0,
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IX.3. Kvadratické formy

Definice )
Necht ¢: R” — R je kvadraticka forma. Rekneme, Ze ¢ je

@ pozitivné definitni (PD), jestlize
YueR" u+#o:p(u) >0,

@ negativné definitni (ND), jestlize
YueR" u+#o: pUu) <0,
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IX.3. Kvadratické formy

Definice )
Necht ¢: R” — R je kvadraticka forma. Rekneme, Ze ¢ je

@ pozitivné definitni (PD), jestlize
YueR" u+#o:p(u) >0,

@ negativné definitni (ND), jestlize
YueR" u+#o: pUu) <0,

@ pozitivné semidefinitni (PSD), jestlize
Yu e R": o(u) >0,
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IX.3. Kvadratické formy

Definice )
Necht ¢: R” — R je kvadraticka forma. Rekneme, Ze ¢ je

@ pozitivné definitni (PD), jestlize
YueR" u+#o:p(u) >0,

@ negativné definitni (ND), jestlize
YueR" u+#o: pUu) <0,

@ pozitivné semidefinitni (PSD), jestlize
Yu e R": o(u) >0,

@ negativne semidefinitni (NSD), jestlize
Yu e R": ¢o(u) <0,
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IX.3. Kvadratické formy

Definice )
Necht ¢: R” — R je kvadraticka forma. Rekneme, Ze ¢ je

@ pozitivné definitni (PD), jestlize
YueR" u+#o:p(u) >0,
@ negativné definitni (ND), jestlize
YueR" u+#o: pUu) <0,
@ pozitivné semidefinitni (PSD), jestlize
Yu e R": o(u) >0,
@ negativne semidefinitni (NSD), jestlize
Yu e R": ¢o(u) <0,
@ indefinitni (ID), neplati-li nic z pfedchoziho, tj.
Ju,v e R": p(u) >0Ap(v) <0.
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IX.3. Kvadratické formy




IX.3. Kvadratické formy




IX.3. Kvadratické formy




IX.3. Kvadratické formy

Definice
Rekneme, Ze matice A = (a;) € M(n x n) je diagonalni,
jestlize ay =0 prokazdéi,je{1,...,n},i#].
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IX.3. Kvadratické formy

Definice
Rekneme, ze matice A = (a;) € M(n x n) je diagonalni,
jestlize ay =0 prokazdéi,je{1,...,n},i#].
Tvrzeni 35
Necht A = (a;) € M(n x n) je diagonalni. Pak plati:

@ Aje PD, pravé kdyZ a; > 0,i=1,...,n;
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IX.3. Kvadratické formy

Definice
Rekneme, Ze matice A = (a;) € M(n x n) je diagonalni,
jestlize ay =0 prokazdéi,je{1,...,n},i#].

Tvrzeni 35

Necht A = (a;) € M(n x n) je diagonalni. Pak plati:
@ Aje PD, pravé kdyZ a; > 0,i=1,...,n;
@ Aje ND, prave kdyZ a; < 0,i=1,...,n;

Matematika Ill IX. Linearni algebra



IX.3. Kvadratické formy

Definice
Rekneme, Ze matice A = (a;) € M(n x n) je diagonalni,
jestlize ay =0 prokazdéi,je{1,...,n},i#].
Tvrzeni 35
Necht A = (a;) € M(n x n) je diagonalni. Pak plati:

@ Aje PD, pravé kdyZ a; > 0,i=1,...,n;

@ Aje ND, prave kdyZ a; < 0,i=1,...,n;

@ A je PSD, pravé kdyZ a; > 0,i=1,...,n;
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IX.3. Kvadratické formy

Definice
Rekneme, Ze matice A = (a;) € M(n x n) je diagonalni,
jestlize ay =0 prokazdéi,je{1,...,n},i#].
Tvrzeni 35
Necht A = (a;) € M(n x n) je diagonalni. Pak plati:

@ Aje PD, pravé kdyZ a; > 0,i=1,...,n;

@ Aje ND, prave kdyZ a; < 0,i=1,...,n;

@ A je PSD, pravé kdyZ a; > 0,i=1,...,n;

@ Aje NSD, pravée kdyza; <0,i=1,...,n;
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IX.3. Kvadratické formy

Definice
Rekneme, Ze matice A = (a;) € M(n x n) je diagonalni,
jestlize ay =0 prokazdéi,je{1,...,n},i#].
Tvrzeni 35
Necht A = (a;) € M(n x n) je diagonalni. Pak plati:

@ Aje PD, pravé kdyZ a; > 0,i=1,...,n;

@ Aje ND, prave kdyZ a; < 0,i=1,...,n;

@ A je PSD, pravé kdyZ a; > 0,i=1,...,n;

@ Aje NSD, pravée kdyza; <0,i=1,...,n;

@ A je ID, prave kdyz existuji takova i,j € {1,...,n}, Ze

a,-,->0aa,-j<0.
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IX.3. Kvadratické formy

Definice

Symetrickou elementarni Upravou matice A € M(n x n)
budeme rozumeét Upravu, kdy provedeme jistou
elementarni fadkovou Upravu matice A a vzniklou matici
upravime odpovidajici sloupcovou Upravou.
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IX.3. Kvadratické formy

Definice

Symetrickou elementarni Upravou matice A € M(n x n)
budeme rozumeét Upravu, kdy provedeme jistou
elementarni fadkovou Upravu matice A a vzniklou matici
upravime odpovidajici sloupcovou Upravou.

Symetrickou transformaci matice A budeme rozumét
koneCnou posloupnost symetrickych elementarnich Uprav.
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IX.3. Kvadratické formy

Lemma 36

Necht' T je transformace aplikovatelna na matice
0 m radcich. Potom existuje regularni matice

B € M(m x m) takova, Ze pro kaZdou matici

A € M(m x n) plati T (A) = BA.
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IX.3. Kvadratické formy

Lemma 36

Necht' T je transformace aplikovatelna na matice

0 m radcich. Potom existuje regularni matice

B € M(m x m) takova, Ze pro kaZdou matici

A € M(m x n) plati T (A) = BA.

Obracené, je-li B € M(m x m) regularni matice, pak
existuje transformace T aplikovatelna na matice

0 m fadcich takova, Ze pro kaZdou matici A € M(m x n)
plati BA = T (A).
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IX.3. Kvadratické formy

Lemma 36

Necht' T je transformace aplikovatelna na matice

0 m radcich. Potom existuje regularni matice

B € M(m x m) takova, Ze pro kaZdou matici

A € M(m x n) plati T (A) = BA.

Obracené, je-li B € M(m x m) regularni matice, pak
existuje transformace T aplikovatelna na matice

0 m fadcich takova, Ze pro kaZdou matici A € M(m x n)
plati BA = T (A).

Véta 37

Necht' T je symetricka transformace aplikovatelna
Ctvercové matice radu n. Potom existuje regularni matice
B € M(n x n) takova, Ze pro kaZdou matici A € M(n x n)
plati T(A) = BAB'.
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IX.3. Kvadratické formy

Lemma 38

(i) Je-li A € M(n x n) symetricka matice a
C € M(n x n), pak CAC’ je opét symetrickd matice.
(i) Symetricka transformace zachovava symetrii matice.

— Konec prednasky dne 22.11. —
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IX.3. Kvadratické formy

Lemma 39

Necht A € M(n x n) je symetrickd matice a @ € M(n x n)
je regularni matice. Je-li A pozitivné definitni (resp.
negativné definitni, pozitivné semidefinitni, negativne
semidefinitni, indefinitni), pak je matice QAQ" pozitivné
definitni (resp. negativne definitni, ... ).
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IX.3. Kvadratické formy

Lemma 39

Necht A € M(n x n) je symetrickd matice a @ € M(n x n)
je regularni matice. Je-li A pozitivné definitni (resp.
negativné definitni, pozitivné semidefinitni, negativne
semidefinitni, indefinitni), pak je matice QAQ" pozitivné
definitni (resp. negativne definitni, ... ).

Véta 40

Necht A € M(n x n) je symelricka matice a necht

B € M(n x n) vznikne z A pomoci symetrické
transformace. Matice A je pozitivné definitni (resp.
negativnée definitni, pozitivné semidefinitni, negativné
semidefinitni, indefinitni), pravé kdyz B je pozitivné
definitni (resp. negativne definitni, ... ).
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IX.3. Kvadratické formy

Véta 41
Necht' A € M(n x n) je symetricka matice. Pak ji Ize
symetrickou transformaci prevést na diagonalni matici.

Matematika Ill IX. Linearni algebra



IX.3. Kvadratické formy

Véta 41
Necht' A € M(n x n) je symetricka matice. Pak ji Ize
symetrickou transformaci prevést na diagonalni matici.

Poznamka
Ma-li symetrickd matice C = (¢;) € M(n x n) na diagonale
kladny prvek c; a zaporny prvek c;, pak je jiz indefinitni.
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IX.3. Kvadratické formy

Véta 42 (Sylvestrovo kritérium)
Necht A = (aj) € M(n x n) je symetricka matice. Pak A je
@ pozitivné definitni, prave kdyz

ay ... aik
>0 prokazdék =1,...,n,

a1 ... Ak
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IX.3. Kvadratické formy

Véta 42 (Sylvestrovo kritérium)
Necht A = (aj) € M(n x n) je symetricka matice. Pak A je
@ pozitivné definitni, prave kdyz

ay ... aik
>0 prokazdék =1,...,n,
ak1 ... Ak
@ negativné definitni, pravée kdyZz
ayr ... aik
(=) : | >0 prokazdék=1,...,n,

a1 ... Ak
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IX.3. Kvadratické formy

@ pozitivné semidefinitni, pravé kdyZz pro kazdou K-tici
prirozenych ¢isel 1 < iy <---<ik<n k=1,...,n,
plati

aiiy .- Aaii,
: ©12>0

)

iy .- Qi
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IX.3. Kvadratické formy

@ pozitivné semidefinitni, pravé kdyZz pro kazdou K-tici
prirozenych Cisel 1 < iy <--- <k <n k=1,...,n,
plati

aiiy .- Aaii,
: ©12>0

. . 7
iy .- Qi
@ negativné semidefinitni, pravé kdyz pro kazdou k-tici
prirozenych Cisel 1 < iy <---<ik<n k=1,...,n,
plati
aiiy ... Qi
(—1)k| - | >0.

Qiiy - iy
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

1X.4. Vlastni Cisla a vektory
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

1X.4. Vlastni Cisla a vektory

Definice )
Necht A € M(n x n). Rekneme, Ze X € C je vlastni Cislo

matice A, jestlize existuje nenulovy vektor x € C" takovy,
Zze Ax = \x. Vektor x pak nazyvame vlastnim vektorem
matice A prislusnym k vlastnimu Cislu \.
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

1X.4. Vlastni Cisla a vektory

Definice

Necht A € M(n x n). Rekneme, ze \ € C je vlastni &islo
matice A, jestlize existuje nenulovy vektor x € C" takovy,
Zze Ax = \x. Vektor x pak nazyvame vlastnim vektorem

matice A prislusnym k vlastnimu Cislu \.

Véta 43
Necht A € M(n x n).

(i) Prvek )\ € C je viastnim Cislem matice A, pravé kdyz
det(AM — A) = 0.
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

1X.4. Vlastni Cisla a vektory

Definice

Necht A € M(n x n). Rekneme, ze \ € C je vlastni &islo
matice A, jestlize existuje nenulovy vektor x € C" takovy,
Zze Ax = \x. Vektor x pak nazyvame vlastnim vektorem

matice A prislusnym k vlastnimu Cislu \.

Véta 43
Necht A € M(n x n).
(i) Prvek X\ € C je vlastnim Cislem matice A, pravé kdyz
det(AM — A) = 0.
(i) Funkce X\ — det(Al — A) je polynom n-tého stupné s
koeficientem u n-té mocniny rovnym jedné.
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

1X.4. Vlastni Cisla a vektory

Definice )
Necht A € M(n x n). Rekneme, Ze X € C je vlastni Cislo
matice A, jestlize existuje nenulovy vektor x € C" takovy,
Zze Ax = \x. Vektor x pak nazyvame vlastnim vektorem
matice A prislusnym k vlastnimu Cislu \.
Véta 43
Necht A € M(n x n).
(i) Prvek X\ € C je vlastnim Cislem matice A, pravé kdyz
det(AM — A) = 0.
(i) Funkce X\ — det(Al — A) je polynom n-tého stupné s
koeficientem u n-té mocniny rovnym jedné.
(iii) Matice A ma nejvyse n ruznych viastnich Cisel.
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Definice

Necht A € M(n x n). Polynom \ — det(\ — A) se nazyva
charakteristicky polynom matice A. Vzhledem Kk tvrzeni (i)
predchozi véty definujeme nasobnost vlastniho Cisla
matice jako nasobnost tohoto Cisla jakozto kofene
charakteristického polynomu.
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Definice

Necht A € M(n x n). Polynom \ — det(\ — A) se nazyva
charakteristicky polynom matice A. Vzhledem Kk tvrzeni (i)
predchozi véty definujeme nasobnost vlastniho Cisla
matice jako nasobnost tohoto Cisla jakozto kofene
charakteristického polynomu.

Véta 44
Necht A € M(n x n) je symetricka matice. Pak jsou
v8echna jeji vlastni Cisla realna.
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Definice
Rekneme, Ze matice Q € M(n x n) je ortogonalni, jestlize
plati Q'@ = QQ" = 1.
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Definice
Rekneme, Ze matice Q € M(n x n) je ortogonalni, jestlize
plati @"Q=QQ" = 1.

Véta 45 (spektralni rozklad matice)

Necht' A € M(n x n) je symetricka matice. Pak existuje
ortogonaini matice Q € M(n x n) takova, Ze

AM ... O
0 ... \
kde \1, ..., \n jsou viastni ¢isla matice A.
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Véta 46
Necht' A € M(n x n) je symetricka matice. Pak plati:

@ A je pozitivné definitni, prave kdyZz jsou vsechna jeji
viastni ¢isla kladna,
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Véta 46
Necht' A € M(n x n) je symetricka matice. Pak plati:

@ A je pozitivné definitni, prave kdyZz jsou vsechna jeji
vlastni ¢isla kladna,

@ A je negativné definitni, pravé kdyz jsou vsechna jeji
viastni Cisla zaporna,
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Véta 46
Necht' A € M(n x n) je symetricka matice. Pak plati:

@ A je pozitivné definitni, prave kdyZz jsou vsechna jeji
vlastni ¢isla kladna,

@ A je negativné definitni, pravé kdyZ jsou vsechna jeji
viastni Cisla zaporna,

@ A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyZ jsou vsechna
jeji viastni ¢isla nezaporna,
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Véta 46
Necht' A € M(n x n) je symetricka matice. Pak plati:
@ A je pozitivné definitni, prave kdyZz jsou vsechna jeji
vlastni ¢isla kladna,
@ A je negativné definitni, pravé kdyz jsou vsechna jeji
viastni Cisla zaporna,
@ A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyZ jsou vsechna
jeji viastni ¢isla nezaporna,
@ A je negativneé semidefinitni, pravé kdyZz jsou

Vs

vsechna jeji vlastni ¢isla nekladna,
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Véta 46
Necht' A € M(n x n) je symetricka matice. Pak plati:
@ A je pozitivné definitni, pravé kdyz jsou vsechna jeji
vlastni ¢isla kladna,
@ A je negativné definitni, pravé kdyz jsou vsechna jeji
viastni Cisla zaporna,
@ A je pozitivné semidefinitni, pravé kdyZ jsou vsechna
jeji vlastni cisla nezaporna,
@ A je negativneé semidefinitni, pravé kdyZz jsou
vsechna jeji vlastni ¢isla nekladna,
@ A je indefinitni, pravé kdyZz ma kladné viastni c¢islo i
zaporné vlastni cislo.
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Definice
Necht A = (a;) € M(n x n). Stopou matice A rozumime

Cislo .
tr(A) = a;.
i=1
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Definice
Necht A = (a;) € M(n x n). Stopou matice A rozumime

Cislo .
tr(A) = a;.
i=1

Véta 47
Necht A, B,C € M(n x n), a € R. Pak plati:

(i) tr(A+ B) =tr(A) +tr(B),
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Definice
Necht A = (a;) € M(n x n). Stopou matice A rozumime

Cislo .
tr(A) = a;.
i=1

Véta 47
Necht A, B,C € M(n x n), a € R. Pak plati:

(i) tr(A+ B) =tr(A) +tr(B),
(ii) tr(aA) = atr(A),
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Definice
Necht A = (a;) € M(n x n). Stopou matice A rozumime

Cislo .
tr(A) = a;.
i=1

Véta 47
Necht A, B,C € M(n x n), a € R. Pak plati:

(i) tr(A+ B) =tr(A) +tr(B),
(ii) tr(aA) = atr(A),
(iii) tr(AB) = tr(BA),
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Definice
Necht A = (a;) € M(n x n). Stopou matice A rozumime

Cislo
n
i=1

Véta 47
Necht’A B,C € M(n x n), a € R. Pak plati:

i) tr(A+ B) =1tr(A) +tr(B),
(||) tr(aA) = atr(A),
(i) tr(AB) = tr(BA),
(iv) tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA).
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Dulezitym prikladem linearnich zobrazeni jsou projekce,
coz jsou linearni zobrazeni P: V — V vektorového
prostoru V do sebe, pro ktera plati Po P = P.
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Dulezitym prikladem linearnich zobrazeni jsou projekce,
coz jsou linearni zobrazeni P: V — V vektorového
prostoru V do sebe, pro ktera plati P o P = P. Projekce je
zobrazeni na podprostor Im(P) a pro kazdy vektor

x € Im(P) plati P(x) = x.
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Dulezitym prikladem linearnich zobrazeni jsou projekce,
coz jsou linearni zobrazeni P: V — V vektorového
prostoru V do sebe, pro ktera plati P o P = P. Projekce je
zobrazeni na podprostor Im(P) a pro kazdy vektor

x € Im(P) plati P(x) = x.

Reprezentujici matice projekci na R” splnuji vztah

A? = A. Takovym maticim Fikame idempotentni.
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Tvrzeni 48
Symetricka idempotentni matice je pozitivné semidefinitni.
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Tvrzeni 48

Symetricka idempotentni matice je pozitivné semidefinitni.
Tvrzeni 49

Vlastni Cisla idempotentni matice jsou rovna 0 nebo 1.
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Veta 50

Necht A € M(n x n) je idempotentni. Pak existuje
regularni matice Q € M(n x n) takovd, e QAQ™' = D,
kde matice D je diagonalini a na diagonale ma jen prvky
0afl.
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Veta 50

Necht A € M(n x n) je idempotentni. Pak existuje
regularni matice Q € M(n x n) takovd, e QAQ™' = D,
kde matice D je diagonalini a na diagonale ma jen prvky
0afl.

Véta 51
Necht' A € M(n x n) je idempotentni. Pak h(A) = tr(A).
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

Veta 50

Necht A € M(n x n) je idempotentni. Pak existuje
regularni matice Q € M(n x n) takovd, e QAQ™' = D,
kde matice D je diagonalini a na diagonale ma jen prvky
0afl.

Véta 51
Necht' A € M(n x n) je idempotentni. Pak h(A) = tr(A).

Dusledek 52
Necht A € M(n x n) je idempotentni. Pak
h(l — A) = n— h(A).
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IX.5. Skalarni soucin

IX.5. Skalarni soucin
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IX.5. Skalarni soucin

IX.5. Skalarni soucin

Definice
Skalarnim soucinem vektord x, y € R"” rozumime Cislo

n
<X y>=) Xy
i=1
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IX.5. Skalarni soucin

IX.5. Skalarni soucin

Definice
Skalarnim soucinem vektord x, y € R"” rozumime Cislo

n
<X y>=) Xy
i=1

Definice
Rekneme, Ze vektory x, y € R” jsou na sebe kolmé,

jestlize <x,y> = 0.
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IX.5. Skalarni soucin

Véta 53 (vlastnosti skalarniho soucinu)
Plati:
() VX, ¥y,Zze R": <X+ y,Z2>=<X,Z>+<y,Z>,
(i) Va e RVX,y € R": <aX,y> = a<X,y>,
(i) VX, y e R": <x,y> = <y, x>,
(iv) zobrazeni x — <x,x> zR" do R je pozitivné
definitni kvadraticka forma.
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IX.5. Skalarni soucin

Definice
Normou vektoru x € R” rozumime ¢islo
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IX.5. Skalarni soucin

Definice
Normou vektoru x € R” rozumime ¢islo

Véta 54 (vlastnosti normy)
Necht x,y € R", o € R. Pak plati
(i) [[x]l =0,
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IX.5. Skalarni soucin

Definice
Normou vektoru x € R” rozumime ¢islo

Véta 54 (vlastnosti normy)
Necht x,y € R", o € R. Pak plati
(i) llx][ =0,
(i) ||x|| = 0O, pravé kdyZ x = o,
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IX.5. Skalarni soucin

Definice
Normou vektoru x € R” rozumime ¢islo

Véta 54 (vlastnosti normy)
Necht x,y € R", o € R. Pak plati
(i) llx]} =0,
(ii) ||x|| = 0O, pravé kdyz x = o,
(i) flex][ = fer] - 1]l
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IX.5. Skalarni soucin

Definice
Normou vektoru x € R” rozumime ¢islo

Véta 54 (vlastnosti normy)
Necht’ x,y € R", o € R. Pak plati
) x|l =0,
(||) |x|| = 0, pravé kdyZ x = o,
(i) flex][ = fer] - 1]l
(iv) |Ix + yll < |Ix|| + |ly]| (trojuhelnikova nerovnost),
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IX.5. Skalarni soucin

Definice
Normou vektoru x € R” rozumime ¢islo

Véta 54 (vlastnosti normy)
Necht’ x,y € R", o € R. Pak plati
) lix|][ =0,
(||) |x|| = 0, pravé kdyZ x = o,
(i) [lox]| = |a] - |x].
(iv) |Ix + yll < |Ix|| + |ly]| (trojuhelnikova nerovnost),
(v) |<x,y>| <||x]| - |ly|l (Cauchyova nerovnost).
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IX.5. Skalarni soucin

Véta 55 (Pythagorova véta)

Vektory x,y € R" jsou na sebe kolmé, pravé kdyz
2 2 2
1+ yII = lIx][” + [yl
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X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné

X.1. Taylorav polynom funkce jedné reélné
promenne
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X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné
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X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné
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X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné
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X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné
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X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné
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X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné

Definice
Necht f je funkce, a € R a funkce f ma v bodé a vlastni

n-tou derivaci. Pak polynom

Tha(x) = f(a) + f(a)(x — a) + %f”(a)(x —a)’+
4+t %f(”)(a)(x —a)"

nazyvame Taylorovym polynomem funkce f v bodé a
radu n.
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X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné

Definice
Necht f je funkce, a € R a funkce f ma v bodé a vlastni

n-tou derivaci. Pak polynom
Ti0x) = f(a) + F(@)(x — &) + 5 '(@)x — af+
1
ce __f(n _A\n
+- 4 n!f (a)(x — a)

nazyvame Taylorovym polynomem funkce f v bodé a

radu n.

Poznamka

Oznagime-li T = T}, pak plati T(¥)(a) = f*)(a) pro
k=0,1,...,n.

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné

Lemma 56
Necht n € N, Q je polynom, stQ < n alim,_,, (f(’;;n =0.
Pak Q je nulovy polynom.

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné

Véta 57 (Peanuv tvar zbytku)

Necht n € N, a € R a funkce f ma v bodé a vlastni n-tou
derivaci. Potom

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné

Véta 57 (Peanuv tvar zbytku)

Necht n € N, a € R a funkce f ma v bodé a vlastni n-tou
derivaci. Potom

lim f(X) - TI’?a(X)

x—a (X — a)” =0.

Véta 58 (o jednoznacnosti)

Necht n € N, a € R, funkce f ma v bodé a vlastni n-tou
derivaci a P je polynom stupné nejvyse n splnujici

= a)y

f,a
Potom P = T,°.



X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné

Definice
Necht f a g jsou funkce, a € R*. Rekneme, Ze funkce f je
v bodé amalé o od g (pieme f(x) = o(g(x)), x — a),
jestlize plati

im @ =0.
X—a g(X)

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné

Véta 59 (aritmetika malého o)
Necht a € R*.

(i) Jestlize fi(x) = o(g(x)), x — aaf(x) = o(g(x)), x — a, potom
fi(x) + fo(x ) o(g(x)), x — a.

Matematika Il X. Taylor(iv polynom



X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné

Véta 59 (aritmetika malého o)
Necht a € R*.

Matematika Il X. Taylor(iv polynom



X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné

Véta 59 (aritmetika malého o)
Necht a € R*.

(i) Jestlize fi(x) = o(g(x)), x — aaf(x) = o(g(x)), x — a, potom
fi(x) + B(x) = o(g(x)), x — a.

(i) Jestlize fi(x) = 0(g1(x)), X = aa h(x) = 0(g2(x)), X — a,
potom fi(x)f(x) = 0(g1(x)g2(x)), X — a.

(i) Jestlize f;(x) = 0(91(x)), x — a a f> je nenulova na jistém
prstencovém okoli bodu a, potom f;(x)fz(x) = 0(g1(x)f(x)),
X — a.

Matematika Il X. Taylor(iv polynom



X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné

Véta 59 (aritmetika malého o)
Necht a € R*.

(i) Jestlize fi(x) = o(g(x)), x — aaf(x) = o(g(x)), x — a, potom
fi(x) + B(x) = o(g(x)), x — a.

(i) Jestlize fi(x) = 0(g1(x)), X = aa h(x) = 0(g2(x)), X — a,
potom f(x)(x) = 0(gs(X)ga(x)). x = a.

(i) Jestlize f;(x) = 0(91(x)), x — a a f> je nenulova na jistém
prstencovém okoli bodu a, potom f;(x)fz(x) = 0(g1(x)f(x)),
X — a.

(iv) Jestlize f(x) = o(g1(x)), x — a a existuje viastni limy_, g;g;

potom f(x) = 0(g=(x)), x — a.

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné

Véta 59 (aritmetika malého o)
Necht a € R*.

(i) Jestlize fi(x) = o(g(x)), x — aaf(x) = o(g(x)), x — a, potom
X

fi(x) + f(x) = o(g(
(i) Jestlize fi(x) = 0(g1(x)), X = aa h(x) = 0(g2(x)), X — a,
potom f;(x)f(x) = 0(g1(x)g2(x)), X — a.
(i) Jestlize f;(x) = 0(91(x)), x — a a f> je nenulova na jistém
prstencovém okoli bodu a, potom f;(x)fz(x) = 0(g1(x)f(x)),
X — a.

(iv) Jestlize f(x) = o(g1(x)), x — a a existuje viastni limy_, Z;gg
potom f(x) = 0(g=(x)), x — a.

(v) Jestlize f(x) = o(g(x)), x — a a h je omezena na jistém
prstencovem oko// bodu a, potom h(x)f(x) = o(g(x)), x — a.

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné

Véta 59 (aritmetika malého o)
Necht a € R*.

), x = aah(x)=o(g(x)), x — a, potom

(i) Jestlize fi(x) = 0(g1(x)), X = aa h(x) = 0(g2(x)), X — a,
potom f;(x)f(x) = 0(g1(x)g2(x)), X — a.

(i) Jestlize f;(x) = 0(91(x)), x — a a f> je nenulova na jistém
prstencovém okoli bodu a, potom f;(x)fz(x) = 0(g1(x)f(x)),
X — a.

(iv) Jestlize f(x) = o(g1(x)), x — a a existuje viastni limy_, g;g;
potom f(x) = 0(g=(x)), x — a.

(v) Jestlize f(x) = o(g(x)), x — a a h je omezena na jistém
prstencovém okoli bodu a, potom h(x)f(x) = o(g(x)), x — a.

(vi) Jestlizem,ne NU{0}, m< n,af(x)=o((x—a)"),x— a,
potom f(x) = o((x — a)™), x — a.

Matematika Il X. Taylor(iv polynom



X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné

Véta 60
Necht a,b € R*, f(y) = 0(g(y)), ¥y — b, lim,a0(x) = b
a existuje 6 € R, 6 > 0, takové, Ze

Vx € P(a,d): ¢(x) # b.

Potom f(¢(x)) = o(9(¢(x)), x — a.

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné

Véta 61 (Lagrangeuv tvar zbytku)
Necht' n € N, a dale necht | je otevieny interval,
fe C"(l)aac I. Potom pro kaZzdé x < | existuje Cislo

¢ € (a, x) splriujici
1

f(x) = Tr3(x) + n+ 1)l

f(n+1)(f)(X . a)n—H )

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.1. Taylortv polynom funkce jedné realné proménné

Definice
Necht f je funkce, a € R a funkce f ma v bodé a derivace

vSech fadud. Potom fadu
=1
> M@ -a)"
n=0 '

nazyvame Taylorovou fadou funkce f o stredu a. Ve
specialnim pfipadé a = 0 mluvime o MacLaurinoveé radé.

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.2. Taylorovy polynomy a fady elementarnich funkci

X.2. Taylorovy polynomy a rady
elementarnich funkci

Tvrzeni 62
Pro kazdé k € N plati:

@ TP =14+ x+Lx2+ -+ Lxk

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.2. Taylorovy polynomy a fady elementarnich funkci

X.2. Taylorovy polynomy a rady
elementarnich funkci

Tvrzeni 62
Pro kazdé k € N plati:
.

0

@ TP =14+ x+ x4+ 1xK
sin0 _ 9-sin0

@ Ty =Ty =

X =g X+ g x® o (1) gy,

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.2. Taylorovy polynomy a fady elementarnich funkci

X.2. Taylorovy polynomy a rady
elementarnich funkci

Tvrzeni 62
Pro kazdé k € N plati:
Y TEXp,OI‘I—i-X—F%XZ‘i‘“"i‘l.Xk,
in0 _ sin0
° TZS,'(”711 ¥ T;Lr: 5 k—1_ 1 2k—1
X—§X3+§X5++(—1) - mx o,

cos,0 _ gcos,0 1,2 1,4 X _4\k_1 2k
O Ty = Toyy =1 =X+ 0" -+ (1) gx™

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.2. Taylorovy polynomy a fady elementarnich funkci

X.2. Taylorovy polynomy a rady
elementarnich funkci

Tvrzeni 62
Pro kazdé k € N plati:
@ TP =14+ x+Lx2+ -+ Lxk
° TZSII(n;(i - Tzs;(r:o s k—1 1 2k—1
X—§X3+§X5++(—1) - mx o,
O T = Tt =1 - 30+ ot + -+ (= 1) X,

° Tll(og(1+x),0 — X — %XZ + %XS + -4 (—1)k—1 %Xkl

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.2. Taylorovy polynomy a fady elementarnich funkci

X.2. Taylorovy polynomy a rady
elementarnich funkci

Tvrzeni 62
Pro kazdé k € N plati:
Y Tlfxp70:1+X+%X2+"'+%Xk7
° TZSII(n;(a ¥ Tzs;(r:o 5 k—1 1 2k—1
X=X+ X0+ + (1) e
O Tl =Tosi =1 — 30+ 4ix* o (1) g x™
® TII(09(1+X),0 — x_ %Xz + %Xa 4t (_1)k—1%xk’
(1+x)*0 _ /«a «a a\ vk
o T, =(5) + ()x+ -+ (})x", kde a € R,

(6) =1, () = ==,

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.2. Taylorovy polynomy a fady elementarnich funkci

Véta 63
Pro kazdé x € R jsou funkce exp, sin a cos souctem své
Taylorovy rady o stredu 0. Plati tedy:

(e}

Vx € R: expx:zllx”,
< nl
Vx € R: sinx:iﬂxz’”,
“~(2n—1)!
0 —1)n
Vx € R: cOsSx = (2 )I x2"
n=0 ( n)

Matematika Il X. Taylor(iv polynom



X.2. Taylorovy polynomy a fady elementarnich funkci

Véta 64
Plati
- (_1)n71 n
Vx € (=1,1): log(1+x) =Y X"
n=1
vxe(-1,1): (1+x)* =) (i)x”.
n=0

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.3. Taylortv polynom 2. fadu funkce vice proménnych

X.3. Taylorav polynom 2. fadu funkce vice
promennych

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.3. Taylortv polynom 2. fadu funkce vice proménny

Matematika Ill
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du funkce vice promenny
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X.3. Taylortv polynom 2. fadu funkce vice promeénnych

Matematika Ill (



X.3. Taylortv polynom 2. fadu funkce vice proménny

Matematika Ill



X.3. Taylortv polynom 2. fadu funkce vice proménnych

Definice
Necht G C R” je oteviend mnozina, ac Ga f € C?(G).

Definujme funkci T)?: R” — R ptedpisem

n
82f
Ty%(x) = f(a) +Za 8x,8xj a)(xi—a;)(x—a).

Tuto funkci nazyvame Taylorovym polynomem druhého
radu funkce f v bodé a.

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.3. Taylortv polynom 2. fadu funkce vice proménnych

Ozna¢me symbolem V2f(a) matici druhych parciélnich
derivaci funkce f v bodé a (tzv. Hessovu matici), tj.

o2 f
V?f(a) = ( a ) :
@) 8X,-8Xj( ) ij=1.n

Pak midzeme psat

Ta(x) = f(a) + Vi(a)(x — a) + %(x _ a)"V3f(a)(x — ).

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



X.3. Taylortv polynom 2. fadu funkce vice proménnych

Véta 65

Necht ac R", A >0 af e C?(B(a,A)). Potom existuje
funkce w: B(a,A) — R takova, Ze

vx € B(a,A): f(x) = T}2(x) + w(x) - |x — a|?
a plati

)I(linaw(x) =0.

Matematika IlI X. Taylor(iv polynom



XI.1. Podminky druhého fadu

XI.1. Podminky druhého radu

Matematika IlI XI. Extrémy funkci vice proménnych



XI.1. Podminky druhého fadu

XI.1. Podminky druhého radu

Definice
Necht f je funkce n proménnych. Je-li bod a € R”

stacionarnim bodem funkce f a f nenabyva v a extrému,
tj.

V6 >03x,y € B(a,)): f(x) > f(a) af(y) < f(a),

pak bod a nazyvame sedlovym bodem funkce f.

Matematika IlI XI. Extrémy funkci vice proménnych



XI.1. Podminky druhého fadu

Véta 66 (nutné podminky druhého radu)
Necht G C R" je neprazdna oteviena mnoZina, f € C?(G)
aa < G. Potom plati:

(i) Je-li a bodem lokalniho maxima funkce f, je matice
V2f(a) negativné semidefinitni.

Matematika Il XI. Extrémy funkci vice proménnych



XI.1. Podminky druhého fadu

Véta 66 (nutné podminky druhého fadu)
Necht G C R" je neprazdna oteviena mnoZina, f € C?(G)
aa < G. Potom plati:
(i) Je-li a bodem lokalniho maxima funkce f, je matice
V2f(a) negativné semidefinitni.
(i) Je-li a bodem lokalniho minima funkce f, je matice
VZ2f(a) pozitivné semidefinitni.

Matematika IlI XI. Extrémy funkci vice proménnych



XI.1. Podminky druhého fadu

Véta 67 (postacujici podminky druhého fadu)
Necht G C R" je neprazdna oteviena mnozina, f € C?(G)

a necht’ a € G je stacionarnim bodem funkce f. Potom
plati:

(i) Je-liv2f(a) negativné definitni, nabyva f v bodé a
ostrého lokalniho maxima.

Matematika IlI XI. Extrémy funkci vice proménnych



XI.1. Podminky druhého fadu

Véta 67 (postacujici podminky druhého fadu)
Necht G C R" je neprazdna oteviena mnozina, f € C?(G)
a necht’ a € G je stacionarnim bodem funkce f. Potom
plati:
(i) Je-liv2f(a) negativné definitni, nabyva f v bodé a
ostrého lokalniho maxima.
(i) Je-li V2f(a) pozitivné definitni, nabyva f v bodé a
ostreho lokalniho minima.

Matematika IlI XI. Extrémy funkci vice proménnych



XI.1. Podminky druhého fadu

Véta 67 (postacujici podminky druhého fadu)
Necht G C R" je neprazdna oteviena mnozina, f € C?(G)
a necht’ a € G je stacionarnim bodem funkce f. Potom
plati:
(i) Je-liv2f(a) negativné definitni, nabyva f v bodé a
ostrého lokalniho maxima.
(i) Je-li V2f(a) pozitivné definitni, nabyva f v bodé a
ostreho lokalniho minima.
(iii) Je-li V2f(a) indefinitni, nenabyva f v bodé a ani
lokalniho maxima, ani lokalniho minima, tj. a je
sedlovy bod funkce f.

Matematika IlI XI. Extrémy funkci vice proménnych



XI.1. Podminky druhého fadu

Lemma 68

Kvadraticka forma p: R" — R je pozitivné definitni (resp.
negativnée definitni), prave kdyz existuje o € R, o > 0,
takové, Ze pro vsechna u € R" plati

p(u) > alull®  (resp. p(u) < —a|ul).

Matematika IlI XI. Extrémy funkci vice proménnych



X1.2. Extrémy konkavnich funkci

XI.2. Extrémy konkavnich funkci

Matematika IlI XI. Extrémy funkci vice proménnych



X1.2. Extrémy konkavnich funkci

XI.2. Extrémy konkavnich funkci

Véta 69

Necht G C R" je neprazdna oteviena konvexni mnozZina a
f € C3(G). Funkce f je na mnoziné G konkavni, pravé
kdyZ pro kaZzdé x € G je matice V2f(x) negativné
semidefinitni.

Matematika IlI XI. Extrémy funkci vice proménnych



X1.2. Extrémy konkavnich funkci

Véta 70
Necht G je oteviena konvexni podmnoZina R", f € C?(G)
a a < G. Necht plati

(i) Vx € G: V2f(x) je negativné semidefinitni,

(i) Vf(a) = o.
Potom funkce f nabyva v bodé a svého maxima na
mnoZziné G.

Matematika IlI XI. Extrémy funkci vice proménnych
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