VIII. Primitivni funkce a Riemannuyv integral

VIII.2. Primitivni funkce

Definice. Necht' funkce f je definovdna na neprazdném otevieném intervalu I. Rekneme, Ze funkce F': I — R je primitivni
Sfunkce k f na I, jestlize pro kazdé = € I existuje F'(x) aplati F'(z) = f(x).

Véta 1. Necht' F a G jsou primitivni funkce k funkci f na otevieném intervalu I. Pak existuje ¢ € R tak, Ze F(x) = G(x) + ¢
pro kaidé x € I.

Pozndmka. MnoZinu vSech primitivnich funkci k funkci f znac¢ime symbolem

/f(x) dx.

Skutecnost, Ze F' je primitivni funkei k f na I zapisujeme

/f(x)dxéF(x), z el

Véta. Necht' f je spojitd funkce na intervalu (a,b) a necht’ ¢ € (a,b). Oznacime-li F(x) = /f(t) dt pro x € (a,b), pak

F'(x) = f(x) pro kaZdé x € (a,b), neboli funkce F je primitivni k f na (a,b).
Dusledek 2. Necht’ f je spojitd funkce na neprdzdném otevieném intervalu I. Pak f md na I primitivai funkci.

Véta 3 (Newtondv-Leibniztiv vzorec). Necht' f je spojitd na omezeném uzavieném intervalu {(a,b), a < b, a necht’ F je
primitivni funkce k f na (a,b). Pak existuji viastni limity lim,_, o F(x), lim,_,— F(2) a plati

z—b— r—a+

b
/f(x)dxz lim F(z)— lim F(x).

Véta 4. Necht’ funkce f md na otevieném intervalu I primitivni funkci F, funkce g md na I primitivni funkci G a o, € R.
Potom funkce oF + BG je primitivni funkci k af + Bg na 1.

Primitivni funkce k nékterym diileZitym funkcim
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. / —— do = — cotg x na kazdém z intervalii (k7, w + k7), k € Z,
s~ xr

1 ,
. /mdx = arctg x na R,

dx £ arcsinz na (—1,1),
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Véta 5 (o substituci).

(i) Necht' F je primitivni funkce k f na (a,b). Necht’ je ¢ funkce definovand na («, ) s hodnotami v intervalu (a,b), kterd md
v kazdém bodé intervalu (o, 3) viastni derivaci. Pak

/ Fp(@) ¢ (2) dz £ F(p(x))  na (o, B)

(ii) Necht' funkce ¢ md v kaZdém bodé intervalu (o, B) viasmi derivaci, kterd je bud’ viude kladnd, nebo vSude zdpornd, a
¢((e, B)) = (a,b). Necht’ funkce f je definovand na intervalu (a,b) a plati

/ Flp®)¢' () dt £ G(t) na(a, B)

Pak
/f(x) dr = G(go_l(:v)) na (a,b).

Véta 6 (integrace per partes). Necht’ I je neprdzdny otevieny interval, funkce f a g jsou spojité na I, F je primitivni funkce k f
na I a G je primitivni funkce ke g na 1. Pak plati

/f(z)G(x) dz = F(2)G(z) — /F(az)g(x) dz nal
— Konec prednasky dne 4.10. —

1
- dz, n € N. Pak

Priklad. OznaCme In = /m

T n 2n
2n(1 + z2)" 2
I, = arctgz,z € R.

-1
Ity = I,,teR, neN,
n

Definice. Raciondlni funkci budeme rozumét podil dvou polynomd, kde polynom ve jmenovateli neni nulovy.

Véta (,,zakladni véta algebry“). Necht’'n € N, ay, ..., a, € C, a,, # 0. Pak rovnice
Az an_12" P+ tajz4+ap=0
md alespori jedno reSeni z € C.

Lemma 7 (o déleni polynomt). Necht’ P a Q jsou dva polynomy (s komplexnimi koeficienty), p¥icem? polynom Q) neni nulovy.
Pak existuji jednoznacné urcené polynomy R a Z splitujici:

o stZ <stQ,
o P(x) = R(z)Q(x) + Z(x) pro vSechna x € C.
Pokud maji P a Q) redlné koeficienty, maji i R a Z redlné koeficienty.

Dusledek. Je-li P polynom a A € C jeho korFen (tj. P(A\) = 0), pak existuje polynom R spliiujici P(x) = (x — A\)R(x) pro
vs§echna x € C.

Véta 8 (rozklad na kofenové Cinitele). Necht’ P(x) = anz™ + -+ + a1x + ag je polynom stupné n € N. Pak existuji isla
T1,...,2T, € C takovd, Ze
P)=an(x —x21) - (x —z,), ze€C.

Definice. Necht' P je nenulovy polynom, A € C a k € N. Rekneme, Ze \ je koFen ndsobnosti k polynomu P, jestlize existuje
polynom R splitujici R(\) # 0 a P(x) = (z — A\)*R(x) pro vSechna x € C.

— Konec prednasky dne 11.10. —

Véta 9 (o kotfenech polynomu s redlnymi koeficienty). Necht’ P je polynom s redlnymi koeficienty a \ € C je kofen polynomu

P ndsobnosti k € N. Pak i komplexné sdruZené &islo \ je koven polynomu P ndsobnosti k.



Véta 10 (rozklad polynomu s redlnymi koeficienty). Necht’ P(x) = anz™ + -+ + a1z + ag je polynom stupné n s redlnymi
koeficienty. Pak existuji redlnd &isla x1, ..., Tk, a1,...,qq B1, ..., 0 a pfirozend isla p1, . .., pg, q1,- - -, q takovd, Ze

o P(z) =an(x —z1)Pr - (x — zp)P* (2? + cnw + B1)? -+ (2% + ayz + Bi) 7,
o Zddné dva z polynomii © — x1, % — To, ..., T — T, T2 + o + B, ..., 2% + ayx + By nemaji spolecny koien,
o polynomy x2 + arx + B, ..., 2% + qyx + B nemaji Zddny rediny koven.
Véta 11 (rozklad na parcidlni zlomky). Necht’ P, Q) jsou polynomy s redlnymi koeficienty takové, Ze st P < st QQ a necht’
Q) = an(x — 21)P - (x — )P (2® + gz + B1) - - - (2 + gz + B

je rozklad polynomu Q z Véty 10. Pak existuji jednoznacné urcend redlnd ¢isla A1, . . ., Az}m Y L ,AI’fk, B, Ct .. ,B;l ,C!
..., BLCL L ,Bél,C(lH takovd, Ze plati

k
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Pozndmka. OznaCme

a

(F]p = 4 et F(2) ~limg s F(e) - proa<b,
limgpq F(2) — limg o F(z) prob < a.

Pak 1ze Newtontv-Leibniziv vzorec zapsat jako

atoiprod < a.

Véta 12 (integrace per partes). Necht’ funkce f, g, [’ a ¢’ jsou spojité na intervalu {a,b).Pak plati

]fg[mEjMC

Véta 13 (substituce). Necht’ funkce f je spojitd na intervalu {a,b). Necht’ ddle funkce p md na intervalu {«, B) spojitou derivaci
a zobrazuje jej do intervalu {a,b). Pak

/Bf(w(w))w’(x)de / f(t)dt.

Véta (zavedeni logaritmu). Existuje jedind funkce log, kterd md tyto vlastnosti:
(L]) Dlog = (Oa +OO)’
(L2) log je rostouci na (0, +00),

(L3) log(zy) = log x + logy pro vSechna x,y € (0, +00),

: logz __
(L4) 1161_>m1 7 = L
— Konec prednéasky dne 18.10. —

VIIL.3. Zobecnény Riemanniv integral

Lemma 14 (spojitost Riemannova integrdlu). Necht’ a,b € R, a < b, a funkce f md na intervalu (a, by Riemanniiv integrdl. Pak

plati
b T b
i frem |



Lemma 15. Necht’ a,b € R*, a < b, a funkce f md Riemanniiv integrdl na kaZdém podintervalu (z,y) C (a,b). Necht’ ddle
c € (a,b), existuji limity lim,_, o4 f; falimy_,— fcy f a jejich soucet md smysl (1j. je definovany). Pak pro kaZdé d € (a,b)

existuji limg_,q fj falimy f;’ f a plati

d Yy c Yy
wl—l)rgl-&- / f + yliglf / f - xl—lgbl-i- / f + yl—lbrglf / f
T d x c

Definice. Necht’ a,b € R*, a < b, a necht’ funkce f je definovand na intervalu (a, b). Ma-li funkce f Riemanniv integral na
kazdém podintervalu (z,y) C (a,b) a existuje-li ¢ € (a,b) takové, Ze limity lim,_, .4 f; falimy fcy f existuji a jejich
soudet mé smysl, pak definujeme zobecnény Riemanniiv integrdl funkce f na intervalu (a, b) jako

b c Y
/f:mgr}ll+/f+y1~l>l})17/f

Pozndmka. e Definice je korektni, nebot’ hodnota souctu lim,_,, f; 4 limy fpy f nezavisi na volbé dé€lictho bodu
c € (a,b).

e Ma-li funkce f Riemanniv integrdl na intervalu (a,b), md i zobecnény Riemanniiv integrdl na intervalu (a,b) a oba
integraly jsou si rovny.

e Hodnota zobecnéného Riemannova integralu mtize byt i +oco nebo —oo.

Lemma 16. Necht’ a,b € R, a < b, a funkce f je omezend na intervalu {a,b). JestliZe existuje Riemanniiv integrdl funkce f na
kaZdém podintervalu {(c,d) C (a,b), pak existuje i Riemanniiv integrdl funkce f na intervalu (a, b).

Lemma 17. Necht’ a,b € R*, a < b, f je nezdpornd na (a,b) a f md Riemanniiv integrdl na kazdém podintervalu (x,y) C (a,b).
Potom f md zobecnény Riemanniiv integrdl na (a,b).

Véta 18. Necht' a,b € R* ac € (a,b).

(i) Jestlize funkce f md zobecnény Riemanniiv integrdl na (a,b), pak md f zobecnény Riemanmiv integrdl i na (a,c) a (¢, b)

a plati b o
[i=[r+ ]t

(ii) Necht' funkce f md zobecnény Riemanniiv integrdl na (a,c) a (c,b), [ je omezend na néjakém okoli bodu c a soucet

fac f+ fcb | md smysl. Pak f md zobecnény Riemanniiv integrdl na (a,b) a plati

]f=/f+/ﬁ

Véta 19 (linearita zobec. Riemannova integrdlu). Necht’ a,b € R*, a < b, f a g jsou funkce majici zobecnény Riemanniiv
integrdl na intervalu (a,b) a necht’ o € R. Potom

(i) funkce o f md zobecnény Riemanniiv integrdl na (a,b) a plati

b b
/@f:a/ﬁ

md-li pravd strana smysl,
(ii) je-li soucet f: f+ f: g definovany, pak md funkce f + g zobecnény Riemanniv integrdl na (a, b) a plati

b b

/U+gﬁjff+/g

a a

Véta 20. Necht’ a,b € R*, a < b, a necht’ f a g jsou funkce majici zobecnény Riemanniiv integrdl na intervalu (a,b). Potom
plati:



(i) Je-li f(x) < g(x) pro kaZdé x € (a,b), pak
b b
/f < /g-

(ii) Funkce |f| md zobecnény Riemanmiv integrdl na (a,b) a plati

b b
JEENAL

— Konec prednasky dne 25.10. —
Véta 21 (Newtoniv vzorec). Necht’ a,b € R*, a < b, f je spojitd na (a,b), a F je primitivni funkce k f na (a,b). Pak zobecnény

Riemanniiv integrdl funkce f na (a,b) existuje pravé kdy? existuji limity im,_, . F () alim,_,,— F(x) a jejich rozdil md smysl.
V tomto pripadé plati

r—b— r—a+

b
/f: lim F(z)— lim F(x).

Pokud existuje zobecnény Riemanniv integral funkce f na intervalu (a, b) a pfitom je kone¢ny, pak fikdme, Ze f: f konver-
guje. Pokud je roven +00 nebo —oo, pak fikdme, Ze diverguje. Mame pak ndsledujici moZnosti:

b . redlnému Cislu, tj. konverguje,
existuje a je roven Lo ]
f -+00 nebo —oo, tj. diverguje,

a neexistuje.
Véta 22 (srovnévaci kritérium). Necht' a,b € R*, a < b, funkce [ a g spliiuji 0 < f(x) < g(z) pro vSechna x € (a,b) a f je na
(a,b) spojitd. Pokud konverguje fab g, pak konverguje i f; f.
Véta 23 (limitni srovndvaci kritérium). Necht’ f a g jsou spojité nezdporné funkce na intervalu {a,b), b € R*, a existuje limita

lim, - L8 =y € R,

o Je-liy € (0,+00), pak fab f konverguje, prdavé kdyZ konverguje f; g.
o Je-liv =0, pak z konvergence f: g plyne konvergence f; I

e Je-li v = +o0, pak z divergence f; g plyne divergence jab f

VIIL.4. Mira a integral v R"

Zavedeni pojmu Riemannova integrdlu bylo mj. motivovdno snahou umét zméfit plochu pod grafem nékterych funkci. Radi
bychom tento pojem plochy dile rozsifili tak, aby bylo moZné napf. méfit mnohem obecné&jsi podmnoZiny R?, piipadné R”.
Ukazuje se vSak, Ze takovyto pojem ,,miry mnoZiny“ nelze zavést tak, aby mél rozumné vlastnosti od né€j ocekavané a zaroven
umél zméfit v§echny podmnoziny R™. (Viz téZ Banachlv-Tarského paradox.) Proto zavadime ndsledujici definici.

Definice. Necht' A je n&jaky systém podmnozin R"™. Rekneme, Ze A je o-algebra, jestlize plati:
(i) 0 e A
(i) je-li A € A, pak také R™ \ A € A,

(iii) jsou-li Ay, Ag,... € A, pak také U;x;l Aj e A

Z definice je ihned vidét, Ze R™ € A a jsou-li Ay, Ag,... € A, pak také ﬂ;‘;l A; € A (plyne z de Morganovych pravidel).
Dile, jsou-li A, B € A, pak také B\ A € A.

Definice. Necht' A je o-algebra podmnoZin R™. Zobrazeni p: A — (0, +00) U {400} se nazyvd mira, jestlize u(h) = 0,
a jestlize je o-aditivni, tj. pokud Ay, Az, ... € A jsou po dvou disjunktni, pak u(U;2, Aj) = D272, p(A4;).

Z definice plyne, Ze i je monoténni, tj. u(A) < u(B) pro kazdé dvé mnoZiny A, B € A spliiujici A C B.

MnoZindm z A se fikd mé¥itelné (piipadné p-méfitelné) mnoZiny.

Véta 24. Existuje pravé jedna o-algebra A na R™ a prdavé jedna miva X na A majici ndsledujici vlastnosti:



(i) A obsahuje vSechny oteviené podmnoZiny R"™;
(ii) jestliZze ABE AN, ACECB,aXB\A)=0,pak E €A;
(iii) M(K) < +oo pro kaZdou kompakmi K C R™;
(iv) je-li I = (a1, b1) x {ag,ba) X -+ % (an,by) CR™, pak A(I) = [[}_, (b — a;);
(v) Aje translacné invarianmi, tj. A(xz + A) = A(A) pro kaZdou A € A a xz € R™.

Mira A z predchozi véty se nazyva Lebesgueova mira a mnozindm v A se 1ika lebesgueovsky méfitelné mnoZiny.

Priklad. Priklady lebesgueovsky méfitelnych mnoZin:
e oteviené a uzaviené mnoZiny,
e konvexni mnoZiny,
e kone¢né mnoziny,
e {z; € R"; k € N}, tj. mnoZina vSech ¢lent né&jaké posloupnosti v R".

Zv1astni vyznam maji mnoZiny miry nula. Podle vlastnosti (ii) z Véty 24 je kazda podmnoZina mnoZiny s nulovou mirou
méfitelnd (a ma nulovou miru).

Priklad. Ptiklady mnoZin nulové miry v R™:

e konecné mnoziny,

{z, € R™; k € N}, tj. mnoZina viech ¢lend n&jaké posloupnosti v R™,

nadroviny v R",

e grafy spojitych funkci z R"~! do R,

hranice konvexnich mnoZin,
e Cantorovo diskontinuum v R.

Je-li V(z), x € R™ vyrokova forma, pak fikdme, Ze V (z) plati pro ,,skoro vSechna x “ nebo ,,skoro viude “, jestlize existuje
mnoZina E nulové miry takovd, Ze Vo € R™ \ E': V(x). Napfiklad Dirichletova funkce je skoro vSude rovna nule.

Definice. Pro A C R"™ definujeme charakteristickou funkci mnoziny A takto:

() 1 ze€A,
xTr) =
X4 0 zeR"\ A

Necht Ay,..., Ay CR™acy,...,c, € R.Funkci tvaru Z?Zl cjXx A, nazyvame jednoduchou funkci. Jsou-linavic Ay, ..., Ay, €
A, pak funkci Z?Zl cjX A, nazyvame jednoduchou méritelnou funkci.

Definice. Zobrazeni f: R — R* nazyvame numerickou funkci. Rekneme, Ze numerické funkce f je méitelnd, jestlize existuje
posloupnost jednoduchych méfitelnych funkef { f;}52, takovd, Ze pro vSechna x € R™ plati lim; o0 fj(7) = f().

Definice. Je-li { f; }‘f:l posloupnost numerickych funkci, fekneme Ze numerickd funkce f je bodovou limitou posloupnosti { f;},
jestlize pro kazdé x € R" plati lim;_,, f;(z) = f(z). Znaime lim,_, f; = f nebo f; — f.

Véta 25 (vlastnosti méfitelnych funkci). MéFitelné funkce maji ndsledujici vlastnosti:
(i) Jsou-li f,g méritelné a o € R, pakiaf, f+ g, fg, 5 Jsou méfitelné, pokud jsou definované na celém R".
(ii) Jsou-li f, g méfitelné, pak i max{ f, g} a min{f, g} jsou méfitelné.

(iii) Je-li f redlnd méritelnd a g redlnd spojitd, pak g o f je méritelnd.

(iv) Je-li {f; 521 posloupnost méritelnych funkci s bodovou limitou f, pak f je také méritelnd.

(v) Spojité funkce jsou mévitelné.



Definice. Pro jednoduchou nezapornou méfitelnou funkci Zle cjX 4, definujeme jeji Lebesgueiiv integrdl jako

k k
/ZCJ'XA]' dA =3 eA(4))
j=1 j=1

kde pouZivdme konvenci 0 - (+o0) = 0.

Definice. Pro nezdpornou méfitelnou funkci definujeme

/ fdA =sup { / gdX; g < f, g je jednoducha nezdporna méﬁtelné} .

Koneéné pro méfitelnou funkci f definujeme

/fd/\z /f+d)\—/f_d)\7
pokud je rozdil definovan.

Rikame, Ze funkce f je (Iebesgueovsky) integrovatelnd, pokud mé konecny Lebesgueiv integral.
Nezaporné méfitelné funkce maji Lebesguetiv integral. Pro obecné méfitelné funkce to nemusi byt pravda.

Definice. Je-li M C R™ méritelnd mnoZina a f méfitelna funkce, pak definujeme

N[fdA:/XMfdA.

Véta 26 (vlastnosti Lebesgueova integralu). Necht’ M je mé¥itelnd mnoZina a f, g jsou mé¥itelné funkce.
(i) Necht' o € R. Pak [, af AN =« [, fdXa [,,(f+g)dX= [,, fdX+ [,, gd\ pokud jsou vyrazy napravo definovdny.
(ii) Plati-li f < g skoro vSude na M, pak fM fdx < fM g d\, pokud oba integrdly existuji.

(iii) JestliZe [,, f AX existuje, pak existuje i [y, |f| dX a plati | [y, fdA| < [, [f] dX.

(iv) Je-li f = 0 skoro vsude na M, pak fM fda=0.
(v) Je-li { = g skoro vs§ude na M, pak fM fdx= fM g d\, pokud alespori jeden z integrdlit existuje.

Z vlastnosti (v) plyne, Ze pro préci s integrdlem | ar J dA stali, aby f byla definovdna skoro viude na M.
Na rozdil od Riemannova integralu plati pro Lebesguetv i obrdcent (iii): | f d existuje, pravé kdyZ existuje [ |f| d.
— Konec predndsky dne 1.11. —

Véta 27 (souvislost s Riemannovym integralem).
(i) JestliZe existuje Riemanniiv integrdl ff f, pak existuje i Lebesgueitv integrdl f(a’b) f dX\ a oba integrdly se rovnaji.
(ii) Je-li f omezend na (a,b), pak jeji Riemanniiv integrdl existuje, pravé kdyz je skoro vSude spojitd.

(iii) Je-li f spojitd nezdpornd funkce na (a,b), pak f(a’b) fdx= f: f, kde vpravo je zobecnény Riemanniiv integrdl.

Priklad. Necht M C R” je omezend oteviend nebo uzaviena mnoZina a f je omezend spojitd funkce na M. Pak f je integrova-
telnd na M.

Necht M C R™ je omezend konvexni oteviend mnoZina a f je spojitd funkce na M. Pak f je integrovatelnd na M i na M
aplati [, fd\ = [37 fdA\

Véta 28 (Fubiniova). Necht’ m,n € N a f: R™™ — R je integrovatelnd funkce. Pro kazdé x € R™ definujme funkci
fo: R™ = R pfedpisem f.(y) = f(x,y). Pak pro skoro viechna x € R™ je funkce f, integrovatelnd a plati

fd/\_/(m/ﬂ )dA(y) | dA(z). (1)

R™ +n RrRmM

Pozndmka. Necht m,n € Na f: R™™" — R* je nezdpornd méfitelna funkce. Pro kazdé = € R™ definujme funkci f,: R® —
R pfedpisem f,(y) = f(z,y). Pak pro skoro v§echna zz € R™ je funkce f, méfitelnd a plati opét vzorec (1). Zde ovem mize
byt integral [;,..,, f d\ nekone¢ny.



Véta 29 (o substituci). Necht’ G C R™ je oteviend mnoZina, funkce @1, ..., 0, € C*(G) a zobrazeni ¢: G — R™ definované

predpisem p(z) = [p1(x), ..., on(2)] necht je prosté. Ddle pFedpoklddejme, Ze determinant (tzv. jakobidn)
d d
(@) ... 52 ()
Jo(x) = : . :
On O¢n
e (z) ... FE(2)

Je nenulovy pro kaZdé x € G. Pak ¢(QG) je oteviend a pro kaZdou méfitelnou M C o(QG) a kazdou f: p(G) — R* plati

Jra= [ 1e@) @l v,

M o1 (M)

pokud je alespori jeden z téchto integrdlii definovdn.



IX. Linearni algebra

IX.1. Vektorové prostory

Symbol K zna¢i mnoZinu R nebo C.

Definice. Vekrorovym prostorem nad K rozumime trojici (V, 4+, -), kde V' je neprazdnd mnoZina, + je operacezV x V doV a -
je operace z K x V do V, pficemz tyto operace maji nasledujici vlastnosti:

e YVu,v € V:u-+ v = v+ u (komutativita sCitani),
e Vu,v,weV: (u+v)+w=u+ (v+ w) (asociativita s¢itdni),
e mnoZzina V obsahuje prvek, ktery znacime o (a fikdme mu nulovy prvek), spliujici

YveV:o+v=nw.

eVveVidweV:v+w=o,

e Va,be KVveV:a-(b-v)=(ad)- v,

e Va,be KVveV:(a+b)-v=a-v+b-v,

e Vo e KVu,veV:a-(u+v)=a-u+a-v,

e VveV:1l -v=no.

— Konec pfednédsky dne 8.11. —
Definice. Necht' (V,+,-) je vektorovy prostornad KaU C V, U # (. Rekneme, 7e U je vektorovy podprostor prostoru V,
jestlize

eVuvelU:utveU,

e VaeKVueU:a-uel.

Definice. Necht' V je vektorovy prostor nad K, k¥ € Navy,...,vx € V. Rekneme, 7e vektor u € V Jje linedrni kombinaci
vektorii vy, . .., vy S koeficienty 1, ..., \x € K, jestlize

U= \v; + -+ A0

V tomto pripadé také fikame, Ze linedrni kombinace vektori v1, ..., v s koeficienty A1, ..., \; je rovna u.

Pokud Ay = -+ = A\ = 0, pak mluvime o trividlni linedrni kombinaci vektori v, . . ., vy; je-li néktery koeficient nenulovy,
pak mluvime o netrividlni linedrni kombinaci.
Definice. Necht' V je vektorovy prostor nad K a uq, . .., u,, jsou pevné zvolené vektory z V. Podprostor ling {w1, ..., um}
nazyvame vektorovym podprostorem generovanym vektory u, . . ., U,,. Z formélnich diivoda déle klademe ling ) = {o}.
Definice. Necht' V' je vektorovy prostor nad K. Vektory uy, ..., u,, € V jsou linedrné zdvislé, pokud existuje jejich netrividln{
linearni kombinace, kterd je rovna nulovému vektoru. Pokud vektory uy, . . ., u,, nejsou linedrn€ zavislé, fikame, Ze jsou linedrné
nezavisleé.

Definice. Necht' V' je vektorovy prostor nad K. MnoZina M C V je linedrné nezdvisld, jestlize pro kazdé k € N je libovolna k-
tice po dvou rdznych vektor z M linedrné nezavisla.

Definice. Necht' V' je vektorovy prostor nad K. Rikdme, Ze mnozina B C V je bdze prostoru V, jestlize
(i) B je linedrn€ nezdvisld mnoZina,
(i1) kazdy vektor z V' lze vyjadrit jako linedrni kombinaci vektort z B.
Véta 30.
(i) KaZdou linedrné nezdvislou podmnoZinu vektorového prostoru Ize doplnit na bdzi tohoto prostoru.
(ii) KaZdy vektorovy prostor md bdzi.
(iii) Pocet prvkii bdze prostoru'V' je urcen jednoznacné a nazyvdme ho dimenze prostoru V (znacime dim V).

Definice. Je-li dimV < +oo, fekneme, Ze V' je konecnérozmérny (konecnédimenziondlni). Je-li dimV = +oo, mluvime o
nekonecnérozmérném (nekonecnédimenziondlnim) vektorovém prostoru.

Tvrzeni 31. Necht’' V je vektorovy prostor dimenze n € N nad K.
(i) Jsou-livy,...,v, linedrné nezdvisié vektory v prostoru V, pak mnozina {v1, . .., v, } je bdzi prostoru V.

(ii) JestliZe pro vektory vy, ..., v, € V plati ling{v.,...,v,} =V, je mnoZina {v1,...,v,} bdzi prostoru V.



IX.2. Linearni zobrazeni a reSeni soustav linearnich rovnic

Definice. Necht' U a V jsou vektorové prostory nad K. Zobrazeni L: U — V se nazyva linedrni, jestlize plati:
o Vuy,us € U: L(uy +us2) = L(uy) + L(us),
e Va e KVu e U: L(au) = aL(u).

Definice. Necht' U a V jsou vektorové prostory nad K, L: U — V necht’ je linedrni zobrazeni. Jddrem linearniho zobrazeni L
nazveme mnozinu
Ker(L) = L™ '({o}) = {u € U: L(u) = o}.

Symbolem Im(L) zna¢ime obor hodnot zobrazeni L, tedy
ImL=LU)={veV; JuelU: L(u) =v}.
— Konec prednasky dne 15.11. —
Véta 32. Necht' U a 'V jsou vektorové prostory nad K, L: U — V necht’ je linedrni zobrazeni. Potom plati:
(i) MnoZina Ker(L) je vektorovym podprostorem U.
(ii) Mnozina Im(L) je vektorovym podprostorem V.
(iii) Plari dim Ker(L) + dim Im(L) = dim U.
Necht’ U, V jsou vektorové prostory, L: U — V je linedrni zobrazeni a b € V. Uvazujme rovnici
L(z) = b. @)
Véta 33. Necht’ xy € U je FeSenim rovnice (2). Potom mnoZina
{xo +w: w € Ker(L)}
Jje mnoZinou vSech reseni rovnice (2).
Necht A € M(m x n), b € R™. Uvazujme soustavu m rovnic o n neznimych
Ax =b. 3)
Dusledek 34. Md-li soustava (3) FeSeni xo € R™, pak mnoZina vSech FeSeni md tvar

{zyp + w: Aw = o}.

IX.3. Kvadratické formy

Definice. Necht' A € M(n x n). Plati-li A = AT, pak fikdme, Ze matice A je symetrickd.
Necht A € M(n x n) je symetrickd matice. Pak funkci ¢: R" — R definované predpisem ¢(u) = u? Au fikdme
kvadratickd forma. Rikame, Ze tato forma je reprezentovdna matici A nebo Ze matice A je reprezentujici matici formy .

Pozndmka. Je-li p: R™ — R kvadratickd forma, pak pro kazdé u € R™ a ¢ € R plati ¢(cu) = c?p(u). To plyne z definice
maticového ndsobeni.

Definice. Necht' p: R” — R je kvadratick4 forma. Rekneme, Ze ¢ je

e pozitivné definitni (PD), jestlize Vu € R™, u # o: p(u) > 0,

e negativné definitni (ND), jestlize Vu € R™, u # o0: ¢(u) <0,

e pozitivné semidefinitni (PSD), jestlize Vu € R™: ¢(u) > 0,

e negativné semidefinitni (NSD), jestlize Vu € R™: p(u) < 0,

e indefinimi (ID), neplati-li nic z pfedchoziho, tj. Ju, v € R™: p(u) > 0 A p(v) < 0.
Definice. Rekneme, 7e matice A = (a;;) € M (n x n) je diagondlni, jestlize a;; = 0 pro kazdé i, j € {1,...,n},i # j.
Tvrzeni 35. Necht’ A = (a;;) € M(n x n) je diagondlni. Pak plati:

e A je pozitivné definitni, pravé kdyZ a;; > 0,1 =1,...,n;
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o A je negativné definitni, pravé kdyZ a; < 0,1 =1,...,n;

o A je pozitivné semidefinitni, pravé kdy? a;; > 0,i=1,...,n;
o A je negativné semidefinitni, pravé kdyz? a;; < 0,i=1,...,n;
o A je indefinitni, prdvé kdyZ existuji takovd i,j € {1,...,n}, Ze a;; > 0aaj; <O.

Definice. Symetrickou elementdrni fipravou matice A € M (n x n) budeme rozumét dpravu, kdy provedeme jistou elementarni
fadkovou dpravu matice A a vzniklou matici upravime odpovidajici sloupcovou dpravou.
Symetrickou transformaci matice A budeme rozumét kone¢nou posloupnost symetrickych elementarnich tprav.

Lemma 36. Necht' T je transformace aplikovatelnd na matice o m ddcich. Potom existuje reguldrni matice B € M (m x m)
takovd, Ze pro kaZdou matici A € M (m x n) plati T(A) = BA.

Obrdcené, je-li B € M (m x m) reguldrni matice, pak existuje transformace T aplikovatelnd na matice o m Fddcich takovd,
Ze pro kaZdou matici A € M(m x n) plati BA = T (A).

Véta 37. Necht’ T je symetrickd transformace aplikovatelnd ¢tvercové matice Fddu n. Potom existuje reguldrni matice B €
M (n x n) takovd, Ze pro kazdou matici A € M (n x n) plati T(A) = BABT.

Lemma 38.
(i) Je-li A € M(n x n) symetrickd matice a C € M(n x n), pak CACYT je opét symetrickd matice.
(ii) Symetrickd transformace zachovdvd symetrii matice.
— Konec prednasky dne 22.11. —

Lemma 39. Necht’ A € M(n x n) je symetrickd matice a Q € M (n x n) je reguldrni matice. Je-li A pozitivné definimi (resp.
negativné definitni, pozitivné semidefinitni, negativné semidefinitni, indefinitni), pak je matice QAQ” pozitivné definitni (resp.
negativné definitni, . .. ).

Véta 40. Necht’” A € M(n x n) je symetrickd matice a necht’ B € M (n x n) vznikne 7 A pomoci symetrické transformace.
Matice A je pozitivné definitni (resp. negativné definitni, pozitivné semidefinitni, negativné semidefinitni, indefinitni), pravé kdyz
B je pozitivné definitni (resp. negativné definitni, ... ).

Véta 41. Necht’ A € M(n x n) je symetrickd matice. Pak ji Ize symetrickou transformaci prevést na diagondlni matici.

Pozndmka. Ma-li symetrickd matice C' = (c;;) € M(n x n) na diagondle kladny prvek c;; a zdporny prvek c;;, pak je jiz
indefinitni.

Véta 42 (Sylvestrovo kritérium). Necht’ A = (a;;) € M(n x n) je symetrickd matice. Pak A je

e pozitivné definitni, prdvé kdyz
aill o Ak

>0 prokazdék=1,...,n,

ak1 ... Qgk
o negativné definitni, praveé kdy?
ay; ... Qg
(—1)* - | >0 prokaidék=1,...,n,
a1 ... Qg
e pozitivné semidefinitni, prdvé kdyZ pro kaZdou k-tici prirozenych ¢isel 1 < iy < --- <1 <n, k=1,...,n, plati
Ajq4q cee Qg
>0,
aml e aikik
e negativné semidefinitni, pravé kdyZ pro kaZdou k-tici pfirozenych cisel 1 < 11 < --- <ix <n, k=1,...,n, plati
0,1'11'1 e ail,;k
(=DF| ;|20
aikil e aikik
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IX.4. Vlastni ¢isla a vektory

s

Definice. Necht' A € M (n xn). Rekneme, Ze A € C je vlasmi Cislo matice A, jestlize existuje nenulovy vektor & € C" takovy,
7Ze Ax = \x. Vektor x pak nazyvame vlastnim vektorem matice A prislusnym k vlastnimu Cislu A.

Véta 43. Necht' A € M(n x n).
(i) Prvek A € C je vlastnim Cislem matice A, prdvé kdyZ det(A\] — A) = 0.
(ii) Funkce A — det(AI — A) je polynom n-tého stupné s koeficientem u n-té mocniny rovnym jedné.
(iii) Matice A md nejvyse n riiznych vlastnich Cisel.
— Konec prednasky dne 29.11. —

Definice. Necht A € M (nxn). Polynom A — det(AI — A) se nazyva charakteristicky polynom matice A. Vzhledem k tvrzeni
(i) predchozi véty definujeme ndsobnost viastniho Cisla matice jako ndsobnost tohoto ¢isla jakoZto korene charakteristického
polynomu.

Véta 44. Necht' A € M(n x n) je symetrickd matice. Pak jsou vSechna jeji viastni isla redind.
Definice. Rekneme, Ze matice Q € M (n x n) je ortogondini, jestlize plati Q7 Q = QQ* = 1.

Véta 45 (spektralni rozklad matice). Necht’ A € M (n xn) je symetrickd matice. Pak existuje ortogondlni matice Q € M (nxn)
takovd, Ze

ANo... 0
QAQ = : .. |,
0 ... A\

kde \1, ..., \, jsou vilastni &isla matice A.

Véta 46. Necht' A € M(n x n) je symetrickd matice. Pak plati:
e A je pozitivné definitni, pravé kdy?Z jsou vSechna jeji viastni ¢isla kladnd,
o A je negativné definitni, prdavé kdy? jsou vSechna jeji vlastni ¢isla zdpornd,
o A je pozitivné semidefinitni, pravé kdy? jsou vSechna jeji viastni isla nezdpornd,
o A je negativné semidefinitni, pravé kdy? jsou vSechna jeji vlastni ¢isla nekladnd,
o A je indefinitni, prdavé kdyz md kladné viastni Cislo i zdporné vlastni Cislo.

Definice. Necht’ A = (a;;) € M (n x n). Stopou matice A rozumime Cislo

tI‘(A) = i (0778
i=1

Véta 47. Necht' A, B,C € M(n x n), a € R. Pak plati:
(i) tr(A + B) = tr(A) + tr(B),

(ii) tr(aA) = atr(A),

(iii) tr(AB) = tr(BA),

(iv) tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA).

Duilezitym prikladem linedrnich zobrazeni jsou projekce, coz jsou linedrni zobrazeni P: V — V vektorového prostoru V' do
sebe, pro kterd plati P o P = P. Projekce je zobrazeni na podprostor Im(P) a pro kazdy vektor & € Im(P) plati P(x) = «.
Reprezentujici matice projekci na R”™ splifuji vztah A% = A. Takovym maticim fikime idempotentni.

Tvrzeni 48. Symetrickd idempotentni matice je pozitivné semidefinitni.
Tvrzeni 49. Viastni &isla idempotentni matice jsou rovna 0 nebo 1.

Véta 50. Nechr’ A € M (n x n) je idempotenmni. Pak existuje reguldrni matice Q € M (n x n) takovd, fe QAQ ™" = D, kde
matice D je diagondlni a na diagondle md jen prvky 0 a 1.

Véta 51. Necht' A € M(n x n) je idempotentni. Pak h(A) = tr(A).
Disledek 52. Necht’ A € M(n x n) je idempotentni. Pak h(I — A) = n — h(A).
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IX.5. Skalarni soucin
Definice. Skaldrnim soucinem vektord x,y € R" rozumime Cislo
n
<z y> = leyl
i=1
Definice. Rekneme, 7e vektory x, y € R” jsou na sebe kolmé, jestlize <x,y> = 0.
Véta 53 (vlastnosti skalarniho souc¢inu). Plati:
(i) Ve,y,z e R": <x 4+ y,2z> = <x,z> + <y, 2>,
(ii) Va e RVx,y € R": <azx,y> = a<z,y>,
(iii) Vx,y € R": <z, y> = <y, x>,
(iv) zobrazeni x — <x, x> z R™ do R je pozitivné definitni kvadratickd forma.

Definice. Normou vektoru & € R" rozumime ¢islo

Véta 54 (vlastnosti normy). Necht’ x,y € R", o € R. Pak plati
(i) |lzl| >0,
(ii) ||| = 0, pravé kdyZ = = o,

>

(i) ||ox| = || - ||z

() |l +y| < ||lz|| + |yl (frojiiheinikovd nerovnost),

(v) |<z,y>| < ||| - ||yl (Cauchyova nerovnost).

Véta 55 (Pythagorova véta). Vektory &,y € R™ jsou na sebe kolmé, pravé kdy? ||x + y||2

13
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X. Taylorav polynom

X.1. Tayloruv polynom funkce jedné reilné proménné

Definice. Necht' f je funkce, a € R a funkce f ma v bodé a vlastni n-tou derivaci. Pak polynom

T (@) = Fla) + f/(a) — ) + o (@) — ) + -+ = fP @) (o — )"
nazyvame Taylorovym polynomem funkce f v bodé a radu n.
Pozndmka. Ozna&ime-li T = T/*, pak plati T®)(a) = f*)(a) pro k = 0,1,...,n.
Lemma 56. Necht’ n € N, Q je polynom, st Q < n alim,_,, % = 0. Pak Q je nulovy polynom.

Véta 57 (Peaniv tvar zbytku). Necht’ n € N, a € R a funkce f md v bodé a vlastni n-tou derivaci. Potom

Véta 58 (o jednoznacnosti). Necht' n € N, a € R, funkce f md v bodé¢ a vlastni n-tou derivaci a P je polynom stupné nejvyse n
splitujict
all—{rtlz (x —a)™

Potom P = T},

Definice. Necht' f a g jsou funkce, a € R*. Rekneme, 7e funkce f je v bodé a malé o od g (piseme f(x) = o(g(x)), T — a),
jestlize plati
f(x)

lim —+ =0.
r—a g(fL‘)

Véta 59 (aritmetika malého o). Necht’ a € R*.
(i) Jestlize fi(z) = o(g(z)), z = aa f2(x) = o(9(x)), = — a, potom f1(z) + fo(z) = 0(9(x)), z — a.
(ii) JestliZe f1(z) = o(g1(2)), = aa fo(z) = o(g2(2)), = — a, potom f1(z) fo(x) = o(g1(x)g2(2)), z — a.

(iii) Jestlize f1(x) = o(g1(2)), & — aa f2 je nenulovd na jistém prstencovém okoli bodu a, potom f1(z) f2(z) = o(g1(z) f2()),
T = a.

(iv) Jestlize f(z) = o(g1(z)), * — a a existuje viasni lim,_,, z;gg’ potom f(z) = o(g2(2)), z — a.
(v) Jestlize f(z) = o(g(z)), * — a a h je omezend na jistém prstencovém okoli bodu a, potom h(z) f(z) = o(g(z)), = — a.
(vi) Jestlize m,n € NU{0}, m < n, a f(z) =o((z — a)"), z = a, potom f(z) = o((z — a)™), z — a.
Véta 60. Necht' a,b € R*, f(y) =0(g(y)), y — b, lim,_,, p(x) = ba existuje § € R, § > 0, takové, Ze
Vz € P(a,0): p(x) #b.

Potom f(p(z)) = o(g(p(x)), 2 — a.

Véta 61 (Lagrangetiv tvar zbytku). Necht' n € N, a ddle necht’ I je otevieny interval, f € C™1(I) a a € I. Potom pro kaZdé
x € I existuje Cislo & € (a, z) spliiujici

1

arn @ —art

Definice. Necht’ f je funkce, a € R a funkce f md v bod¢€ a derivace vSech fadd. Potom fadu
> L) - ay
n.
n=0
nazyvame Taylorovou fadou funkce f o stiedu a. Ve specidlnim piipadé a = 0 mluvime o MacLaurinové radé.
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X.2. Taylorovy polynomy a rady elementarnich funkci

Tvrzeni 62. Pro kazdé k € N plati:
. lexp’0:1+$+%$2+"'+%xk,

sin,0 __ ~sin,0 1,.3 1.5 k—1 2k—1
o Tyoy =Ty =2 — v + 5o 4+ (=1) (2k [k ’

cos,0 cos,0 1,.2 1.4 k_1 2k
.TQk T2k+1 1—51‘ +E:I; ++(_1) '1‘

o Tliog(1+x),0 — %xQ + %x?’ 4t (_1)k—1lxk’

T = (G 4 (Dt (ah kdea €R, (5) =1, (5) = om0,

]'
Véta 63. Pro kaZdé x € R jsou funkce exp, sin a cos souctem své Taylorovy Fady o stiedu 0. Plati tedy:

o0

1 n
Vo e R: expx:ZEx ,
n=0
Ve e R: sinx—z( D" 22t
n= 1(’1’)—1) 7
VacER:cosat—Z( )x
(2n)!

n=0

Véta 64. Plati

0 1n—1
Vo € (=1,1): log(1 + z) Z
n=1
Vo e (—1,1): (1+2)" i “
n=0 n

X.3. Tayloruv polynom 2. fadu funkce vice proménnych
Definice. Necht G' C R" je oteviend mnoZina, a € G a f € C?(G). Definujme funkci TQf @ R™ — R piedpisem

T%(@) = (@) + 3 g (a)(a— )+ D (e - w)(a; — o).

Tuto funkci nazyvame Taylorovym polynomem druhého ¥ddu funkce f v bodé a.

Ozna¢me symbolem V2 f(a) matici druhych parcidlnich derivaci funkce f v bodé a (tzv. Hessovu matici), tj.

_ 82f
V2f(a) - (61‘1»8]}]‘ (a)>i7j_1..n .

Pak mGZeme psit

1
Ti(z) = f(a) + Vf(a)(@ - a) + 5(z — a) ' V*f(a)(z - a).
Véta 65. Nech’ a € R", A > 0a f € C?*(B(a,A)). Potom existuje funkce w: B(a,A) — R takovd, Ze

Vz € B(a,A): f(z) = T *(@) + w(z) - ||z - a’

a plati

glg}lw(w) =0.
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XI. Extrémy funkci vice proménnych

XI.1. Podminky druhého radu
Definice. Necht' f je funkce n proménnych. Je-li bod a € R” staciondrnim bodem funkce f a f nenabyva v a extrému, tj.
Vo > 03z, y € Ba,d): f(x) > f(a)a f(y) < f(a),
pak bod a nazyvame sedlovym bodem funkce f.
Véta 66 (nutné podminky druhého ¥4du). Necht’ G C R" je neprdzdnd oteviend mnoZina, f € C*(G) a a € G. Potom plati:
(i) Je-li a bodem lokdlniho maxima funkce f, je matice V? f(a) negativné semidefinitni.
(ii) Je-li a bodem lokdlniho minima funkce f, je matice V? f (a) pozitivné semidefinitni.

Véta 67 (postatujici podminky druhého fadu). Necht’ G C R™ je neprdzdnd oteviend mnozina, f € C?(G) a necht’ a € G je
staciondrnim bodem funkce f. Potom plati:

(i) Je-li V2 f(a) negativné definitni, nabyvd f v bodé a ostrého lokdlniho maxima.
(ii) Je-li V2 f(a) pozitivné definitni, nabyvd f v bodé a ostrého lokdlniho minima.
(iii) Je-li V? f(a) indefinitni, nenabyvd f v bodé a ani lokdlniho maxima, ani lokdlniho minima, tj. a je sedlovy bod funkce f.

Lemma 68. Kvadratickd forma ¢: R" — R je pozitivné definitni (resp. negativné definitni), pravé kdyZ existuje o € R, a > 0,
takové, Ze pro vSechna u € R"™ plati

plu) z allull®  (resp. p(u) < —allull).

XI.2. Extrémy konkavnich funkeci

Véta 69. Necht' G C R™ je neprdzdnd oteviend konvexni mnozina a f € C*(G). Funkce f je na mnoZiné G konkdvni, prdvé
kdyz pro kazdé x € G je matice V? f(x) negativné semidefinitni.

Véta 70. Necht' G je oteviend konvexni podmnoZina R™, f € C*(G) a a € G. Necht’ plati
(i) V& € G: V2 f(x) je negativné semidefinitni,
(ii) Vf(a)=o.

Potom funkce f nabyvd v bodé a svého maxima na mnoZiné G.
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