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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

V.1. R" jako linearni a metricky prostor
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Definice
Mnozinou R”, n € N, rozumime mnozinu vSech
usporadanych n-tic realnych Cisel.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Definice
Mnozinou R”, n € N, rozumime mnozinu vSech
usporadanych n-tic realnych Cisel.

Definice
Euklidovskou metrikou (vzdalenosti) na R” rozumime
funkci p: R” x R" — (0, +00) definovanou predpisem

pXy) = | > (6 — )2

i=1

Cislo p(x, y) nazyvame vzdalenosti bodu x od bodu y.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Véta 1 (vlastnosti euklidovské metriky)
Euklidovska metrika p ma nasledujici vlastnosti:
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Véta 1 (vlastnosti euklidovské metriky)
Euklidovska metrika p ma nasledujici vlastnosti:
(i) VX, y e R": p(x,¥y) =0 x =y,
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Véta 1 (vlastnosti euklidovské metriky)
Euklidovska metrika p ma nasledujici vlastnosti:

(i) VX, y e R": p(x,¥y) =0 x =y,

(i) Vx,y € R": p(x,y) = p(y, X), (symetrie)
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Véta 1 (vlastnosti euklidovské metriky)
Euklidovska metrika p ma nasledujici vlastnosti:

(i) VX, y e R": p(x,¥y) =0 x =y,

(i) Vx,y € R": p(x,y) = p(y, X), (symetrie)

(iii) VX,y.Z € R™: p(X,y) < p(X,2) + p(2,y),
(trojuhelnikova nerovnost)
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Véta 1 (vlastnosti euklidovské metriky)
Euklidovska metrika p ma nasledujici vlastnosti:

(i) VX, y e R": p(x,¥y) =0 x =y,

(i) Vx,y € R": p(x,y) = p(y, X), (symetrie)

(iii) VX,y.Z € R™: p(X,y) < p(X,2) + p(2,y),
(trojuhelnikova nerovnost)

(iv) vx,y € R". VA € R: p(Ax,Ay) = [A| p(X, ¥),
(homogenita)
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Véta 1 (vlastnosti euklidovské metriky)
Euklidovska metrika p ma nasledujici vlastnosti:
(i) VX, y e R": p(x,¥y) =0 x =y,
(i) vx,y € R": p(x,y) = p(y, X), (symetrie)
(iii) VX,y.Z € R™: p(X,y) < p(X,2) + p(2,y),
(trojuhelnikova nerovnost)
(iv) vx,y € R". VA € R: p(Ax,Ay) = [A| p(X, ¥),
(homogenita)
(V) VX.y,z € R": p(X+ 2,y +Z) = p(X,y).
(translacni invariance)
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Definice
Necht x € R”, r € R, r > 0. Mnozinu B(x, r) definovanou

predpisem
B(x,r) ={y € R"; p(x,y) <r}

nazyvame otevienou kouli o poloméru r a stfedu x nebo
také okolim bodu x.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Definice )
Necht M C R". Rekneme, ze x € R" je vnitinim bodem
mnoziny M, jestlize existuje r > 0 tak, Zze B(x,r) C M.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Definice )
Necht M C R". Rekneme, ze x € R" je vnitinim bodem
mnoziny M, jestlize existuje r > 0 tak, Zze B(x,r) C M.

MnoZina M C R" se nazyva oteviena v R”, jestlize kazdy
jeji bod je jejim vnitinim bodem.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Definice )
Necht M C R". Rekneme, ze x € R" je vnitinim bodem
mnoziny M, jestlize existuje r > 0 tak, Zze B(x,r) C M.

MnoZina M C R" se nazyva oteviena v R”, jestlize kazdy
jeji bod je jejim vnitinim bodem.

Vnittkem mnoziny M rozumime mnozinu v8ech vnitfnich
bodd mnoziny M a znacime jej Int M.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Véta 2 (vlastnosti otevienych mnozin)

(i) Prazdna mnoZina a cely prostor R" jsou otevrené
vR",

Poznamka
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Véta 2 (vlastnosti otevienych mnozin)

(i) Prazdna mnoZina a cely prostor R" jsou otevrené
vR",
(i) Necht mnozZiny G, C R", o € A # 0, jsou oteviené

vR". PakJ,.4 G. je oteviena mnozina v R".

Poznamka
(i) Sjednoceni libovolného systému otevienych mnoZzin je
oteviena mnoZina.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Véta 2 (vlastnosti otevienych mnozin)

(i) Prazdna mnoZina a cely prostor R" jsou otevrené
vR",
(ii) Necht mnoziny G, C R", a € A +# 0, jsou oteviené
vR". PakJ,.4 G. je oteviena mnozina v R".
(iii) Necht mnoZiny G;, i =1,..., m, jsou oteviené v R".
Pak O, G; je oteviena mnoZina v R".

Poznamka

(i) Sjednoceni libovolného systému otevienych mnoZzin je
oteviena mnoZina.

(iii) Pranik kone¢né mnoha otevienych mnoZin je oteviena
mnoZzina.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Definice )
Necht M C R" a x € R". Rekneme, Ze x je hranicnim
bodem mnoziny M, pokud pro kazdé r > 0 plati

B(x,r)NnM#0 a B(x,r)n(R"\ M) # 0.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Definice )
Necht M C R" a x € R". Rekneme, Ze x je hranicnim
bodem mnoziny M, pokud pro kazdé r > 0 plati

B(x,r)NnM#0 a B(x,r)n(R"\ M) # 0.

Hranici mnoziny M rozumime mnozinu v§ech hranicnich
bodi M a znaCime ji H(M).
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Definice )
Necht M C R" a x € R". Rekneme, Ze x je hranicnim
bodem mnoziny M, pokud pro kazdé r > 0 plati

B(x,r)NnM#0 a B(x,r)n(R"\ M) # 0.

Hranici mnoziny M rozumime mnozinu v§ech hranicnich
bodu M a znacime ji H(M).

Uzaverem mnoziny M rozumime mnozinu MU H(M) a
znacime jej M.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Definice 5
Necht M C R" a x € R". Rekneme, Ze x je hranicnim
bodem mnoziny M, pokud pro kazdé r > 0 plati

B(x,r)NnM#0 a B(x,r)n(R"\ M) # 0.

Hranici mnoziny M rozumime mnozinu v§ech hranicnich
bodu M a znacime ji H(M).
Uzavérem mnoziny M rozumime mnoZinu MU H(M) a
znacime jej M.
Rekneme, e mnozina M je uzaviena v R”, jestlize
obsahuje vSechny své hranicni body, tedy H(M) C M,
neboli M = M.

-konec 1. prednasky 21.2.——
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Definice .
Necht x/ € R" pro kazdé j € N a x € R". Rikame, ze
posloupnost {xf}j?’i1 konverguje k x, pokud

lim p(x,x’) = 0.

J—o0

Prvek x nazyvame limitou posloupnosti {x/}/?;.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Definice .
Necht x/ € R" pro kazdé j € N a x € R". Rikame, ze
posloupnost {xf}j?’i1 konverguje k x, pokud

lim p(x,x’) = 0.

J—o0

Prvek x nazyvame limitou posloupnosti {x/}/?;.
Posloupnost {y/}7; prvki R” je konvergentni, pokud
existuje y € R” takové, ze {y/}, konverguje k y.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Definice .
Necht x/ € R" pro kazdé j € N a x € R". Rikame, ze
posloupnost {xf}j?’i1 konverguje k x, pokud

lim p(x,x’) = 0.

J—o0

Prvek x nazyvame limitou posloupnosti {x/}/?;.
Posloupnost {y/}7; prvki R” je konvergentni, pokud
existuje y € R” takové, ze {y/}, konverguje k y.

Poznamka
Plati, ze {x/}72, konverguje k x € R", prave kdyz

VecR,e>03 e NVjeN,j>jo: X € B(x,e).
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Véta 3

Necht x! € R" pro kazdé j € N a x € R". Posloupnost
{x/ }24 konverguje k x prave tehdy, kdyZ pro kazde
i€{1,...,n} Ciselna posloupnost {x{ }224 konverguje
k Cislu x;.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Véta 3

Necht x! € R" pro kazdé j € N a x € R". Posloupnost
{x/ }24 konverguje k x prave tehdy, kdyZ pro kazde
i€{1,...,n} Ciselna posloupnost {x{ }224 konverguje
k Cislu x;.

Poznamka
Véta 3 fika, ze konvergence v prostoru R” je totéz, jako
konvergence ,po souradnicich®.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Véta 3
Necht x! € R" pro kazdé j € N a x € R". Posloupnost
{x/ }24 konverguje k x prave tehdy, kdyZ pro kazde

i€{1,...,n} Ciselna posloupnost {x,f }224 konverguje
Kk Cislu x;.
Poznamka

Véta 3 fika, ze konvergence v prostoru R” je totéz, jako
konvergence ,po soufadnicich”. Posloupnost {x/}fg1 ma
tedy nejvySe jednu limitu. Pokud existuje, oznacime ji
symbolem lim;_, ., x/. Nékdy téz misto lim; ., X/ = x
piseme x/ — X.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Veta 4 (charakterizace uzavienych mnozin)

Necht M c R". Pak nasledujici podminky jsou
ekvivalentni:

(i) Mnozina M je uzaviena v R".
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Veta 4 (charakterizace uzavienych mnozin)

Necht M c R". Pak nasledujici podminky jsou
ekvivalentni:

(i) Mnozina M je uzaviena v R".
(i) MnoZinaR"\ M je oteviena v R".
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Veta 4 (charakterizace uzavienych mnozin)

Necht M c R". Pak nasledujici podminky jsou
ekvivalentni:

(i) Mnozina M je uzaviena v R".
(i) MnoZinaR"\ M je oteviena v R".
(i) Kazdy bod x € R", k némuz konverguje nejaka
posloupnost {x'} prvki mnoZiny M, patfi do
mnoZiny M.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Véta 5 (vlastnosti uzavienych mnozin)

(i) Prazdna mnoZina a cely prostor R" jsou uzaviené
vR",

Poznamka
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Véta 5 (vlastnosti uzavienych mnozin)

(i) Prazdna mnoZina a cely prostor R" jsou uzaviené
vR",

(i) Necht mnozZiny F, C R", a € A # 0, jsou uzaviené
VR". Pak (\,c4 Fa je uzaviena mnozina v R".

Poznamka
(i) Pranik libovolného systému uzavienych mnoZzin je
uzavrena mnozina.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Véta 5 (vlastnosti uzavienych mnozin)

(i) Prazdna mnoZina a cely prostor R" jsou uzaviené
vR".
(i) Necht mnozZiny F, C R", a € A # 0, jsou uzaviené
VR". Pak (\,c4 Fa je uzaviena mnozina v R".
(iiiy Necht mnoZiny F;, i =1,....m, jsou uzaviené v R".
Pak \J!" , Fi je uzaviend mnoZina v R".

Poznamka

(i) Pranik libovolného systému uzavienych mnoZzin je
uzavrena mnozina.

(iii) Sjednoceni kone¢né mnoha uzavienych mnoZin je
uzavrena mnozina.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Pozorovani
Necht M c N c R". Pak IntM c IntN a M c N.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Pozorovani
Necht M c N c R". Pak IntM c IntN a M c N.

Véta 6
Necht M c R". Potom plati:

(i) MnoZina M je uzaviend v R".
(i) MnoZina Int M je oteviena v R".
(iii) MnoZina M je oteviena v R", pravé kdyZz M = Int M.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Pozorovani
Necht M c N c R". Pak IntM c IntN a M c N.

Véta 6
Necht M C R". Potom plati:

(i) MnoZina M je uzaviend v R".
(i) MnoZina Int M je oteviena v R".
(iii) MnoZina M je oteviena v R", pravé kdyZz M = Int M.

Poznamka
MnozZina Int M je nejvétsi oteviend mnozina obsazena

v M v nasledujicim smyslu: Je-li G mnozina oteviena v R”
spliujici G ¢ M, pak G C Int M.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Pozorovani
Necht M c N c R". Pak IntM c IntN a M c N.

Véta 6
Necht M C R". Potom plati:

(i) MnoZina M je uzaviend v R".
(i) MnoZina Int M je oteviena v R".
(iii) MnoZina M je oteviena v R", pravé kdyZz M = Int M.

Poznamka
MnozZina Int M je nejvétsi oteviend mnozina obsazena

v M v nasledujicim smyslu: Je-li G mnozina oteviena v R”
spliujici G ¢ M, pak G C Int M. Podobné M je nejmensi
uzaviena mnozina obsahujici M.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Definice
Rekneme, Ze mnozina M C R” je omezena, jestlize

existuje r > 0 spliujici M C B(o,r).
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Definice

Rekneme, e mnozina M C R" je omezena, jestlize
existuje r > 0 spliujici M C B(o, r). Posloupnost prvki R”
je omezena, jestlize mnozina jejich Clenu je omezena.
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V.1. R" jako linearni a metricky prostor

Definice

Rekneme, e mnozina M C R" je omezena, jestlize
existuje r > 0 spliujici M C B(o, r). Posloupnost prvki R”
je omezena, jestlize mnozina jejich Clenu je omezena.

Véta 7
Mnozina M C R" je omezena, prave kdyZ je omezena
mnozina M.
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V.2. Spojité funkce vice proménnych

V.2. Spojité funkce vice promennych
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V.2. Spojité funkce vice proménnych

V.2. Spojité funkce vice promennych

Definice )
Necht f je funkce n proménnych a x € R". Rekneme, Ze f
je spojita v bode x, jestlize plati

VeeR,e>030 € R, 0 >0Vy € B(x,6): f(y) € B(f(x),¢).
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V.2. Spojité funkce vice proménnych

V.2. Spojité funkce vice promennych

Definice )
Necht f je funkce n proménnych a x € R". Rekneme, Ze f
je spojita v bode x, jestlize plati

VeeR,e>030 € R, 0 >0Vy € B(x,6): f(y) € B(f(x),¢).

Necht M c R" a x € M. Rekneme, Ze f je spojita
v bodé x vzhledem k M, jestlize plati

VeeR,e>030 € R, 0 >0Vy € B(x,5)nM: f(y) € B(f(x),e).
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V.2. Spojité funkce vice proménnych

V.2. Spojité funkce vice promennych

Definice )
Necht f je funkce n proménnych a x € R". Rekneme, Ze f
je spojita v bode x, jestlize plati

VeeR,e>030 € R, 0 >0Vy € B(x,6): f(y) € B(f(x),¢).

Necht M c R" a x € M. Rekneme, Ze f je spojita
v bodé x vzhledem k M, jestlize plati

VeeR,e>030 € R, 0 >0Vy € B(x,5)nM: f(y) € B(f(x),e).

Poznamka
Funkce f je spojita v bodé x, jestlize je spojita v x
vzhledem k néjakému okoli bodu x.
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V.2. Spojité funkce vice proménnych

Véta 8 (Heine)

Necht M Cc R", x ¢ M af: M — R. Pak je ekvivalentni:
(i) f je spojita v x vzhledem k M,
(ii) IILTO f(x') = f(x) pro kaZdou posloupnost {x'},

splriujici X’ € M proj € N a lim x/ = x.

J—o0
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V.2. Spojité funkce vice proménnych

Véta 8 (Heine)

Necht M Cc R", x ¢ M af: M — R. Pak je ekvivalentni:
(i) f je spojita v x vzhledem k M,
(ii) IILTO f(x') = f(x) pro kaZdou posloupnost {x'},

splriujici X’ € M proj € N a lim x/ = x.

J—o0

Definice

Necht M c R"a f: M — R. Rekneme, Ze f je spojita na
mnoziné M, jestlize je spojita v kazdém bodé x € M
vzhledem k M.
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V.2. Spojité funkce vice proménnych

Véta 8 (Heine)

Necht M Cc R", x ¢ M af: M — R. Pak je ekvivalentni:
(i) f je spojita v x vzhledem k M,
(ii) IILTO f(x') = f(x) pro kaZdou posloupnost {x'},

splriujici X’ € M proj € N a lim x/ = x.

J—o0

Definice

Necht M c R"a f: M — R. Rekneme, Ze f je spojita na
mnoziné M, jestlize je spojita v kazdém bodé x € M
vzhledem k M.

Poznamka |
Funkce #/: R" — R, ©/(x) = x;, 1 <j < n, jsou spojité
na R". Témto funkcim fikame souradnicové projekce.
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V.2. Spojité funkce vice proménnych

Véta 9
Necht MCR", xeM,f:- M—R,g: M—RaceR.

Jestlize f a g jsou spojité v bodé x vzhledem k M, potom
také funkce cf, f + g a fg jsou spojité v x vzhledem k M.
Pokud navic funkce g je nenulova v bodeé x, pak je spojita
i funkce f/g v bodé x vzhledem k M.
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V.2. Spojité funkce vice proménnych

Véta 9

Necht MCR", xeM,f:- M—R,g: M—RaceR.
Jestlize f a g jsou spojité v bodé x vzhledem k M, potom
také funkce cf, f + g a fg jsou spojité v x vzhledem k M.
Pokud navic funkce g je nenulova v bodé x, pak je spojita
i funkce f/g v bodé x vzhledem k M.

Véta 10

Nechtr,se Ny M C RS, LC R "ay e M. Necht p4,...,¢,
jsou funkce definované na M, spojité v bodé y vzhledem
kM alpi(x),...,0/(X)] € L pro kazdé x € M. Necht

f: L — R je spojita v bodé [p1(Y), - .., pr(Y)] vzhledem

k L. Potom sloZena funkce F: M — R dana predpisem

F(x)=f(e1(x),....0(x)), x€M,

je spojita vy vzhledem k M.



V.2. Spojité funkce vice proménnych

Véta 11
Necht f je spojita funkce naR" a ¢ € R. Potom plati:

(i) MnozZina {x € R"; f(x) < c} je oteviena vRR".
(i) MnoZina {x € R"; f(x) > c} je oteviena v R".
(i) MnoZina {x € R"; f(x) < c} je uzaviena vR".
(iv) Mnozina{x € R"; f(x) > c} je uzaviena v R".
(v) MnoZina {x € R"; f(x) = c} je uzaviena vR".

— N N N
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Definice
MnozZinu M C R"” nazyvame kompakini, pokud z kazdé

posloupnosti prvkd mnoziny M Ize vybrat konvergentni
podposloupnost s limitou v M.
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Definice
MnozZinu M C R"” nazyvame kompakini, pokud z kazdé

posloupnosti prvkd mnoziny M Ize vybrat konvergentni
podposloupnost s limitou v M.

Véta 12 (charakterizace kompaktnich mnozin

v R")

Mnozina M C R" je kompaktni, pravé kdyZ je uzaviena a
omezena.
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Definice

MnozZinu M C R"” nazyvame kompakini, pokud z kazdé
posloupnosti prvkd mnoziny M Ize vybrat konvergentni
podposloupnost s limitou v M.

Véta 12 (charakterizace kompaktnich mnozin
v R")
Mnozina M C R" je kompaktni, pravé kdyZ je uzaviena a
omezena.

-konec 3. prednasky 28.2. ——
Lemma 13

Necht {x'}>*, je omezena posloupnost vRR". Pak z ni Ize
vybrat konvergentni podposloupnost.
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Definice
Necht M c R", x € M a f je funkce definovana alespon

na M ({i. M c Dy). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x
@ maxima na M, jestlize plati Yy € M: f(y) < f(x),
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Definice
Necht M c R", x € M a f je funkce definovana alespon

na M (. M c D;). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x
@ maxima na M, jestlize plati Yy € M: f(y) < f(x),
@ lokalniho maxima vzhledem k M, jestlize existuje
d > 0 takove, Ze Vy € B(x,5) N M: f(y) < f(x),
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Definice
Necht M c R", x € M a f je funkce definovana alespon

na M (. M c D;). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x
@ maxima na M, jestlize plati Yy € M: f(y) < f(x),
@ lokalniho maxima vzhledem k M, jestlize existuje
d > 0 takove, Ze Vy € B(x,5) N M: f(y) < f(x),
@ ostrého maxima na M, jestlize plati
vy € M\ {x}: f(y) < f(x),
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Definice
Necht M c R", x € M a f je funkce definovana alespon

na M (. M c D;). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x
@ maxima na M, jestlize plati Yy € M: f(y) < f(x),
@ lokalniho maxima vzhledem k M, jestlize existuje
d > 0 takove, Ze Vy € B(x,5) N M: f(y) < f(x),
@ ostrého maxima na M, jestlize plati
vy € M\ {x}: f(y) < f(x),
@ ostrého lokalniho maxima vzhledem k M, jestlize

existuje 6 > 0 takové, ze
vy € (B(x,6) \ {x}) N M: f(y) < f(x),
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Definice
Necht M c R", x € M a f je funkce definovana alespon

na M (. M c D;). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x
@ maxima na M, jestlize plati Yy € M: f(y) < f(x),
@ lokalniho maxima vzhledem k M, jestlize existuje
d > 0 takove, Ze Vy € B(x,5) N M: f(y) < f(x),
@ ostrého maxima na M, jestlize plati
vy € M\ {x}: f(y) < f(x),
@ ostrého lokalniho maxima vzhledem k M, jestlize

existuje 6 > 0 takové, ze
vy € (B(x,6)\ {x}) N M: f(y) < f(x),

Analogicky definujeme minimum a ostré minimum na M,
lokalni minimum a ostré lokalni minimum vzhledem k M.
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Definice

Rekneme, Ze funkce f ma v bodé x € R” lokalni
maximum, ma-li v x lokalni maximum vzhledem k
neéjakému okoli bodu x.

Podobneé pro lokalni minimum, ostré lokalni maximum a
ostré lokalni minimum.
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Véta 14 (o nabyvani extrému)
Necht M C R" je neprazdna kompaktni mnoZina a

f: M — R je spojita na M. Pak f nabyva na M svého
maxima i minima.
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Véta 14 (o nabyvani extrému)

Necht M C R" je neprazdna kompaktni mnoZina a
f: M — R je spojita na M. Pak f nabyva na M svého
maxima i minima.

Dusledek
Necht M C R" je kompaktni mnoZinaaf: M — R je
spojita na M. Pak f je omezena na M.
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Definice
Rekneme, Ze funkce f o n proménnych mé v bodé a € R”

limitu rovnou A € R*, jestlize plati

VeeR,e>030 € R,0 >0Vx € B(a,0)\{a}: f(x) € B(A¢).
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Definice
Rekneme, Ze funkce f o n proménnych mé v bodé a € R”

limitu rovnou A € R*, jestlize plati

VeeR,e>030 € R,0 >0Vx € B(a,0)\{a}: f(x) € B(A¢).

Poznamka

@ Kazda funkce ma v daném bodeé nejvyse jednu limitu,
piseme limy_,, f(x) = A.
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Definice
Rekneme, Ze funkce f o n proménnych mé v bodé a € R”

limitu rovnou A € R*, jestlize plati

VeeR,e>030 € R,0 >0Vx € B(a,0)\{a}: f(x) € B(A¢).

Poznamka

@ Kazda funkce ma v daném bodeé nejvyse jednu limitu,
piseme limy_,, f(x) = A.
@ fje spojita v a, prave kdyz limy ., f(x) = f(a).
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Definice
Rekneme, Ze funkce f o n proménnych mé v bodé a € R”

limitu rovnou A € R*, jestlize plati

VeeR,e>030 € R,0 >0Vx € B(a,0)\{a}: f(x) € B(A¢).

Poznamka
@ Kazda funkce ma v daném bodeé nejvyse jednu limitu,
piseme limy_,, f(x) = A.
@ fje spojita v a, prave kdyz limy_,, f(x) = f(a).
@ Pro limity funkci vice proménnych plati obdobné véty
jako pro limity funkci jedné proménné (aritmetika,
policajti, .. .).

Matematika Il V. Funkce vice proménnych



V.2. Spojité funkce vice proménnych

Véta 15 (limita sloZzené funkce vice proménnych
s podminkou (S))

Nechtr,se N,ae M C RS, pq,...,¢, jsou funkce
definované na M splriujici limy_.a ¢j(x) =b;, j=1,...,1,
ab=[by,...,b] € R". Necht f je funkce r proménnych
spojita v bodé b. Definujme sloZenou funkci F: M — R
predpisem

F(x) = f(o1(x), p2(X), .. 0r(X)), X € M.

Pak lim F(x) = f(b).

X—a

Matematika Il V. Funkce vice proménnych
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VA,
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V.3. Parcialni derivace a tecna nadrovina

Definice
Necht f je funkce nproménnych, j € {1,... n}, ae€ R".
Pak Cislo
f f N —f
8_(a) | (a+te)—f(a)
8x, t—0 t

nazyvame parcialni derivaci (prvniho fadu) funkce f podle
Jj-té proménné v bodé a (pokud limita existuje).
-konec 4. prednasky 2.3.2018——M
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Definice
Necht f je funkce nproménnych, j € {1,... n}, ae€ R".
Pak Cislo
f f N —f
8_(3)_| (a+te)—f(a)
8x, t—0 t
i flar,....a_1,8+t ay1,...,an) —f(a,...,an)
= lim
t—0 t

nazyvame parcialni derivaci (prvniho fadu) funkce f podle
Jj-té proménné v bodé a (pokud limita existuje).
-konec 4. prednasky 2.3.2018——M
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Véta 16 (nutna podminka lokalniho extrému)

Necht G C R" je oteviena mnoZina, a € G a funkce

f: G — R ma v bodé a lokalni extrém. Pak pro kazdé

je{1,...,n} plati:

Parcialni derivace 8—X(a) bud' neexistuje, nebo je rovna
j

nule.
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Definice
Necht G C R” je neprazdna a oteviena. Necht funkce

f: G— R mav kazdém bodé mnoziny G spojité vSechny
parcialni derivace (tj. funkce x — g—)’;j(x) jsou spojité na G
pro vSechna j € {1,...,n}). Pak fikdme, Ze funkce f je
tridy C' na G. Mnozinu v8ech takovych funkci znac¢ime
C'(G).
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Definice

Necht G C R” je neprazdna a oteviena. Necht funkce

f: G— R mav kazdém bodé mnoziny G spojité vSechny
parcialni derivace (tj. funkce x — g—)’;j(x) jsou spojité na G

pro vSechna j € {1,...,n}). Pak fikdme, Ze funkce f je
tridy C' na G. Mnozinu v8ech takovych funkci znac¢ime
C'(G).

Poznamka

Pokud je G C R" oteviena a neprazdna a f,g € C'(G),
pakifunkce f + g€ C'(G),f—g e C'(G)afg e C'(G).
Pokud navic Vx € G: g(x) # 0, paki f/g € C'(G).
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Tvrzeni 17 (slaba Lagrangeova véta)
Nechtne N, I, ..., I, C R jsou oteviené intervaly,
I=1h xhkx--xl,feC'(),a,b e I. Potom existuji
body &', ..., &" € I, splriujici fj € (aj, b) pro vsechna
i,je{1,...,n}, takove, Ze

f(b)~ f(a) = Y 5 (€ - a)
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Definice
Necht G C R” je oteviena mnozina,ac Gaf c C'(G).

Pak graf funkce

of of

T: x— f(a) + a—)ﬁ(a)(x1 — 31) + a—xz(a)(Xg — 32)
of

++ axn(a)(Xn_an), XGR”,

nazyvame tecnou nadrovinou ke grafu funkce f v bodé

[a, f(a)].
-konec 5. prednasky 7.3.2018
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V.3. Parcialni derivace a tecna nadrovina

Véta 18 (o teCné nadroving)

Necht G C R" je otevienda mnoZina,ac G,fec C'(G)aT
je funkce, jejimz grafem je te¢na nadrovina ke grafu
funkce f v bodé |a, f(a)|. Pak

lim
X—a p(X, a)

Matematika Il V. Funkce vice proménnych



V.3. Parcialni derivace a tecna nadrovina

Véta 18 (o teCné nadroving)

Necht G C R" je otevienda mnoZina,ac G,fec C'(G)aT
je funkce, jejimz grafem je te¢na nadrovina ke grafu
funkce f v bodé |a, f(a)|. Pak

lim M —0.

X—a p(X, a)

Véta 19
Necht G C R" je oteviena neprazdna mnoZzina a
f € C'(G). Pak f je spojita na G.
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Véta 20 (derivace slozené funkce)
Necht'r,s € N anecht G C R®, H C R" jsou oteviené
mnoZziny. Necht ¢4, ..., ¢, € C'(G), f € C'(H) a bod

[p1(X),...,¢r(X)] € H pro kaZzdé x € G. Potom sloZena
funkce F: G — R dana predpisem

F(X) = f(<p1(X),g02(X),...,(,Or(X)), x € G,

je tfidy C' na G. Necht a € G a b = [p4(a),.. ., ¢r(a)].
Pakproj e {1,...,s} plati

OF  Of Dy
8_)(,-(a) = 2 8_}/,-(b 8_)(,-(3)'
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bhte

a-y, a+y, e

e b bie
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bhte

a-y, a+y, e

e b bie
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hyte

G ¢}

a
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a-y atd

e b bie
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V.3. Parcialni derivace a tecna nadrovina

Definice
Necht G C R” je oteviena mnozina,ac Ga f € C'(G).

Gradientem funkce f v bodé a rozumime vektor

of of of
Vf(a)_ 8_)(1(a)’6_xg(a)""’8_xn(a) :
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V.3. Parcialni derivace a tecna nadrovina

Definice

Je-li G C R" oteviend mnozina,ac G, f € C'(G) a
Vf(a) = o, pak bod a nazyvdme stacionarnim (nékdy téz
kritickym) bodem funkce f.

Matematika Il V. Funkce vice proménnych



V.3. Parcialni derivace a tecna nadrovina

Definice
Necht G C R” je neprazdna oteviena mnozina,
i,je{1,...,n}, funkce f: G — R mav kazdém bodé G

vlastni i-tou parcialni derivaci a a € G. Parciélni derivaci
funkce x — 2L(x) podle proménné x; v bodé a znatime

#1228,
oxi0x;\ X

a nazyvame ji parcialni derivaci druhého radu funkce f.
.. . ~roos v s 92
Je-li i = j, pak pouzivame znaceni g—xig(a).
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Definice
Necht G C R” je neprazdna oteviena mnozina,
i,je{1,...,n}, funkce f: G — R mav kazdém bodé G

vlastni i-tou parcialni derivaci a a € G. Parciélni derivaci
funkce x — 2L(x) podle proménné x; v bodé a znatime

#1228,
oxi0x;\ X

a nazyvame ji parcialni derivaci druhého radu funkce f.
.. . ~roos v s 92
Je-li i = j, pak pouzivame znaceni g—xig(a).

Analogicky se definuji parcialni derivace vysSich rada.
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Poznamka

Obecné nemusi platit 6f’_zafxl_(a) P1_(a).
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Poznamka
Obecné nemusi platit ;27 (a) = 521-(a).

Véta 21 (o zdmeénnosti parcialnich derivaci)
Nechti,je {1,...,n} a funkce f mé na okoli bodu a € R"
obé parcialni der/vace ax ax a-— ax ax, a tyto funkce jsou v
bode a spojité. Pak plati
02f 02f
(‘9x,-8xj(a) N axj@x,-(a)'

-konec 6. prednasky 9.3.2018————
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V.3. Parcialni derivace a tecna nadrovina

Definice 5
Necht G C R” je oteviena mnozina a k € N. Rekneme, ze

funkce f je tfidy CX na G, ma-li f véechny parcialni
derivace az do fadu k spojité na mnoziné G. Mnozinu
vSech takovych funkci znatime C*(G).
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Definice

Necht G C R” je oteviena mnozina a k € N. Rekneme, Ze
funkce f je tfidy CX na G, ma-li f véechny parcialni
derivace az do fadu k spojité na mnoziné G. Mnozinu
vSech takovych funkci znatime C*(G).

Rekneme, Ze funkce f je tfidy C* na G, ma-li f véechny
parcialni derivace vSech radu spojité na mnoziné G.
Mnozinu vSech funkci tfidy C> na G znacime C>(G).
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V.4. Véta o implicitnich funkcich
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

Véta 22 (o implicitni funkci)
Necht G C R™" je oteviend mnozZina, F: G — R, X € R”,
y € R, [X,y] € G a necht plati:

Matematika Il V. Funkce vice proménnych



V.4. Véta o implicitnich funkcich

Véta 22 (o implicitni funkci)
Necht G C R™" je oteviend mnozZina, F: G — R, X € R”,
y € R, [X,y] € G a necht plati:

(i) Fe CY(G),
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

Véta 22 (o implicitni funkci)
Necht G C R™" je oteviend mnozZina, F: G — R, X € R”,
y € R, [X,y] € G a necht plati:

(i) FeCY(G),

(i) F(x,y)=0,
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

Véta 22 (o implicitni funkci)
Necht G C R™" je oteviend mnozZina, F: G — R, X € R”,
y € R, [X,y] € G a necht plati:

(i) FeCY(G),

(i) F(%.5) =0,
(i) 5 (%.9) #0.
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

Véta 22 (o implicitni funkci)
Necht G C R™" je oteviend mnozZina, F: G — R, X € R”,
y € R, [X,y] € G a necht plati:

(i) FeCY(G),

(i) F(%.5) =0,
(i) 5 (%.9) #0.

Pak existuji okoli U C R" bodu X a okoli V C R bodu y
takova, Ze pro kazdé x € U existuje prave jedno y € V
s viastnosti F(x,y) = 0.
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

Véta 22 (o implicitni funkci)
Necht G C R™" je oteviend mnozZina, F: G — R, X € R”,
y € R, [X,y] € G a necht plati:

(i) FeCY(G),

(i) F(%.5) =0,
(i) 5 (%.9) #0.

Pak existuji okoli U C R" bodu X a okoli V C R bodu y
takova, Ze pro kazdé x € U existuje prave jedno y € V

s viastnosti F(x, y) = 0. Oznacime-li toto y jako p(x), pak
takto vznikla funkce ¢ € C'(U) a

oF
o 9F (x, p(x)) |

—(X)=—3%4——— proxeU,je{l,... n}
9™ " T2 o) o)
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V.4. Véta o implicitni
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

17 -1

Matematika Il V. Funkce vice proménnych



V.4. Véta o implicitnich funkcich

Matematika Il V. Funkce vice proménnych



V.4. Véta o implicitnich funkcich

17 -1
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V.4. Véta o implicitni nkcic
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V.4. Véta o implicitnich funkcich
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

;
1
:
XO
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

%

Do S

X- X ¥
On 0 On
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

%

Do S

X- X ¥
On 0 On
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

%

Do S

X- X ¥
On 0 On
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

%

Do S

X- X ¥
On 0 On
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

%

Do S

X- X ¥
On 0 On
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

%

Do S

X- X ¥
On 0 On
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

XF---\-
X
D)

XO' 0
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D)
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D)
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XF---\-
X
D)

XO' 0
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XF---\-
X
D)

XO' 0
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XF---\-
X
D)

XO' 0
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

>< e o

o
o

XO' 0
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

Véta 23 (o implicitnich funkcich)

Necht m,n e N, k e NU{co}, G C R™™ je oteviena
mnoZina, Fi: G—Rproj=1,....m XcR", y ¢ R",
[X,¥]=[X1,..., X0, ¥1,...,¥m] € G @ necht plati:
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

Véta 23 (o implicitnich funkcich)

Necht m,n e N, k e NU{co}, G C R™™ je oteviena
mnoZina, Fi: G—Rproj=1,....m XcR", y ¢ R",
[X,¥]=[X1,..., X0, ¥1,...,¥m] € G @ necht plati:

(i) Fj € CX(G) provsechnaje {1,...,m},
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

Véta 23 (o implicitnich funkcich)
Necht m,n e N, k e NU{co}, G C R™™ je oteviena
mnoZina, Fi: G—Rproj=1,....m XcR", y ¢ R",
[X,¥]=[X1,..., X0, ¥1,...,¥m] € G @ necht plati:

(i) Fj € CX(G) provsechnaje {1,...,m},

(i) Fi(x,y)=0provsechnajec {1,...,m},
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

Véta 23 (o implicitnich funkcich)
Necht m,n e N, k e NU{co}, G C R™™ je oteviena
mnoZina, Fi: G—Rproj=1,....m XcR", y ¢ R",
[X,¥]=[X1,..., X0, ¥1,...,¥m] € G @ necht plati:

(i) Fj € CX(G) provsechnaje {1,...,m},

(i) Fi(x,y)=0provsechnajec {1,...,m},

Gy . g% )
i) | . | #0.
n(X,§) ... Un(%,)
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

Véta 23 (o implicitnich funkcich)
Necht m,n e N, k e NU{co}, G C R™™ je oteviena
mnoZina, Fi: G—Rproj=1,....m XcR", y ¢ R",
[X,¥]=[X1,..., X0, ¥1,...,¥m] € G @ necht plati:

(i) Fj € CX(G) provsechnaje {1,...,m},

(i) Fi(x,y)=0provsechnajec {1,...,m},

‘Z—Q(i,}"') %(i,}"’)
(i) £ 0.
%52”(" y) .. 8Fm(x y)

Pak existuji okoli U C R" bodu X a okoli V C R™ bodu y
takova, Ze pro kazdé x € U existuje pravé jednoy € V
s vlastnosti Fj(x,y) = 0 pro kazdé j € {1,..., m}.
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

Véta 23 (o implicitnich funkcich)
Necht m,n e N, k e NU{co}, G C R™™ je oteviena
mnoZina, Fi: G—Rproj=1,....m XcR", y ¢ R",
[X,¥]=[X1,..., X0, ¥1,...,¥m] € G @ necht plati:

(i) Fj € CX(G) provsechnaje {1,...,m},

(i) Fi(x,y)=0provsechnajec {1,...,m},

‘Z—;‘()"(,J"') %(i,}"’)
(i) £ 0.
%52”(" y) .. 8Fm(x y)

Pak existuji okoli U C R" bodu X a okoli V C R™ bodu y
takova, Ze pro kazdé x € U existuje pravé jednoy € V
s vlastnosti Fj(x,y) = 0 pro kazdé j € {1,..., m}.
Oznacime-li jednotlivé soufadnice tohoto y jako y;(x),
j=1,...,m, pak takto vzniklé funkce ¢; € CX(U).

Matematika Il V. Funkce vice proménnych



V.4. Véta o implicitnich funkcich

Poznamka
Symbol v podmince (iii) Véty 23 se nazyva determinant.

Definovan bude pozdéji.
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V.4. Véta o implicitnich funkcich

Poznamka

Symbol v podmince (iii) Véty 23 se nazyva determinant.
Definovan bude pozdéji.

Pro m =1 plati |a| = a, a € R, tedy podminka (iii) Véty 23
prechazi v podminku (iii) Véty 22.

Pro m = 2 plati ’i 3’ =ad - bc, a,b,c,d € R.
-konec 8. prednasky 16.3.2018——
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V.5. Lagrangeova véta o multiplikatorech

V.5. Lagrangeova véta o multiplikatorech
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V.5. Lagrangeova véta o multiplikatorech

V.5. Lagrangeova véta o multiplikatorech

Veta 24 (Lagrangeova véta o multiplikatoru)
Necht G C R? je oteviend mnoZina, f,g € C'(G),

M= {[x,y] € G; g(x,y) =0} a[X,y] € M je bodem
lokalniho extrému funkce f vzhledem k mnoZiné M. Potom
je splnéna alespori jedna z nasledujicich podminek:
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V.5. Lagrangeova véta o multiplikatorech

V.5. Lagrangeova véta o multiplikatorech

Veta 24 (Lagrangeova véta o multiplikatoru)
Necht G C R? je oteviend mnoZina, f,g € C'(G),

M= {[x,y] € G; g(x,y) =0} a[X,y] € M je bodem
lokalniho extrému funkce f vzhledem k mnoZiné M. Potom
je splnéna alespori jedna z nasledujicich podminek:

() vg(x.y) = o,
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V.5. Lagrangeova véta o multiplikatorech

V.5. Lagrangeova véta o multiplikatorech

Veta 24 (Lagrangeova véta o multiplikatoru)
Necht G C R? je oteviend mnoZina, f,g € C'(G),

M= {[x,y] € G; g(x,y) =0} a[X,y] € M je bodem
lokalniho extrému funkce f vzhledem k mnoZiné M. Potom
je splnéna alespori jedna z nasledujicich podminek:

() Vg(k,¥) = o,

() existuje realné cislo A € R splriujici
of . . 09«
a(xay) )\a(xmy) - 07
of .. . 09«
@(Xuy) A@(th)_o
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V.5. Lagrangeova véta o multiplikatorech

XL
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V.5. Lagrangeova véta o multiplikatorech
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V.5. Lagrangeova véta o multiplikatorech

Véta 25 (Lagrangeova véta o multiplikatorech)

Necht m;ne N, m < n, G C R” je oteviena mnoZina,
f.01,...,9m € CY(QG),

M={zeG; g(2)=0,0.(2) =0,...,9m(2) = 0}

a bod z € M je bodem lokalniho extrému funkce f
vzhledem k mnoziné M. Potom je spinéna alespor jedna
z nasledujicich podminek:
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V.5. Lagrangeova véta o multiplikatorech

Véta 25 (Lagrangeova véta o multiplikatorech)

Necht m;ne N, m < n, G C R” je oteviena mnoZina,
f.01,...,9m € CY(QG),

M={zeG; g(2)=0,0.(2) =0,...,9m(2) = 0}

a bod z € M je bodem lokalniho extrému funkce f
vzhledem k mnoziné M. Potom je spinéna alespor jedna
z nasledujicich podminek:
() vektory
vg1 (2)7 Vg2(2)7 s 7ng(2)

jsou linearné zavislé,
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V.5. Lagrangeova véta o multiplikatorech

Véta 25 (Lagrangeova véta o multiplikatorech)

Necht m;ne N, m < n, G C R” je oteviena mnoZina,
f.01,...,9m € CY(QG),

M={zeG; g(2)=0,0.(2) =0,...,9m(2) = 0}

a bod z € M je bodem lokalniho extrému funkce f
vzhledem k mnoziné M. Potom je spinéna alespor jedna
z nasledujicich podminek:

() vektory
V91(2),V9:(2),...,Vgm(2)
jsou linearné zavislé,
() existuji realna Cisla \1, Mz, . .., A\m € R splriujici
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V.5. Lagrangeova véta o multiplikatorech

Poznamka

@ Pojem linearni zavislosti vektort bude zaveden
pozdéji.
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V.5. Lagrangeova véta o multiplikatorech

Poznamka

@ Pojem linearni zavislosti vektort bude zaveden
pozdéji.
Pro m = 1 plati, Ze vektor je linearné zavisly, pravé
kdyZ je nulovy.
Pro m = 2 plati, ze dva vektory jsou linearné zavislé,
prave kdyz jeden z nich je nasobkem druhého.

Matematika |1 V. Funkce vice proménnych



V.5. Lagrangeova véta o multiplikatorech

Poznamka

@ Pojem linearni zavislosti vektort bude zaveden
pozdéji.
Pro m = 1 plati, Ze vektor je linearné zavisly, pravé
kdyz je nulovy.
Pro m = 2 plati, ze dva vektory jsou linearné zavislé,
prave kdyz jeden z nich je nasobkem druhého.

@ Cisla A1, ..., A se nazyvaji Lagrangeovy
multiplikatory.

-konec 9. prednasky 21.3.2018—————
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

IV.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

a=1-a+0-b=a+0-(b—a)
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

(o

b=0-a+1-b=a+1-(b—a)
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

\
N
\
\
N
(@ 2N
N
N
.
N
N

-(b-a)

PN

-b=a+

I

3 a4
4
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

\
N
\
\
N
(@ 2N
\
N
.
N
N

-(b-a)

N =

-b=a+

N =

la
2
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

W

-b=a+

AW

-a+ -(b— a)

1
4
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

\
N
\
\
N
(@ 2N
N
N
.
N
N

~"a

t-a+(1-1)-b=a+(1-1) (b-a)
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Definice .
Necht M C R". Rekneme, Zze M je konvexni mnozina,
jestlize plati:

Vx,y e MVte (0,1): tx+ (1 —t)y € M.
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Definice
Necht M C R je konvexni mnozina a funkce f je
definovana na M. Rekneme, Ze funkce f je

@ konkavni na M, jestlize

Va,b € Mvte (0,1): f(ta+(1-t)b) > tf(a)+(1-1t)f(b),
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Definice
Necht M C R je konvexni mnozina a funkce f je
definovana na M. Rekneme, Ze funkce f je

@ konkavni na M, jestlize
Va,b e Mvte (0,1): f(ta+(1-t)b) > tf(a)+(1-1t)f(b),
@ ryze konkavni na M, jestlize

Va,be M,a+bVvte (0,1):
f(ta+ (1 —t)b) > tf(a) + (1 — t)f(b).
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Definice
Necht M C R je konvexni mnozina a funkce f je
definovana na M. Rekneme, Ze funkce f je

@ konkavni na M, jestlize
Va,b e Mvte (0,1): f(ta+(1-t)b) > tf(a)+(1-1t)f(b),

@ ryze konkavni na M, jestlize

Va,be M,a+bVvte (0,1):
f(ta+ (1 —t)b) > tf(a) + (1 — t)f(b).

Poznamka
Obracenim nerovnosti obdrzime definici konvexni a ryze
konvexni funkce.
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Poznamka
Funkce f je konvexni (ryze konvexni), prave kdyz

funkce —f je konkavni (ryze konkavni).

Véty v tomto oddile jsou formulovany pro konkavni a ryze
konkavni funkce, jejich zfrejmé analogie plati i pro
konvexni a ryze konvexni funkce.
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Poznamka
Funkce f je konvexni (ryze konvexni), prave kdyz

funkce —f je konkavni (ryze konkavni).

Véty v tomto oddile jsou formulovany pro konkavni a ryze
konkavni funkce, jejich zfrejmé analogie plati i pro
konvexni a ryze konvexni funkce.

Poznamka

@ Pokud je funkce f je ryze konkavni na M, pak je i
konkavni na M.
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Poznamka
Funkce f je konvexni (ryze konvexni), prave kdyz

funkce —f je konkavni (ryze konkavni).

Véty v tomto oddile jsou formulovany pro konkavni a ryze
konkavni funkce, jejich zfrejmé analogie plati i pro
konvexni a ryze konvexni funkce.

Poznamka
@ Pokud je funkce f je ryze konkavni na M, pak je i
konkavni na M.

@ Necht funkce f je konkavni na M. Pak f je ryze
konkavni na M, pravé kdyz graf f ,neobsahuje

usecku®, tj.
—(Ja,be M,a+b, vt (0,1):
f(ta+ (1 —t)b) = tf(a) + (1 — t)f(b))
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Véta 26
Necht funkce f je konkavni na oteviené konvexni
mnoziné G C R". Pak f je spojita na G.
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Véta 26

Necht funkce f je konkavni na oteviené konvexni
mnoziné G C R". Pak f je spojita na G.

Véta 27

Necht funkce f je konkavni na konvexni mnoziné M C R".
Pak pro kaZzdé o € R je mnoZina Q, = {x € M; f(x) > o}
konvexni.

Matematika Il V. Funkce vice proménnych



V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Véta 28 (charakterizace konkavnich funkci
ttidy C')

Necht G C R" je konvexni oteviena mnozina a f € C'(G).

(i) Funkce f je konkavni na G, pravé kdyz

Vx.y € G (y) < ) + Y O () - x).
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Véta 28 (charakterizace konkavnich funkci
ttidy C')

Necht G C R" je konvexni oteviena mnozina a f € C'(G).

(i) Funkce f je konkavni na G, pravé kdyz
" of
VX, y € G f(y) < f(x)+ ) i i = x).
I
(i) Funkce f je ryze konkavni na G, prave kdyz

VX,ye G XYy f Z
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Dusledek 29

Necht G C R" je konvexni oteviena mnozina a f € C'(G)
je konkavni na G. Je-li bod a € G stacionarnim bodem
funkce f (. Vf(a) = o), pak je bod a bodem maxima
funkce f na mnozine G.
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Definice
Necht M C R" je konvexni mnoZzina a funkce f je
definovana na M. Rekneme, Ze funkce f je

@ kvazikonkavni na M, jestlize

Va,b e MVt e (0,1): f(tat+(1—t)b) > min{f(a), f(b)},
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Definice
Necht M C R" je konvexni mnoZzina a funkce f je
definovana na M. Rekneme, Ze funkce f je

@ kvazikonkavni na M, jestlize
Va,bec MVte (0,1): f(ta+(1—t)b) > min{f(a), f(b)},
@ ryze kvazikonkavni na M, jestlize

Va,be M,a+# b, Vt € (0,1):
f(ta+ (1 — t)b) > min{f(a), f(b)}.
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Definice
Necht M C R” je konvexni mnozina a funkce f je

definovana na M. Rekneme, Ze funkce f je
@ kvazikonkavni na M, jestlize

Va,bec MVte (0,1): f(ta+(1—t)b) > min{f(a), f(b)},
@ ryze kvazikonkavni na M, jestlize

Va,be M,a+# b, Vt € (0,1):
f(ta+ (1 — t)b) > min{f(a), f(b)}.

Poznamka
Obréacenim nerovnosti a zaménou minima za maximum

obdrzime definici kvazikonvexni a ryze kvazikonvexni
funkce.
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

1
- /7?;7/1 1/ II

iy
i Ill'l‘

77
i
:’§?§‘Z'éllfn{’llllll"'
0
L7

2
S
e are ety
= ST 2
202020 004

i

207
.,00,010005'
$S25205825

L

o
> SXHK 7
e e e %

Matematika Il V. Funkce vice proménnych



V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Poznamka
Funkce f je kvazikonvexni (ryze kvazikonvexni), pravé

kdyz funkce —f je kvazikonkavni (ryze kvazikonkavni).
Véty v tomto oddile jsou formulovany pro kvazikonkavni a
ryze kvazikonkavni funkce, jejich zfejmé analogie plati i
pro kvazikonvexni a ryze kvazikonvexni funkce.
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Poznamka
Funkce f je kvazikonvexni (ryze kvazikonvexni), pravé

kdyz funkce —f je kvazikonkavni (ryze kvazikonkavni).
Véty v tomto oddile jsou formulovany pro kvazikonkavni a
ryze kvazikonkavni funkce, jejich zfejmé analogie plati i
pro kvazikonvexni a ryze kvazikonvexni funkce.

Poznamka

@ Pokud je funkce f je ryze kvazikonkavni na M, pak je
i kvazikonkavni na M.

Matematika Il V. Funkce vice proménnych



V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Poznamka
Funkce f je kvazikonvexni (ryze kvazikonvexni), pravé

kdyz funkce —f je kvazikonkavni (ryze kvazikonkavni).
Véty v tomto oddile jsou formulovany pro kvazikonkavni a
ryze kvazikonkavni funkce, jejich zfejmé analogie plati i
pro kvazikonvexni a ryze kvazikonvexni funkce.

Poznamka

@ Pokud je funkce f je ryze kvazikonkavni na M, pak je
i kvazikonkavni na M.

@ Necht funkce f je kvazikonkavni na M. Pak f je ryze
kvazikonkavni na M, prave kdyz graf f ,neobsahuje
vodorovnou usecku®, tj.

—~(3a,be M,a+ b, vt € (0,1): f(ta+(1-t)b) = f(a)).
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Poznamka
Necht M C R” je konvexni mnozina a f je funkce

definovana na M. Pak plati:
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Poznamka
Necht M C R” je konvexni mnozina a f je funkce

definovana na M. Pak plati:
@ Je-li f konkavni na M, pak je i kvazikonkavni na M.
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Poznamka
Necht M C R” je konvexni mnozina a f je funkce

definovana na M. Pak plati:
@ Je-li f konkavni na M, pak je i kvazikonkavni na M.
@ Je-li f ryze konkavni na M, pak je i ryze
kvazikonkavni na M.

Matematika Il V. Funkce vice proménnych



V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Véta 30 (o jednoznacnosti extrému)

Necht f je ryze kvazikonkavni funkce na konvexni
mnoZiné M C R". Pokud f nabyva na M svého maxima,
pak ho nabyva praveé v jednom bode.
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Véta 30 (o jednoznacnosti extrému)

Necht f je ryze kvazikonkavni funkce na konvexni
mnoZiné M C R". Pokud f nabyva na M svého maxima,
pak ho nabyva praveé v jednom bode.

Dusledek

Necht M C R" je konvexni, omezena, uzavrena a
neprazdna mnoZina a f je spojita a ryze kvazikonkavni
funkce na M. Pak f nabyva maxima na M pravé v jednom
bodé.

-konec 10. pfednasky 23.3.2018——————
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni

Véta 31 (charakterizace kvazikonkavnich funkci
pomoci Urovhovych mnozin)

Necht M C R" je konvexni mnoZina a f je funkce
definovana na M. Funkce f je kvazikonkavni na M prave
tehdy, kdyZ pro kazdé o € R je mnoZina

Q. = {x € M; f(x) > a} konvexni.
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

VI.1. Zakladni operace s maticemi
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

VI.1. Zakladni operace s maticemi

Definice
Tabulku
ayn 2 ... Qin
doy a2 ... Qop
. . Y
am amz ... amn

kde gj € R,i=1,...,m,j=1,...,n, nazyvame matici
typu m x n. Zkrdcené zapisujeme (&;)i=1..m-
j=1..n

Matematika Il VI. Maticovy pocet



VI.1. Z&kladni operace s maticemi

VI.1. Zakladni operace s maticemi

Definice
Tabulku
a1 a2 ... ain
doy a2 ... Qop
. . )
am dmz2 ... @mn
kde gj € R,i=1,...,m,j=1,...,n, nazyvame matici

typu m x n. Zkrdcené zapisujeme (&;)i=1..m-
j=1..n
Matici typu n x n nazyvame Ctvercovou matici radu n.
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

VI.1. Zakladni operace s maticemi

Definice
Tabulku
a1 a2 ... ain
doy a2 ... Qop
. )
am dmz2 ... @mn
kde gj € R,i=1,...,m,j=1,...,n, nazyvame matici

typu m x n. Zkrdcené zapisujeme (&;)i=1..m-
j=1..n

Matici typu n x n nazyvame Ctvercovou matici radu n.
Mnozinu vSech matic typu m x n znaCime M(m x n).

Matematika |1 VI. Maticovy pocet



VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Necht
ayr a2 ... Qin
ax 82 ... dzp
A=
Am amz2 ... Amn

O n-tici Cisel (ajr, ajz, - - ., ain), kde i € {1,2, ..., m},
mluvime jako o i-tém radku matice A.
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Necht
ayr a2 ... ain
ax 82 ... dzp
A=
Am amz2 ... Amn

O n-tici Cisel (ajr, ajz, . - ., ain), kde i € {1,2, ..., m},
mluvime jako o i-tém radku matice A.
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Necht
ayr a2 ... Qin
aoq Ao ... @&op
A=
Am amz2 ... Amn

O n-tici Cisel (ajr, ajz, . - ., ain), kde i € {1,2, ..., m},
mluvime jako o i-tém radku matice A.

Matematika |1 VI. Maticovy pocet



VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Necht
ayr a2 ... Qin
ax 82 ... dzp
A=
Am amz2 ... Amn

O n-tici Cisel (ajr, ajz, - - ., ain), kde i € {1,2, ..., m},
mluvime jako o i-tém radku matice A.
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Necht
ayr a2 ... Qin
ax 82 ... dzp
A=
am dm2 ... Qmn

O n-tici Cisel (ajr, ajz, - - ., ain), kde i € {1,2, ..., m},
mluvime jako o i-tém radku matice A.
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Necht
ayr a2 ... Qin
ax 82 ... dzp
A=
Am amz2 ... Amn

O n-tici Cisel (ajr, ajz, - - ., ain), kde i € {1,2, ..., m},
mluvime jako o i-tém fadku matice A.

aij
agj'

O m-tici Gisel ( ) kdeje€ {1,2, ..., n}, mluvime jako o

amj

J-tém sloupci matice A.
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Necht
ayr a2 ... in
doq o2 ... @&op
A=
dm m2 ... Qmn

O n-tici Cisel (ajr, ajz, - - ., ain), kde i € {1,2, ..., m},
mluvime jako o i-tém fadku matice A.

aij
agj'

O m-tici Gisel ( ) kdej e {1,2, ..., n}, mluvime jako o

amj

J-tém sloupci matice A.
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Necht
ayr a2 ... Qin
ax dp2 ... @zp
A=
Ami dm2 ... Amn

O n-tici Cisel (ajr, ajz, - - ., ain), kde i € {1,2, ..., m},
mluvime jako o i-tém fadku matice A.

aij
agj'

O m-tici Gisel ( ) kdeje€ {1,2, ..., n}, mluvime jako o

amj

J-tém sloupci matice A.
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Necht
ayr a2 ... Qin
ax 82 ... a2p
A=
am A8me .- @mn

O n-tici Cisel (ajr, ajz, - - ., ain), kde i € {1,2, ..., m},
mluvime jako o i-tém fadku matice A.

aij
agj'

O m-tici Gisel ( ) kdeje€ {1,2, ..., n}, mluvime jako o

amj

J-tém sloupci matice A.
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Necht
ayr a2 ... Qain
ax 82 ... dzp
A=
Am 8mz2 ... Amn

O n-tici Cisel (ajr, ajz, - - ., ain), kde i € {1,2, ..., m},
mluvime jako o i-tém fadku matice A.

aij
agj'

O m-tici Gisel ( ) kdeje€ {1,2,...,n}, mluvime jako o

amj

J-tém sloupci matice A.

Matematika |1 VI. Maticovy pocet



VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Rekneme, Ze dvé matice se rovnaji, pokud jsou stejného

typu a vSechny odpovidajici prvky se rovnaji, tj. pokud
A= (gj)i= ~1.m @ B = (bu.,)u 1, pak A = B, praveé kdyz
1=

m=r, n_saa,,—b,,we{1 Lompvje{1,....n}.

Matematika |1 VI. Maticovy pocet



VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Necht A,B € M(m x n), A= (aj)i= “t.m, B = (bj)i= —t.m;
/= J=1..n

A € R. Pak souctem matic A a B rozumime matici

ai+byy ap+bz2 ... an+ b

a1+ bt apm+by ... an+ b
A+B= . . .

am1 + bm1 ame + bm1 ... 8mn + bmn
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Necht A,B € M(m x n), A= (aj)i= “t.m, B = (bj)i= —t.m;
/= J=1..n

A € R. Pak souctem matic A a B rozumime matici

ai+byy ap+bz2 ... an+ b

a1+ bt apm+by ... an+ b
A+B= . . .

am1 + bm1 ame + bm1 ... 8mn + bmn

Soucinem reéalného Cisla A\ a matice A (téz A\-nasobkem
matice A) rozumime matici

Adi1 A@i2 ... Aaip

A8y M@ ... Aaop
N = ) . .

ANm A@mz ... A@mn
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Tvrzeni 32 (zakladni vlastnosti s¢itani matic a
nasobeni skalarem)
Plati:
@ VA B.CcM(mxn): A+(B+C)=(A+B)+C,
(asociativita)
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Tvrzeni 32 (zakladni vlastnosti s¢itani matic a
nasobeni skalarem)
Plati:
@ VA B.CcM(mxn): A+(B+C)=(A+B)+C,
(asociativita)
@ VA Be M(mxn): A+ B=B+ A, (komutativita)
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Tvrzeni 32 (zakladni vlastnosti s¢itani matic a
nasobeni skalarem)
Plati:
@ VA B,CcM(mxn): A+ (B+C)
(asociativita)
@ VA Be M(mxn): A+ B=B+ A, (komutativita)
@ JJO e M(mxn)VAe M(mx n): A+ O=A,
(existence nulového prvku)

(A+B)+C,
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Tvrzeni 32 (zakladni vlastnosti s¢itani matic a
nasobeni skalarem)
Plati:
@ VA B,CcM(mxn): A+ (B+C)
(asociativita)
@ VA Be M(mxn): A+ B=B+ A, (komutativita)
@ JJO e M(mxn)VAe M(mx n): A+ O=A,
(existence nuloveého prvku)
@ VAc M(mx n)31Cac M(mxn): A+ Ca= O,
(existence opacného prvku)

(A+B)+C,
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Tvrzeni 32 (zakladni vlastnosti s¢itani matic a
nasobeni skalarem)
Plati:
@ VA B,CcM(mxn): A+ (B+C)
(asociativita)
@ VA Be M(mxn): A+ B=B+ A, (komutativita)
@ JJO e M(mxn)VAe M(mx n): A+ O=A,
(existence nulového prvku)
@ VAc M(mx n)31Cac M(mxn): A+ Ca= O,
(existence opacného prvku)
@ VAc M(mx n) VA, ueR: (M)A = \prA),

(A+B)+C,
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Tvrzeni 32 (zakladni vlastnosti s¢itani matic a
nasobeni skalarem)
Plati:
@ VA B,CcM(mxn): A+ (B+C)
(asociativita)
@ VA Be M(mxn): A+ B=B+ A, (komutativita)
@ JJO e M(mxn)VAe M(mx n): A+ O=A,
(existence nulového prvku)
@ VAc M(mx n)31Cac M(mxn): A+ Ca= O,
(existence opacného prvku)
@ VAc M(mx n) VA, ueR: (M)A = \prA),
@ VAc M(mxn):1-A=A,

(A+B)+C,
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Tvrzeni 32 (zakladni vlastnosti s¢itani matic a
nasobeni skalarem)
Plati:
@ VA B,CcM(mxn): A+ (B+C)
(asociativita)
@ VA Be M(mxn): A+ B=B+ A, (komutativita)
@ JJO e M(mxn)VAe M(mx n): A+ O=A,
(existence nuloveého prvku)
@ VAc M(mx n)31Cac M(mxn): A+ Ca= O,
(existence opacného prvku)
@ VAc M(mx n) VA, ueR: (M)A = \prA),
@ VAc M(mxn):1-A=A,
@ VAc M(mx n)VA, peR: (A + p)A= A+ 1A,

(A+B)+C,
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Tvrzeni 32 (zakladni vlastnosti s¢itani matic a
nasobeni skalarem)
Plati:
@ VA B.CcM(imxn): A+ (B+ C)
(asociativita)
@ VA Be M(mxn): A+ B=B+ A, (komutativita)
@ JJO e M(mxn)VAe M(mx n): A+ O=A,
(existence nuloveého prvku)
@ VAc M(mx n)31Cac M(mxn): A+ Ca= O,
(existence opacného prvku)
@ VAc M(mx n) VA, ueR: (M)A = \prA),
@ VAc M(mxn):1-A=A,
@ VAc M(mx n)VA, peR: (A + p)A= A+ 1A,
@ VABec M(mxn)VAeR: \(A+ B)=)A+ \B.

Matematika |1 VI. Maticovy pocet

(A+B)+C,



VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Poznamka

@ Matici O z predeslého tvrzeni fikdme nulova matice a
vSechny jeji prvky jsou nulové.
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Poznamka

@ Matici O z predeslého tvrzeni fikdme nulova matice a
vSechny jeji prvky jsou nulové.

@ Matice C4 z pfedeslého tvrzeni se nazyva matice
opacna k A. Je uréena jednoznacné, znaCime ji —A a
platl' —A= (—a,-j),-,:1_,m a-A=-1- A

j=1..n
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Necht Ac M(mx n), A= (a,s), —t..m, B ¢ M(n x k),

B = (bsj)s—1..n. Pak soucinem matic A a B rozumime
J=1..k

matici AB € M(m x k), AB = (c,j);;11,,,p, kde
j=1..

n
Cij = Z a,-sbsj.
s=1

-konec 11. prednasky 28.3.2018——
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Nasobeni matic

ai are
dp1 a2 .(bﬂ bi2 b13>
dz1 as2 b1 box bos
aay  aaz
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Nasobeni matic

ai are
dp1 a2 .(bﬂ bi2 b13>
dz1 as2 b1 box bos
aay  aaz

ai1biy + ai2b2r  a11bi2 + a2box  a11b13 + Ay2b23
a1b11 + @ob2t  @p1by2 + @2boo  @21by3 + A22b23
az1biy + asebpy  @z1by2 + @seboo  @31by3 + azobaz
as1b11 + Qaobo1  A41b12 + Qsoboo  A41b13 + sobos
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Nasobeni matic

ai are
dp1 a2 .(bﬂ bi2 b13>
dz1 as2 b1 box bos
aay  aaz

ai1biy + ai2bay ay1bi2 + azbox  a@11b13 + ay2b23
a1b11 + @ob2t  @p1by2 + @2boo  @21by3 + A22b23
az1biy + asebpy  @z1by2 + @seboo  @31by3 + azobaz
as1b11 + Qaobo1  A41b12 + Qsoboo  A41b13 + sobos
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Nasobeni matic

ai are
dp1 a2 .(bﬂ bi2 b13>
dz1 as2 Do bz bos
aay  aaz

ai1by1 + @2bor  ay1biz + @12b22  a11b13 + @12b23
a1b11 + @ob2t  @p1by2 + @2boo  @21by3 + A22b23
az1biy + asebpy  @z1by2 + @seboo  @31by3 + azobaz
as1b11 + Qaobo1  A41b12 + Qsoboo  A41b13 + sobos

Matematika |1 VI. Maticovy pocet



VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Nasobeni matic

ai are
dp1 a2 .(bﬂ bi2 b13>
dz1 as2 b1 box bos
aay  aaz

ai1biy + ai2b2r  a11bi2 + a2box  a11b13 + Ay2b23
a1b11 + @ob2t  @p1by2 + @2boo  @21by3 + A22b23
az1biy + asebpt  @z1bio + @soboo  @31by3 + azobaz
as1b11 + Qaobo1  A41b12 + Qsoboo  A41b13 + sobos
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Nasobeni matic

ai are
dp1 a2 .(bﬂ b1z b13>
dz1 as b1 Do bos
aay  aaz

ai1biy + ai2b2r  a11bi2 + a2box  a11b13 + Ay2b23
a1b11 + @ob2t  @p1by2 + @2boo  @21by3 + A22b23
az1biy + asebpy  @z1bio + @s2boo  @31by3 + azobaz
as1b11 + Qaobo1  A41b12 + Qsoboo  A41b13 + sobos
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Véta 33 (vlastnosti maticového nasobeni)
Necht m,n, k., | € N. Pak plati:

(i) VAe M(mx n) VB € M(n x k) VC €
M(k x I): A(BC) = (AB)C, (asociativita nasobeni)
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Véta 33 (vlastnosti maticového nasobeni)
Necht m,n, k., | € N. Pak plati:
(i) VAe M(mx n) VB € M(n x k) VC €
M(k x I): A(BC) = (AB)C, (asociativita nasobeni)
(i) VA€ M(mx n)VB,C e
M(n x k): A(B+ C) = AB + AC, (distributivita zleva)
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Véta 33 (vlastnosti maticového nasobeni)
Necht m,n, k., | € N. Pak plati:
(i) VAe M(mx n) VB € M(n x k) VC €
M(k x I): A(BC) = (AB)C, (asociativita nasobeni)
(i) VA€ M(mx n)VB,C e
M(n x k): A(B+ C) = AB + AC, (distributivita zleva)
(iii) VA, B € M(m x n)VC e
M(nx k): (A+ B)C = AC + BC, (distributivita
Zprava)
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Véta 33 (vlastnosti maticového nasobeni)
Necht m,n, k., | € N. Pak plati:
(i) VAe M(m x n) VB € M(n x k) VC €
M(k x I): A(BC) = (AB)C, (asociativita nasobeni)
(i) VAe M(m x n)VB, C €
M(n x k): A(B+ C) = AB + AC, (distributivita zleva)

(i) VA,B € M(m x n)VC €
M(n x k): (A+ B)C = AC + BC, (distributivita
Zprava)

(iv) 3 e M(nx n)YAe M(nxn): IA=Al=A.
(existence a jednoznacnost jednotkové matice 1)
Dale Bl = B pro B M(m x n) alC = C pro
C c M(n x k),
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Véta 33 (vlastnosti maticového nasobeni)
Necht m,n, k., | € N. Pak plati:
(i) VAe M(m x n) VB € M(n x k) VC €
M(k x I): A(BC) = (AB)C, (asociativita nasobeni)
(i) VAe M(m x n)VB, C €
M(n x k): A(B+ C) = AB + AC, (distributivita zleva)
(i) VA,B € M(m x n)VC €
M(n x k): (A+ B)C = AC + BC, (distributivita
Zprava)
(iv) 3 e M(nx n)YAe M(nxn): IA=Al=A.
(existence a jednoznacnost jednotkové matice 1)
Dale Bl = B pro B M(m x n) alC = C pro

C c M(n x k),
(v) VAe M(mx n)VB € M(nx k) VA € R: (AMA)B =
A(\B) = \(AB). (nasobeni skalarem)

Matematika |1 VI. Maticovy pocet



VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Poznamka
Pozor! Maticové nasobeni neni komutativni.
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Transponovanou matici k matici

ayy a2 a3 ... @in
axt 82 dp3 ... dop
A=
dm dm2 dams --. @mn
rozumime matici
ayr aq ... am
aiz dp2 ... ame
AT = | &3 a3 ... am |
ayp don .. Amn
. T
tj. pokud A = (&j)i= 1., pak A" = (bu.,) .n, kde
J= v=1.m
bw:avuprokazdeue{1,...,n},ve{ ,2, ..., m}.
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Transponovanou matici k matici

ayy a2 a3 ... ain
axt 82 dp3 ... dop
A=
dm dm2 dams --. @mn
rozumime matici
ayr aq ... am
aipg dzx ... ame
AT = | a3 @3 ... am |
ayp don .. Amn
. T
tj. pokud A = (&j)i= 1., pak A" = (bu.,) .n, kde
J= v=1.m
bw:avuprokazdeue{1,...,n},ve{ ,2, ..., m}.
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Transponovanou matici k matici

ayy a2 a3 ... @in
dpy dop dp3 ... dop
A=
dm dm2 dams --. @mn
rozumime matici
a1 det ... am
aiz do2 ... ame
AT = | &3 dxs ... am |
ain azn .. Amn
. T
tj. pokud A = (&j)i= 1., pak A" = (bu.,) .n, kde
J= v=1.m
bw:avuprokazdeue{1,...,n},ve{ 2, ..., m}.
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Transponovanou matici k matici

ayy a2 a3 ... @in
axt 82 dp3 ... dop
A=
dm dm2 dams --. @mn
rozumime matici
ayr aq ... am
aiz dp2 ... ame
AT = | &3 a3 ... am |
ayp dop .. Amn
. T
tj. pokud A = (&j)i= 1., pak A" = (bu.,) .n, kde
J= v=1.m
bw:avuprokazdeue{1,...,n},ve{ ,2, ..., m}.
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Definice
Transponovanou matici k matici

ayy a2 a3 ... @in
axt 82 dp3 ... dop
A=
dm dm2 dams ... dmn
rozumime matici
ayr aq ... am
g ax ... adme
AT = | &3 a3 ... am |
ayp don .. Amn
. T
tj. pokud A = (&j)i= 1., pak A" = (bu.,) .n, kde
J= v=1.m
bw:avuprokazdeue{1,...,n},ve{ ,2, ..., m}.
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Véta 34 (vlastnosti transponovanych matic)
Plati:
(i) YA€ M(mx n): (AT)" = A,
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Véta 34 (vlastnosti transponovanych matic)
Plati:

(i) YA€ M(mx n): (AT)" = A,

(i) VA, Be M(mx n): (A+B)T =A" + B,
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VI.1. Z&kladni operace s maticemi

Véta 34 (vlastnosti transponovanych matic)
Plati:

(i) YA€ M(mx n): (AT)" = A,

(i) VA, Be M(mx n): (A+B)T =A" + B,

(i) VA€ M(m x n)VB e M(nx k): (AB)T = BTA’.
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VI.2. Regularni matice

VI.2. Regularni matice
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VI.2. Regularni matice

VI.2. Regularni matice

Definice §
Necht A € M(n x n). Rekneme, Ze A je regularni matice,
pokud existuje B € M(n x n) takova, zZe

AB=BA=1.
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VI.2. Regularni matice
VI.2. Regularni matice

Definice §
Necht A € M(n x n). Rekneme, Ze A je regularni matice,
pokud existuje B € M(n x n) takova, zZe

AB=BA=1.

Definice
Rekneme, Ze matice B € M(n x n) je inverzni matici k
matici A € M(n x n), jestlize AB= BA = I.
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VI.2. Regularni matice
VI.2. Regularni matice

Definice §
Necht A € M(n x n). Rekneme, Ze A je regularni matice,
pokud existuje B € M(n x n) takova, zZe

AB=BA=1.

Definice
Rekneme, Ze matice B € M(n x n) je inverzni matici k
matici A € M(n x n), jestlize AB= BA = I.

Poznamka
Matice A € M(n x n) je regularni, pravé kdyz k ni existuje
inverzni matice.
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VI.2. Regularni matice

Poznamka

@ Necht A € M(n x n) je regularni. Pak k ni existuje
pravé jedna inverzni matice. Znaéime ji A~".
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VI.2. Regularni matice

Poznamka

@ Necht A € M(n x n) je regularni. Pak k ni existuje
pravé jedna inverzni matice. Znaéime ji A~".

@ Pokud pro matice A, B € M(n x n) plati AB = I, pak
také BA = I.
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VI.2. Regularni matice

Poznamka

@ Necht A € M(n x n) je regularni. Pak k ni existuje
pravé jedna inverzni matice. Znaéime ji A~".

@ Pokud pro matice A, B € M(n x n) plati AB = I, pak
také BA = I.

Véta 35 (regularita a maticové operace)
Necht' A, B € M(n x n) jsou regularni matice. Pak plati:

-konec 12. pfednasky 4.4.2018—————



VI.2. Regularni matice

Poznamka

@ Necht A € M(n x n) je regularni. Pak k ni existuje
pravé jedna inverzni matice. Znaéime ji A~".

@ Pokud pro matice A, B € M(n x n) plati AB = I, pak
také BA = I.

Véta 35 (regularita a maticové operace)
Necht' A, B € M(n x n) jsou regularni matice. Pak plati:

(i) A" je regulérni maticea (A1) ' = A,

-konec 12. pfednasky 4.4.2018—————



VI.2. Regularni matice

Poznamka

@ Necht A € M(n x n) je regularni. Pak k ni existuje
pravé jedna inverzni matice. Znaéime ji A~".

@ Pokud pro matice A, B € M(n x n) plati AB = I, pak
také BA = I.

Véta 35 (regularita a maticové operace)
Necht' A, B € M(n x n) jsou regularni matice. Pak plati:

(i) A" je regulérni maticea (A1) ' = A,

(i) AT je reguldrni matice a (A7) = (A7),

-konec 12. pfednasky 4.4.2018—————



VI.2. Regularni matice

Poznamka

@ Necht A € M(n x n) je regularni. Pak k ni existuje
pravé jedna inverzni matice. Znaéime ji A~".

@ Pokud pro matice A, B € M(n x n) plati AB = I, pak
také BA = I.

Véta 35 (regularita a maticové operace)
Necht' A, B € M(n x n) jsou regularni matice. Pak plati:

(i) A" je regulérni maticea (A1) ' = A,
(i) AT je reguldrni matice a (A7) = (A7),
(iii)y AB je reguldrni matice a (AB)™' = B'A™".
-konec 12. pfednasky 4.4.2018—————
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VI.2. Regularni matice

Definice

Necht k,ne Nav',..., vk € R". Rekneme, Ze vektor
u € R" je linearni kombinaci vektor v', ... v¥

s koeficienty A\q,..., \x € R, jestlize

u=Xxv' 4+ 4+ xvE

V tomto pripadé také fikame, Ze linearni kombinace
vektort v', ..., vk s koeficienty Ay, ..., \c je rovna u.
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VI.2. Regularni matice

Definice

Necht k,ne Nav',..., vk € R". Rekneme, Ze vektor
u € R" je linearni kombinaci vektor v', ... v¥

s koeficienty A\q,..., \x € R, jestlize

u=Xxv' 4+ 4+ xvE

V tomto pripadé také fikame, Ze linearni kombinace

vektort v', ..., vk s koeficienty Ay, ..., \c je rovna u.
Pokud A\ = --- = A\¢ = 0, pak mluvime o trivialni linearni
kombinaci vektort v', ..., v¥; je-li néktery koeficient

nenulovy, pak mluvime o netrivialni linearni kombinaci.
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VI.2. Regularni matice

Definice

Rekneme, Ze vektory v, ..., vk € R" jsou linearné
zavislé, pokud existuje jejich netrividlni linearni
kombinace, ktera je rovna nulovému vektoru.
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VI.2. Regularni matice

Definice

Rekneme, Ze vektory v, ..., vk € R" jsou linearné
zavislé, pokud existuje jejich netrividlni linearni
kombinace, ktera je rovha nulovému vektoru. Rekneme,

Ze vektory v, ..., vk € R jsou linearné nezavislé, pokud
nejsou linearné zavislé, tj. pokud plati:

kdykoli \q, ..., A\ € R jsou takova, ze

MV VR =0,pak \f = Xp = =\ =0.
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VI.2. Regularni matice

Definice

Rekneme, Ze vektory v, ..., vk € R" jsou linearné
zavislé, pokud existuje jejich netrividlni linearni
kombinace, ktera je rovha nulovému vektoru. Rekneme,

Ze vektory v, ..., vk € R jsou linearné nezavislé, pokud
nejsou linearné zavislé, tj. pokud plati:

kdykoli \q, ..., A\ € R jsou takova, ze

MV VR =0,pak \f = Xp = =\ =0.

(Mezi vdemi linearnimi kombinacemi vektort v, ..., vk je
rovna nulovému vektoru jenom trivialni linearni
kombinace.)
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VI.2. Regularni matice

Definice

Rekneme, Ze vektory v, ..., vk € R" jsou linearné
zavislé, pokud existuje jejich netrividlni linearni
kombinace, ktera je rovha nulovému vektoru. Rekneme,

Ze vektory v, ..., vk € R jsou linearné nezavislé, pokud
nejsou linearné zavislé, tj. pokud plati:

kdykoli \q, ..., A\ € R jsou takova, ze

MV VR =0,pak \f = Xp = =\ =0.

(Mezi vdemi linearnimi kombinacemi vektort v, ..., vk je
rovna nulovému vektoru jenom trivialni linearni
kombinace.)

Poznamka

Vektory v', ..., v¥ jsou linearné zavislé, pravé kdyz jeden

z nich Ize vyjadfit jako linearni kombinaci ostatnich.
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VI.2. Regularni matice

Definice
Necht A € M(m x n). Hodnosti matice A rozumime
maximalni pocet linearné nezavislych radka, tj. hodnost je
rovna k € N, jestlize
(i) existuje k linearné nezavislych radkovych vektort
matice A a
(i) kazda /-tice radkovych vektorl matice A, kde / > k,
je linearné zavisla.
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VI.2. Regularni matice

Definice
Necht A € M(m x n). Hodnosti matice A rozumime
maximalni pocet linearné nezavislych radka, tj. hodnost je
rovna k € N, jestlize
(i) existuje k linearné nezavislych radkovych vektort
matice A a
(i) kazda /-tice radkovych vektorl matice A, kde / > k,
je linearné zavisla.
Hodnost nulové matice je rovna nule. Hodnost matice A
znacime h(A).
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VI.2. Regularni matice

Definice

Rekneme, Ze matice A € M(m x n) je schodovita, jestlize
pro kazdé i € {2,..., m} plati, Zze i-ty fadek matice A je
nulovy nebo zacind véts§im poctem nul nez (i — 1)-ni
radek.
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VI.2. Regularni matice

Definice

Rekneme, Ze matice A € M(m x n) je schodovita, jestlize
pro kazdé i € {2,..., m} plati, Zze i-ty fadek matice A je
nulovy nebo zacind véts§im poctem nul nez (i — 1)-ni
radek.

Poznamka
Hodnost schodovité matice je rovna poctu jejich
nenulovych fadka.
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VI.2. Regularni matice

Definice
Elementarnimi radkovymi Upravami matice A rozumime:

(i) zaménu dvou fadka,
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VI.2. Regularni matice

Definice
Elementarnimi radkovymi Upravami matice A rozumime:
(i) zaménu dvou fadka,

7 v s

(i) vynasobeni fadku nenulovym Cislem,
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VI.2. Regularni matice

Definice
Elementarnimi radkovymi Upravami matice A rozumime:

(i) zaménu dvou fadka,
(i) vynasobeni fadku nenulovym Cislem,
(iii) pFicteni nasobku jednoho fadku k jinému fadku.
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VI.2. Regularni matice

Definice
Elementarnimi radkovymi Upravami matice A rozumime:
(i) zaménu dvou fadka,

7 v s

(i) vynasobeni fadku nenulovym Cislem,
(iii) pFicteni nasobku jednoho fadku k jinému fadku.

Definice

Transformaci budeme rozumét konec¢nou posloupnost
radkovych elementéarnich Uprav. Matici, kterd vznikne z
matice A aplikaci transformace 7 budeme znacit 7 (A).
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VI.2. Regularni matice

Definice
Elementarnimi radkovymi Upravami matice A rozumime:

(i) zaménu dvou fadka,

(i) vynasobeni fadku nenulovym Cislem,

(iii) pFicteni nasobku jednoho fadku k jinému fadku.
Definice
Transformaci budeme rozumét konec¢nou posloupnost
radkovych elementéarnich Uprav. Matici, kterd vznikne z

matice A aplikaci transformace 7 budeme znacit 7 (A).
Fakt, ze B = T(A), také budeme nékdy znacit takto:

AL B.
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VI.2. Regularni matice

-konec 13. prednasky 6.4.2018——
Véta 36 (vlastnosti transformace)

(i) Necht A je matice. Pak existuje transformace
prevadéjici matici A na schodovitou matici.
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VI.2. Regularni matice

-konec 13. prednasky 6.4.2018——
Véta 36 (vlastnosti transformace)

(i) Necht A je matice. Pak existuje transformace
prevadéjici matici A na schodovitou matici.

(i) Necht Ty je transformace aplikovatelna na matice
0 m radcich. Pak existuje transformace T
aplikovatelna na matice o m radcich takova, Ze pro
kaZdé dvé matice A, B € M(m x n) plati B = T;(A),
prave kdyz A = Tz(B).
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VI.2. Regularni matice

-konec 13. prednasky 6.4.2018——
Véta 36 (vlastnosti transformace)

(i) Necht A je matice. Pak existuje transformace
prevadéjici matici A na schodovitou matici.

(i) Necht Ty je transformace aplikovatelna na matice
0 m radcich. Pak existuje transformace T
aplikovatelna na matice o m radcich takova, Ze pro
kaZdé dvé matice A, B € M(m x n) plati B = T;(A),
prave kdyz A = Tz(B).

(iii) Necht A je matice a’T je transformace aplikovatelna
na A. Pak h(T(A)) = h(A).
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VI.2. Regularni matice

Prevod matice na schodovitou
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VI.2. Regularni matice

Prevod matice na schodovitou

Matematika |1 VI. Maticovy pocet



VI.2. Regularni matice

Prevod matice na schodovitou
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VI.2. Regularni matice

Prevod matice na schodovitou
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VI.2. Regularni matice

Prevod matice na schodovitou

e o
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VI.2. Regularni matice

Prevod matice na schodovitou

e o
0O o
0 o
0 o
0 o
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VI.2. Regularni matice

Prevod matice na schodovitou

e o
00
00
00
00
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VI.2. Regularni matice

Prevod matice na schodovitou

e o
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VI.2. Regularni matice

Prevod matice na schodovitou

e o
00
00
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VI.2. Regularni matice

Prevod matice na schodovitou

e o
00
00
00
00
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Prevod matice na schodovitou
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Prevod matice na schodovitou
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VI.2. Regularni matice

Prevod matice na schodovitou
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VI.2. Regularni matice

Prevod matice na schodovitou

e o o o o o
0 0O ¢ o o o
0 OO0 o o o
0O OO OO e
0 0O0OOOTO
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VI.2. Regularni matice

Poznamka

Podobné jako jsme definovali elementarni fadkové Gpravy
matic, mizeme definovat i elementarni sloupcové Upravy
matic. Lze ukazat, ze elementarni sloupcové Upravy
nemeéni hodnost matice.
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VI.2. Regularni matice

Poznamka

Podobné jako jsme definovali elementarni fadkové Gpravy
matic, mizeme definovat i elementarni sloupcové Upravy
matic. Lze ukazat, ze elementarni sloupcové Upravy
nemeéni hodnost matice.

Poznamka
Lze ukazat, Ze pro matici A € M(m x n) plati
h(A) = h(AT).
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VI.2. Regularni matice

Véta 37 (soucin a transformace)

Necht Ac M(m x k), Be M(k x n) aT je transformace
aplikovatelna na matice o m radcich. Pak
T(AB) =T(A)B.
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VI.2. Regularni matice

Véta 37 (soucin a transformace)
Necht Ac M(m x k), Be M(k x n) aT je transformace
aplikovatelna na matice o m radcich. Pak
T(AB) =T(A)B.

-konec 14. prednasky 11.4.2018——
Lemma 38

Necht A € M(n x n) a h(A) = n. Pak existuje
transformace, ktera pfevadi A na l.
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VI.2. Regularni matice

Véta 37 (soucin a transformace)
Necht Ac M(m x k), Be M(k x n) aT je transformace
aplikovatelna na matice o m radcich. Pak
T(AB) =T(A)B.

-konec 14. prednasky 11.4.2018——
Lemma 38

Necht A € M(n x n) a h(A) = n. Pak existuje
transformace, ktera pfevadi A na l.

Veta 39
Necht A € M(n x n). Pak A je regularni, pravé kdyz
h(A) = n.
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VI.3. Determinanty

VI.3. Determinanty
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VI.3. Determinanty

VI.3. Determinanty

Definice

Necht A € M(n x n). Symbolem Aj; oznacime matici typu
(n—1) x (n— 1), ktera vznikne z A vynechanim i-tého
radku a j-tého sloupce.

Matematika |1 VI. Maticovy pocet



VI.3. Determinanty

VI.3. Determinanty

Definice

Necht A € M(n x n). Symbolem Aj; oznacime matici typu
(n—1) x (n— 1), ktera vznikne z A vynechanim i-tého
radku a j-tého sloupce.

ai 1 ce a j—1 ai j a j+1 . ain
ai-11 ... d@-1j-1 @a-1j 8i-1j+1 ... di-1n

A= a4 . ajj—1 a; aj j+1 . ain
ait+11 - Ait1j-1 dir1j 8it1j41  --- ditin

an71 e an7j_1 an7j an’j_i_‘] “ e an7n
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VI.3. Determinanty

VI.3. Determinanty

Definice

Necht A € M(n x n). Symbolem Aj; oznacime matici typu
(n—1) x (n— 1), ktera vznikne z A vynechanim i-tého
radku a j-tého sloupce.

ai 1 ce a j—1 a | a j+1 . ain
ai-11 ... d@-1j-1 4ai-1j 8i-1j+1 ... di-1n

A= a; 1 - a;j—1 a; aj j+1 .. ain
ait11 .. Aix1j-1 i1 8it1j+1 .- 8ixin

an71 e an7j_1 aan an’j_i_‘] “ e an7n
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VI.3. Determinanty

VI.3. Determinanty

Definice

Necht A € M(n x n). Symbolem Aj; oznacime matici typu
(n—1) x (n— 1), ktera vznikne z A vynechanim i-tého
radku a j-tého sloupce.

ai 1 ce a j—1 a1 R ain
ai-11 ... di-1j-1 aji—1j41 ... @i-1pn
ait11 . 8it1,j—1 ajit1j+1 -+ @ixin

an71 e an7j_1 an’j_i_‘] “ e an7n
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VI.3. Determinanty

VI.3. Determinanty

Definice

Necht A € M(n x n). Symbolem Aj; oznacime matici typu
(n—1) x (n— 1), ktera vznikne z A vynechanim i-tého

radku a j-tého sloupce.

ai 1

)

aj—1,1
ait1,1

an,1

ai—1,j—1
al+17/_1

an,j—1

ai j+1

Qi1 j+1
Ajt1,j+1

an,j+1

ain

)

di_1,n
ai+1,n

ann

)
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VI.3. Determinanty

Definice
Necht A = (&;);j=1.,. Determinant matice A definujeme
takto:
det A — ar pokud n =1,
ST (—=1)*"a; det Ay pokud n > 1.
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VI.3. Determinanty

Definice
Necht A = (&;);j=1.,. Determinant matice A definujeme
takto:
det A — 4 &1 pokud n =1,
Z, (= 1)*1a; det A;; pokud n > 1.

Pro det A budeme také pouzivat symbol

ayr a2 ... ain
do1 dop ... @dop
an‘l an2 e ann
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VI.3. Determinanty

Véta 40

Necht' j,n € N, j < na matice A,B,C € M(n x n) se
shoduji ve vsech radcich vyjma j-tého. Necht j-ty radek
matice A je roven souctu j-tého radku matice B a j-tého
radku matice C. Pak plati det A = det B + det C.
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VI.3. Determinanty

Véta 40

Necht' j,n € N, j < na matice A,B,C € M(n x n) se
shoduji ve vsech radcich vyjma j-tého. Necht j-ty fadek
matice A je roven souctu j-tého radku matice B a j-tého
radku matice C. Pak plati det A = det B + det C.

ar ..  @n a1 ... ain ar ... @p
841 - @—1n 811 - 81 811 - 81
Ui+Vvy ... Up+Vn| = Uq Un —|— V4 Vn
41,1 - 8r1n 8it11 - 8jr1n dit11 -+ 8j1,n

ani ann ant ... @m ant ... am

-konec 15. pfednasky 13.4.2018——
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VI.3. Determinanty

Véta 41 (determinant a elementarni
transformace)
Necht A, A" € M(n x n).

(i) Jestlize matice A" vznikne z A tak, Ze v A jeden
radek vynasobime realnym cislem ., pak plati
det A’ = i det A.
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VI.3. Determinanty

Véta 41 (determinant a elementarni
transformace)
Necht A, A" € M(n x n).
(i) Jestlize matice A" vznikne z A tak, Ze v A jeden
radek vynasobime realnym cislem ., pak plati
det A’ = i det A.
(i) Jestlize matice A" vznikne z A tak, Ze v A vyménime
dva radky mezi sebou (tj. provedeme elementarni

radkovou dpravu prvniho druhu), pak plati
det A’ = —det A.
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VI.3. Determinanty

Véta 41 (determinant a elementarni
transformace)
Necht A, A" € M(n x n).

(i) Jestlize matice A" vznikne z A tak, Ze v A jeden
radek vynasobime realnym cislem ., pak plati
det A’ = i det A.

(i) Jestlize matice A" vznikne z A tak, Ze v A vyménime
dva radky mezi sebou (tj. provedeme elementarni
radkovou dpravu prvniho druhu), pak plati
det A’ = — det A.

(iii) Jestlize matice A" vznikne z A tak, Ze v A pric¢teme
p-nasobek jednoho radku k jinému rfadku (tj.
provedeme elementarni fadkovou dpravu tretiho
druhu), pak plati det A’ = det A.
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VI.3. Determinanty

Dusledek 42 (determinant a transformace)

(i) Necht T je transformace aplikovatelna na matice
typu n x n. Pak existuje nenulové cislo o+ € R
takové, Ze pro kaZzdou matici A € M(n x n) plati
det 7(A) = ar det A.

Matematika |1 VI. Maticovy pocet



VI.3. Determinanty

Dusledek 42 (determinant a transformace)

(i) Necht T je transformace aplikovatelna na matice
typu n x n. Pak existuje nenulové cislo o+ € R
takové, Ze pro kaZzdou matici A € M(n x n) plati
det 7(A) = ar det A.

(i) Jestlize matice A" vznikne ze Ctvercové matice A
jistou transformaci, pak det A £ 0, pravé kdyz
detA +£ 0.
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VI.3. Determinanty

Poznamka
Determinant matice s nulovym fadkem je roven nule.
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VI.3. Determinanty

Poznamka
Determinant matice s nulovym fadkem je roven nule.

Determinant matice, ktera méa dva radky shodné, je také
roven nule.
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VI.3. Determinanty

Definice )
Necht A = (&;)ij=1.,. Rekneme, Ze A je horni
trojuhelnikova matice, jestlize plati a; = 0 pro i > J,

ije{1,....n.
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VI.3. Determinanty

Definice

Necht A = (a;);j—1.n,. Rekneme, Ze A je horni
trojuhelnikova matice, jestlize plati a; = 0 pro i > J,

i,j € {1,...,n}. Rekneme, Ze A je dolni trojuhelnikova
matice, jestlize plati a; =0proi <j,i,je{1,...,n}.
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VI.3. Determinanty

Definice

Necht A = (a;);j—1.n,. Rekneme, Ze A je horni
trojuhelnikova matice, jestlize plati a; = 0 pro i > J,

i,j € {1,...,n}. Rekneme, Ze A je dolni trojuhelnikova
matice, jestlize plati a; =0proi <j,i,je{1,...,n}.

Véta 43
Necht A = (aj)ij=1.n je horni (resp. dolni) trojuhelnikova
matice. Pak plati

detA=ay1-axp----- ann.

-konec 16. prednasky 18.4.2018—————
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VI.3. Determinanty

Véta 44
Necht A € M(n x n). Pak A je regularni, prave kdyz
detA # 0.
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VI.3. Determinanty

Véta 45 (determinant soucinu)
Pro A, B € M(n x n) plati det AB = det A - det B.
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VI.3. Determinanty

Véta 45 (determinant soucinu)
Pro A, B € M(n x n) plati det AB = det A - det B.

Véta 46 (determinant a transpozice)
Pro A € M(n x n) platidet AT = det A.
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VI.3. Determinanty

Véta 47
Necht A = (a,-j),-,,-:“,, k € {1 Sy n}. Pak

n

detA = Z(—1 )*ka, det A (rozvoj podle k-tého sloupce),
i=1
n

detA = Z(—1 ) a det Ay (rozvoj podle k-tého Fadku).

j=1
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VI.4. Regeni soustav linearnich rovnic

VI.4. Redeni soustav linearnich rovnic
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VI.4. Regeni soustav linearnich rovnic

Soustava m rovnic o n neznamych xq,. .., X,:
a1 Xy + aipXo + - -+ + ainXp = by,
a1 X1 + 8pXo + -+ + 8onXn = b2,

ami X1 +am2X2+""‘r‘aman:bma
kde g e R, bjeR,i=1,....mj=1,...,n
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VI.4. Regeni soustav linearnich rovnic

Soustava m rovnic o n neznamych xq,. .., X,:
a1 Xy + aipXo + - -+ + ainXp = by,
a1 X1 + 8pXo + -+ + 8onXn = b2,

(S)
am X1 + @meXe + -+ 8mnXp = bmu
kdeaj e R, bjeR,i=1,...,m,j=1,..., n Maticovy
zapis
Ax = b,
ayy ... ap
kde A = ( : : ) € M(m x n), se nazyva matice
ami ... @mn
by
soustavy, b = ( : ) € M(m x 1) vektor pravych stran a
bm

X = ( : ) € M(n x 1) vektor neznamych.

Xn
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VI.4. Regeni soustav linearnich rovnic

Definice

Matici
a ... an| by

(Alb) = | : D
ami ... Amn bm

nazyvame rozsirenou matici soustavy (S).
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VI.4. Regeni soustav linearnich rovnic

Tvrzeni 48

Necht A€ M(m x n), bec M(m x 1) aT je transformace
matic s m fddky. Oznacme A' = T(A) a b’ = T(b). Pak
proy € M(n x 1) plati Ay = b, pravé kdyz A'y = b/,
neboli soustavy Ax = b a A'x = b’ maji stejnou mnoZinu
fesent.
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VI.4. Regeni soustav linearnich rovnic

Véta 49 (Rouchéova-Fontenéova)

Soustava (S) ma reseni praveé tehdy, kdyz matice této
soustavy ma stejnou hodnost jako rozSifena matice této
soustavy.

-konec 17. pfednasky 20.4.2018————
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VI.4. Regeni soustav linearnich rovnic

Soustavy n rovnic o n neznamych
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VI.4. Regeni soustav linearnich rovnic

Soustavy n rovnic o n neznamych

Véta 50

Necht A € M(n x n). Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) matice A je regularni,

Matematika |1 VI. Maticovy pocet



VI.4. Regeni soustav linearnich rovnic

Soustavy n rovnic o n neznamych

Véta 50

Necht A € M(n x n). Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) matice A je regularni,

(i) soustava (S) ma pro kazdé b € M(n x 1) praveé jedno
reseni,
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VI.4. Regeni soustav linearnich rovnic

Soustavy n rovnic o n neznamych

Véta 50
Necht A € M(n x n). Pak ndsledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

(i) matice A je regularni,
(i) soustava (S) ma pro kazdé b € M(n x 1) praveé jedno
reseni,
(iii) soustava (S) ma pro kazdé b € M(n x 1) alespori
jedno reseni.
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VI.4. Regeni soustav linearnich rovnic

Véta 51 (Cramerovo pravidlo)

Necht A € M(n x n) je regularni matice, b € M(n x 1),
x e M(nx1)aAx =b. Pak

ayr ... a1 b1 atj+1 --- @n
an1 e an7j_1 bn an7j+1 e ann
)(j =
detA
proj=1,...,n.
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VI.5. Matice a linearni zobrazeni

VI.5. Matice a linearni zobrazeni
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VI.5. Matice a linearni zobrazeni

VI.5. Matice a linearni zobrazeni

Definice
Rekneme, Ze zobrazeni f: R” — R je linearni, pokud
plati:

(i) Yu,v e R": f(u+ v) = f(u) + f(v),
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VI.5. Matice a linearni zobrazeni

VI.5. Matice a linearni zobrazeni

Definice
Rekneme, Ze zobrazeni f: R” — R je linearni, pokud
plati:

(i) Yu,v e R": f(u+ v) = f(u) + f(v),

(i) VA e RYu € R": f(Au) = M(u).
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VI.5. Matice a linearni zobrazeni

Definice
Necht i € {1,..., n}. Vektor s n sloZzkami
0
e =11 . I-ta4 soufadnice
0

nazyvame i-tym kanonickym bazovym vektorem prostoru
R".
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VI.5. Matice a linearni zobrazeni

Definice
Necht i € {1,..., n}. Vektor s n sloZzkami

0

. I-t4 souradnice

m‘.
I

0

nazyvame i-tym kanonickym bazovym vektorem prostoru
R". Mnozinu {e',. .., e"} véech kanonickych bazovych
vektor v R"” nazyvame kanonickou bazi prostoru R".
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VI.5. Matice a linearni zobrazeni

Definice
Necht i € {1,..., n}. Vektor s n sloZzkami

0

. I-t4 souradnice

m‘.
I

0
nazyvame i-tym kanonickym bazovym vektorem prostoru
R". Mnozinu {e',. .., e"} véech kanonickych bazovych
vektor v R"” nazyvame kanonickou bazi prostoru R".
Vlastnosti kanonické baze:

() YXER": X =x;-€ +---+ x,- €,
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VI.5. Matice a linearni zobrazeni

Definice
Necht i € {1,..., n}. Vektor s n sloZzkami

0

. I-t4 souradnice

m‘.
I

0
nazyvame i-tym kanonickym bazovym vektorem prostoru
R". Mnozinu {e',. .., e"} véech kanonickych bazovych
vektor v R"” nazyvame kanonickou bazi prostoru R".
Vlastnosti kanonické baze:
() VXER": x=x;-€" + -+ x,-€",
(ii) vektory e',..., e" jsou linearné nezavislé.
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VI.5. Matice a linearni zobrazeni

Véta 52 (reprezentace linearnich zobrazeni)
Zobrazeni f: R" — R™ je linearni praveé tehdy, kdyz
existuje matice A € M(m x n) takova, Ze

Vu e R": f(u) = Au.

Matematika |1 VI. Maticovy pocet



VI.5. Matice a linearni zobrazeni

Véta 52 (reprezentace linearnich zobrazeni)
Zobrazeni f: R" — R™ je linearni praveé tehdy, kdyz
existuje matice A € M(m x n) takova, Ze

Vu e R": f(u) = Au.

Poznamka
Matice A z predchozi véty je urena jednoznacné a
nazyva se reprezentujici matici zobrazeni f.
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VI.5. Matice a linearni zobrazeni

Véta 53
Necht zobrazeni f: R" — R” je linearni. Pak jsou
nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(i) f je bijekce (1. f je prosté zobrazeni R" naR"),
(i) f je prosté zobrazeni,
(iii) f je zobrazeniR" naR".
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VI.5. Matice a linearni zobrazeni
Veéta 53

Necht zobrazeni f: R" — R” je linearni. Pak jsou
nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(i) f je bijekce (1. f je prosté zobrazeni R" naR"),
(i) f je prosté zobrazeni,
(iii) f je zobrazeniR" naR".

-konec 18. prednasky 25.4.2018———

Véta 54 (skladani linearnich zobrazeni)

Necht f: R" — R je linearni zobrazeni reprezentované
matici A € M(m x n) ag: R™ — RX je linedrni zobrazeni
reprezentované matici B € M(k x m). Potom sloZené
zobrazeni g o f: R" — R je linedrni a je reprezentovano
matici BA.
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VII.1. Zakladni pojmy

VII.1. Zakladni pojmy
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VII.1. Z&kladni pojmy

VII.1. Zakladni pojmy

Definice
Necht {a,} je posloupnost reélnych Cisel. Symbol
> o4 an nazyvadme nekonecnou fadou.
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VII.1. Z&kladni pojmy

VII.1. Zakladni pojmy

Definice
Necht {a,} je posloupnost reélnych Cisel. Symbol
>, an nazyvadme nekonecnou fadou. Pro m € N
polozme

Sm=a +a —+----+ am.

Cislo s, nazveme m-tym ¢asteé¢nym soudtem fady

2 -1 @n-
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VII.1. Z&kladni pojmy

VII.1. Zakladni pojmy

Definice
Necht {a,} je posloupnost reélnych Cisel. Symbol
>, an nazyvadme nekonecnou fadou. Pro m € N
polozme

Sm=a +a —+----+ am.

Cislo s, nazveme m-tym ¢asteé¢nym soudtem fady
>, an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym clenem fady

> et @n-
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VII.1. Z&kladni pojmy

VII.1. Zakladni pojmy

Definice
Necht {a,} je posloupnost reélnych Cisel. Symbol
>, an nazyvadme nekonecnou fadou. Pro m € N
polozme

Sm=a +a —+----+ am.

Cislo s, nazveme m-tym ¢asteé¢nym soudtem fady
>, an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym clenem fady
>, ap. Souctem nekonecné fady > >, a, nazveme
limitu posloupnosti {s;,}, pokud tato limita existuje.
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VII.1. Z&kladni pojmy

VII.1. Zakladni pojmy

Definice
Necht {a,} je posloupnost reélnych Cisel. Symbol
>, an nazyvadme nekonecnou fadou. Pro m € N
polozme

Sm=a +a —+----+ am.

Cislo s, nazveme m-tym ¢asteé¢nym soudtem fady
>, an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym clenem fady
>, ap. Souctem nekonecné fady > >, a, nazveme
limitu posloupnosti {s;,}, pokud tato limita existuje.
Soucet fady budeme znacit symbolem > °, a,.
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VII.1. Z&kladni pojmy

VII.1. Zakladni pojmy

Definice
Necht {a,} je posloupnost reélnych Cisel. Symbol
>, an nazyvadme nekonecnou fadou. Pro m € N
polozme

Sm=a +a —+----+ am.

Cislo s, nazveme m-tym ¢asteé¢nym soudtem fady
>, an. Prvek a, budeme nazyvat n-tym clenem fady
>, ap. Souctem nekonecné fady > >, a, nazveme
limitu posloupnosti {s;,}, pokud tato limita existuje.
Soucet fady budeme znacit symbolem > ", a.
Rekneme, Ze fada konverguije, je-li jeji souget realné
Cislo. V opacném pripadé rekneme, Ze fada diverguije.
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VII.1. Z&kladni pojmy

Véta 55 (nutna podminka konvergence fady)
Jestlize fada . , a, konverguje, potom lim a, = 0.
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VII.1. Z&kladni pojmy

Véta 55 (nutna podminka konvergence fady)
Jestlize fada . , a, konverguje, potom lim a, = 0.

Poznamka
Necht a € R afada )", , a, konverguje. Pak konverguije i
fada} " aa,aplatid ca,=ad ", an.
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VII.1. Z&kladni pojmy

Véta 55 (nutna podminka konvergence fady)
Jestlize fada . , a, konverguje, potom lim a, = 0.

Poznamka

Necht a € R afada )", , a, konverguje. Pak konverguije i
fada >, aasaplati Y °,ca, = ad ,°, an. Jestlize
fady > >, ana ., b, konverguji, pak konverguje i fada
> nei(@n+bn) aplati 377 (an + bp) = 32771 @+ 22571 bn-

Matematika Il VII. Ciselné fady



VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni konvergence

VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni
konvergence
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VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni konvergence

VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni
konvergence

Véta 56 (srovnavaci kritérium)
Necht Y~ ,ana ., by jsou dvé rady splriujici
0 < a, < b, prokazdé ne N.

(i) Je-liy~> , b, konvergentni, je rovnéz > . an
konvergentni.
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VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni konvergence

VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni
konvergence

Véta 56 (srovnavaci kritérium)
Necht Y~ ,ana ., by jsou dvé rady splriujici
0 < a, < b, prokazdé ne N.

(i) Je-liy~> , b, konvergentni, je rovnéz > . an
konvergentni.

(ii) Je-li Y, an divergentni, je rovnéz > > . b,
divergentni.
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VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni konvergence

Véta 57
Necht' {a,} je posloupnost realnych Cisel. Jestlize
konverguje fada ", , |an|, konverguje i fada ", , an.
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VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni konvergence

Véta 57

Necht' {a,} je posloupnost realnych Cisel. Jestlize
konverguje fada ", , |an|, konverguje i fada ", , an.
Definice

Rekneme, Ze Fada >°° | a, je absolutné konvergentn,
pokud fada >, |an| konverguije.
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VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni konvergence

Véta 57
Necht' {a,} je posloupnost realnych Cisel. Jestlize
konverguje fada ", , |an|, konverguje i fada ", , an.

Definice

Rekneme, Ze Fada >°° | a, je absolutné konvergentn,
pokud fada >, |a,| konverguje. Je-lifada >, ; a,
konvergentni, ale neni absolutné konvergentni, pak ji
nazyvame neabsolutné konvergentni.
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VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni konvergence

Véta 57
Necht' {a,} je posloupnost realnych Cisel. Jestlize
konverguje fada ", , |an|, konverguje i fada ", , an.

Definice

Rekneme, Ze Fada >°° | a, je absolutné konvergentn,
pokud fada >, |a,| konverguje. Je-lifada >, ; a,
konvergentni, ale neni absolutné konvergentni, pak ji
nazyvame neabsolutné konvergentni.

Poznamka

Necht pro kazdé n € N plati |a,| < b,. Jestlize je fada
-, by konvergentni, je i fada )", a, konvergentni

(dokonce absolutné konvergentni).

-konec 19. prednasky 27.4.2018——
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VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni konvergence

Véta 58 (limitni srovnavaci kritérium)
Necht' > " ana ., by jsou fady s nezapornymi ¢leny
a necht existuje limita

. an
lim — = c € R*.
b

n—oo Op

@ Je-lic € (0,+00), pak konvergence >, , an je
ekvivalentni konvergenci "> | by.
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VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni konvergence

Véta 58 (limitni srovnavaci kritérium)
Necht' > " ana ., by jsou fady s nezapornymi ¢leny
a necht existuje limita

. an
lim — = c € R*.
b

n—oo Op

@ Je-lic € (0,+00), pak konvergence >, , an je
ekvivalentni konvergenci "> | by.

@ Je-lic =0, pak z konvergence >, , b, plyne
konvergence ", ap.
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VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni konvergence

Véta 58 (limitni srovnavaci kritérium)
Necht' > " ana ., by jsou fady s nezapornymi ¢leny
a necht existuje limita

. an
lim — = c € R*.
b

n—oo Op

@ Je-lic € (0,+00), pak konvergence >, , an je
ekvivalentni konvergenci ). | by.

@ Je-lic =0, pak z konvergence >, , b, plyne
konvergence ", ap.

@ Je-lic = +oo, pak z divergence Y’ , b, plyne
divergence >, an.
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VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni konvergence

Véta 59 (Cauchyovo odmocninové kritérium)
Budiz ">, a, fada. Potom plati:

(i) Je-lilim {/|an| <1, je > ", a, absolutné
konvergentni.
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VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni konvergence

Véta 59 (Cauchyovo odmocninové kritérium)
Budiz ">, a, fada. Potom plati:
(i) Je-lilim{/]a,] < 1, je >0, a, absolutné
konvergentni.
(i) Je-lilim /]a,] > 1, je 3., a, divergentni.
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VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni konvergence

Véta 59 (Cauchyovo odmocninové kritérium)
Budiz ">, a, fada. Potom plati:

(i) Je-lilim {/|an| <1, je > ", a, absolutné
konvergentni.

(i) Je-lilim {/|an| > 1, je > ", a, divergentni.

Véta 60 (d’Alembertovo podilové kritérium)
Budiz y" >, a, fada s nenulovymi ¢leny. Potom plati:
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VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni konvergence

Véta 59 (Cauchyovo odmocninové kritérium)
Budiz ">, a, fada. Potom plati:

(i) Je-lilim {/|an| <1, je > ", a, absolutné
konvergentni.

(i) Je-lilim {/|an| > 1, je > ", a, divergentni.

Véta 60 (d’Alembertovo podilové kritérium)
Budiz y" >, a, fada s nenulovymi ¢leny. Potom plati:
(i) Je-lilim
konvergentni.

<1, je> ", a, absolutne

an41
an
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VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni konvergence

Véta 59 (Cauchyovo odmocninové kritérium)
Budiz ">, a, fada. Potom plati:

(i) Je-lilim {/|an| <1, je > ", a, absolutné
konvergentni.

(i) Je-lilim {/|an| > 1, je > ", a, divergentni.

Véta 60 (d’Alembertovo podilové kritérium)
Budiz y" >, a, fada s nenulovymi ¢leny. Potom plati:
(i) Je-lilim

konvergentni.

(i) Je-lilim

<1, je> ", a, absolutne

an41
an

an41
an

> 1, je >, an divergentni.
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VII.2. Rady s nezapornymi &leny a absolutni konvergence

Véta 61 )
Necht oo € R. Rada >, , ,]—a konverguje praveé tehdy, kdyZz
o> 1.

-konec 20. prednasky 2.5.2018——
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VII.3. Alternujici fady

VII.3. Alternuijici rady
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VII.3. Alternujici fady

VII.3. Alternuijici rady

Véta 62 (Leibnizovo kritérium)
Mejme fadu >"," ,(—1)"a,. Necht plati
@ a, > ap.1 prokazdé n e N,
@ lim,,a,=0.
Potom >~ .(—1)"a, konverguje.
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VIl.4. Hlubsi vlastnosti absolutné konvergentnich rad

VIl.4. HlubsSi vlastnosti absolutné
konvergentnich fad
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VIl.4. Hlubsi vlastnosti absolutné konvergentnich rad

VII.4. Hlubsi vlastnosti absolutné

konvergentnich fad

Definice

Budiz {k,} posloupnost pfirozenych Cisel takova, Ze
kazdé prirozené Cislo je v ni obsazeno prave jednou.
Radu >"° , ax, nazveme prerovnanim fady >, , an.
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VIl.4. Hlubsi vlastnosti absolutné konvergentnich rad

VIl.4. HlubsSi vlastnosti absolutné
konvergentnich fad

Definice

Budiz {k,} posloupnost pfirozenych Cisel takova, Ze
kazde prirozené Cislo je v ni obsazeno prave jednou.
Radu >"° , ax, nazveme prerovnanim fady >, , an.
Véta 63 (prerovnavani absolutné
konvergentnich rad)

Necht fada " , a, je absolutné konvergentni. Potom
kazdé jeji pferovnani’y_ >, ai, je absolutné konvergentni

a plati
oo (o]
E an = E akn.
n=1 n=1



VIl.4. Hlubsi vlastnosti absolutné konvergentnich rad

Poznamka (Riemannova véta)

Je-lifada >, a, neabsolutné konvergentni, pak pro
libovolné s € R* existuje jeji pferovnani, jehoz soucet je s,
a existuje jeji prerovnani, které nema soucet.
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VIII.1. Riemanndv integral
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VIII.1. Riemanntv integral
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VIII.1. Riemanntv integral

Definice
Konecnou posloupnost {x;}7, nazyvame délenim
intervalu (a, b), jestlize plati

a=Xy <Xy <---<X,=b.

Body Xxo, .. ., X, nazyvame délicimi body.
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VIII.1. Riemanntv integral

Definice
Konecnou posloupnost {x;}7, nazyvame délenim
intervalu (a, b), jestlize plati

a=Xg< Xy <---<Xp=b.

Body xo, ..., X, nazyvame délicimi body.

Rekneme, ze déleni [ intervalu (a, b) je zjemnénim
deleni D intervalu (a, b), jestlize kazdy délici bod D je i
délicim bodem D'.

Matematika Il VIII. Primitivni funkce a Riemannuyv integral



VIII.1. Riemanntv integral

Definice
Necht a,b € R, a < b, funkce f je omezenéa na intervalu
(a,b) a D = {x;}/_, je déleni (a, b). OznaCme

n

ZM/ — Xj—1), kde M; = sup{f(x); x € (xi_1,x;)},
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VIII.1. Riemanntv integral

Definice
Necht a,b € R, a < b, funkce f je omezenéa na intervalu
(a,b) a D = {x;}/_, je déleni (a, b). OznaCme

ZM — Xj—1), kde M; = sup{f(x); x € (xi_1,x;)},

ij — X;_1), kde m; = inf{f(x); x € (xi_1,x)},
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VIII.1. Riemanntv integral

Definice
Necht a,b € R, a < b, funkce f je omezenéa na intervalu
(a,b) a D = {x;}/_, je déleni (a, b). OznaCme

ZM — Xj—1), kde M; = sup{f(x); x € (xi_1,x;)},

ij — X;_1), kde m; = inf{f(x); x € (xi_1,x)},

— -
/ f =inf{S(f, D); D je délenim intervalu (a, b)},
a

b
/ f = sup{S(f, D); D je délenim intervalu (a, b)}.
Ja_

Matematika Il VIII. Primitivni funkce a Riemannuyv integral



VIII.1. Riemanntv integral

Definice
Rekneme, ze funkce f ma Riemann(v integral na intervalu

(a, b), pokud [°f = [f.
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VIII.1. Riemanntv integral

Definice
Rekneme, ze funkce f ma Riemann(v integral na intervalu

(a, b), pokud f_abf = fabf. Hodnota integralu funkce f pres

interval (a, b) je pak rovna spole¢né hodnoté f_abf = fabf.
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VIII.1. Riemanntv integral

Definice
Rekneme, Ze funkce f ma Riemannuv integral na intervalu

(a, b), pokud f_abf = fabf. Hodnota integralu funkce f pres

interval (a, b) je pak rovna spole¢né hodnoté f_abf = fabf.

b
Znacime ji / f.
a
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VIII.1. Riemanntv integral

Definice
Rekneme, Ze funkce f ma Riemannuv integral na intervalu

(a, b), pokud f_abf = fabf. Hodnota integralu funkce f pres

interval (a, b) je pak rovna spole¢né hodnoté f_abf = fabf.

b b a
Znacime ji / f. Pokud a > b, definujeme/ f= —/ f,
a b

a

v pfipadé, ze a = b, definujeme / f=0.

a
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VIII.1. Riemanntv integral

Poznamka
Necht D, D' jsou déleni intervalu (a, b), D’ zjemnuje D a
necht f je funkce omezend na intervalu (a, b). Pak plati

S(f,D) < 8(f,D') < 8(f,D') < S(f, D).
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VIII.1. Riemanntv integral

S(f,D) < 8(f,D') < 8(f,D') < S(f, D).

~ ~

/ /
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VIII.1. Riemanntv integral

S(f,D) < 8(f,D') < 8(f,D') < S(f, D).
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VIII.1. Riemanntv integral

S(f,D) < 8(f,D') < 8(f,D') < S(f, D).
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VIII.1. Riemanntv integral

S(f,D) < 8(f,D') < 8(f,D') < S(f, D).
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VIII.1. Riemanntv integral

S(f,D) < 8(f,D') < 8(f,D') < S(f, D).

Matematika Il VIII. Primitivni funkce a Riemann(v integral



VIII.1. Riemanntv integral

Poznamka
Necht D, D' jsou déleni intervalu (a, b), D’ zjemnuje D a
necht f je funkce omezena na intervalu (a, b). Pak plati

S(f,D) < 8(f,D') < 8(f,D') < S(f, D).
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VIII.1. Riemanntv integral

Poznamka
Necht D, D' jsou déleni intervalu (a, b), D’ zjemnuje D a
necht f je funkce omezena na intervalu (a, b). Pak plati

S(f,D) < 8(f,D') < 8(f,D') < S(f, D).

Méjme nyni dvé déleni Dy, D, intervalu (a, b) a déleni D’
zjemnuijici déleni D; i déleni D,. Pak plati

S(f,Dy) < S(f, D) < S(f, D) < S(f, Ds).
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VIII.1. Riemanntv integral

Poznamka
Necht D, D' jsou déleni intervalu (a, b), D’ zjemnuje D a
necht f je funkce omezena na intervalu (a, b). Pak plati

S(f,D) < 8(f,D') < 8(f,D') < S(f, D).

Méjme nyni dvé déleni Dy, D, intervalu (a, b) a déleni D’
zjemnuijici déleni D; i déleni D,. Pak plati

S(f,Dy) < S(f, D) < S(f, D) < S(f, Ds).

Odtud Ize snadno odvodit fabf < f_abf.
-konec 21. prednasky 4.5.2018——
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VIII.1. Riemanntv integral

Lemma 64 (kritérium existence Riemannova
integralu)
Necht f je funkce omezena na intervalu (a, b).

(@) [2f=1¢cR prdvé tehdy, kdy? ke kazdému ¢ € R,
e > 0 existuje déleni D intervalu (a, b) takoveé, Ze

| —c < S(f,D) < §(f,D) < | +e.
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VIII.1. Riemanntv integral

Lemma 64 (kritérium existence Riemannova
integralu)
Necht f je funkce omezena na intervalu (a, b).

(@) [2f=1¢cR prdvé tehdy, kdy? ke kazdému ¢ € R,
e > 0 existuje déleni D intervalu (a, b) takoveé, Ze

| —c < S(f,D) < §(f,D) < | +e.

(b) Funkce f ma na (a, b) Riemannuv integral prave
tehdy, kdyz ke kazdému ¢ € R, ¢ > 0 existuje déleni D
intervalu (a, b) takové, Ze

S(f, D) — S(f, D) < .
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Véta 65

(i) Necht funkce f ma Riemannuv integral na intervalu
(a,b) a necht (c,d) C (a,b). Pak f ma Riemannav
integral i na intervalu (c, d).
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Véta 65
(i) Necht funkce f ma Riemannuv integral na intervalu
(a,b) a necht (c,d) C (a,b). Pak f ma Riemannav
integral i na intervalu (c, d).
(i) Necht c € (a, b) a funkce f ma Riemannuv integral

na intervalech (a, c) a (c, b). Pak f ma Riemanntv
integral na (a, b) a plati

/abf:/acf+/cbf. (1)
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Véta 65

(i) Necht funkce f ma Riemannuv integral na intervalu
(a,b) a necht (c,d) C (a,b). Pak f ma Riemannav
integral i na intervalu (c, d).

(i) Necht c € (a, b) a funkce f ma Riemannuv integral
na intervalech (a, c) a (c, b). Pak f ma Riemanntv
integral na (a, b) a plati

/abf:/acf+/cbf. (1)

Poznamka
Vzorec (1) plati pro v8echna a, b, ¢ € R, pokud existuje
integral funkce f pfes interval (min{a, b, ¢}, max{a, b, c}).

_kNNo Nroanack O (18
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VIII.1. Riemanntv integral

Véta 66 (linearita Riemannova integralu)

Necht f a g jsou funkce majici Riemanndv integral na
intervalu (a, b) a necht o € R. Potom

(i) funkce af ma Riemanndv integral na (a, b) a plati

b b
/af:a/ f,
a a
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VIII.1. Riemanntv integral

Véta 66 (linearita Riemannova integralu)

Necht f a g jsou funkce majici Riemanndv integral na
intervalu (a, b) a necht o € R. Potom

(i) funkce af ma Riemanndv integral na (a, b) a plati

b b
/af:a/ f,
a a

(i) funkce f + g ma Riemannuv integral na (a, b) a plati

b b b
/f+g:/f+/ g.
a a a
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VIII.1. Riemanntv integral

Véta 67
Necht a,b € R, a < b, a necht f a g jsou funkce majici
Riemannuv integral na intervalu (a, b). Potom plati:

(i) Je-li f(x) < g(x) pro kazde x € (a, b), pak

b b
frefs
a a
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VIII.1. Riemanntv integral

Véta 67
Necht a,b € R, a < b, a necht f a g jsou funkce majici
Riemannuv integral na intervalu (a, b). Potom plati:

(i) Je-li f(x) < g(x) pro kazde x € (a, b), pak

b b
frefs
a a

(i) Funkce |f| ma Riemanndv integral na (a, b) a plati

b b
JREYAl
a a
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VIII.1. Riemanntv integral

Definice
Rekneme, Ze funkce f je stejnomérné spojita na
intervalu /, jestlize plati

VeeR,e>03d6€eR,6>0
Vx,yel [x—y|<d: |f(x)—1f(y) <e.
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VIII.1. Riemanntv integral

Definice
Rekneme, Ze funkce f je stejnomérné spojita na
intervalu /, jestlize plati

VeeR,e>03d6€eR,6>0
Vx,yel [x—y|<d: |f(x)—1f(y) <e.

-konec 23. prednasky 11.5.201 88—
Véta 68

Je-li funkce f je spojita na omezeném uzavieném
intervalu (a, b), pak je stejnomérné spojita na (a, b).
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VIII.1. Riemanntv integral

Veta 69
Necht funkce f je spojita na intervalu {(a, b), a,b € R. Pak
f ma Riemanndv integral na (a, b).
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VIII.1. Riemanntv integral

Véta 70
Necht f je spojita funkce na intervalu (a, b) a necht
X

¢ € (a,b). Oznacime-li F(x) = / f(t)dt prox € (a, b),
C

pak F'(x) = f(x) pro kazde x € (a, b).
-konec 24. prednasky 18.5.2018—M
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