V. Funkce vice proménnych

V.1. R” jako linearni a metricky prostor
Definice. MnoZinou R", n € N, rozumime mnoZinu vSech usporddanych n-tic redlnych Cisel.

Definice. Euklidovskou metrikou (vzddlenosti) na R™ rozumime funkci p: R™ x R™ — (0, 400) definovanou pfedpisem

p(x,y) =

Cislo p(x,y) nazyvame vzddlenosti bodu  od bodu y.
Véta 1 (vlastnosti euklidovské metriky). Euklidovskd metrika p md ndsledujici vlastnosti:

(i) Ve,y e R": p(x,y) =0 x =1y,

(ii) Va,y € R™: p(x,y) = p(y, ), (symetrie)
(iii) Va,y,z € R": p(x,y) < p(z, z) + p(z,y), (trojiihelnikovd nerovnost)
(iv) Yo,y € R", VA € R: p(Az, \y) = |A| p(z, y), (homogenita)
(v) Ve,y,z € R™: p(x + z,y + z) = p(x,y). (translacni invariance)

Definice. Necht € R", r € R,r > 0. MnoZinu B(z, r) definovanou predpisem
B(x,r) ={y €R"; p(z,y) <r}

nazyvame otevienou kouli o poloméru r a stfedu x nebo také okolim bodu x.

Definice. Necht M C R™. Rekneme, 7e x € R” je vnitfnim bodem mnoZiny M, jestlize existuje r > 0 tak, ze B(x,r) C M.

Mnozina M C R"™ se nazyva oteviend v R™, jestlize kazdy jeji bod je jejim vnitfnim bodem.
Vnitikem mnoziny M rozumime mnoZinu vSech vnitinich bodd mnoZiny M a znacime jej Int M.

Véta 2 (vlastnosti otevienych mnoZin).

(i) Prdzdnd mnoZina a cely prostor R" jsou oteviené v R™.

(ii) Necht mnoZiny Go C R", o € A # 0, jsou oteviené v R". Pak |, 4 G je oteviend mnoZina v R™.
(iii) Necht’ mnoziny G;, i = 1,...,m, jsou oteviené v R". Pak (-, G; je oteviend mnoZina v R".

Pozndmka.
(i) Sjednoceni libovolného systému otevienych mnoZin je oteviend mnoZina.
(iii) Prinik konecné mnoha otevienych mnoZin je oteviend mnoZina.

Definice. Necht' M C R™ a x € R". Rekneme, e @ je hranicnim bodem mnoZiny M, pokud pro kazdé r > 0 plati
B(x,r)NM #0 a B(xz,r)N(R"\ M) #0.

Hranici mnoZiny M rozumime mnoZinu vSech hrani¢nich bodd M a znalime ji H(M).
Uzdvérem mnoziny M rozumime mnozinu M U H (M) a znalime jej M.

Rekneme, 7e mnoZina M je uzaviend v R", jestlize obsahuje viechny své hraniéni body, tedy H (M) C M, neboli M = M.
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Definice. Necht' o/ € R™ pro kazdé j € Naz € R™. Rikdme, Ze posloupnost {7 }52 | konverguje k a, pokud

lim p(z,27) = 0.

Jj—o0

Prvek x nazyvame limitou posloupnosti {z’ 152
Posloupnost {y7 524 prvki R™ je konvergentni, pokud existuje y € R™ takové, Ze {y? 521 konverguje k y.

Pozndmka. Plati, ze {x’ };‘;1 konverguje k € R", pravé kdyz

Ve €R,e >03jo € NVj €N,j > jo: @’ € B(zx,¢).



Véta 3. Necht' ' € R" pro kazdé ] € Nax € R" Posloupnost {mj} 21 konverguje k x prdavé tehdy, kdyZ pro kaidé

i € {1,...,n} ciselnd posloupnost {x] 52, konverguje k Cislu ;.

Pozndmka. Véta 3 fik4, Ze konvergence v prostoru R” je totéZ, jako konvergence ,,po souradnicich*. Posloupnost {x’ }°° 1 ma
tedy nejvyse jednu limitu. Pokud existuje, oznacime ji symbolem lim;_, 27 . Nékdy téZ misto im0 ! = x piSeme =/ — x.

Véta 4 (charakterizace uzavienych mnoZin). Necht’ M C R". Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) MnoZina M je uzaviend v R™.

(ii) Mnozina R™ \ M je oteviend v R™.
(iii) KaZdy bod x € R™, k némuz konverguje néjakd posloupnost {z’} prvkii mnoZiny M, patii do mnoZiny M.
Véta 5 (vlastnosti uzavienych mnozin).

(i) Prdzdnd mnoZina a cely prostor R" jsou uzaviené v R™.

(ii) Necht mnoZiny F, C R", a € A # (), jsou uzaviené v R". Pak ) o je uzaviend mnoZina v R"™.

aEA
(iii) Necht mnoZiny F;, i = 1,...,m, jsou uzaviené v R". Pak U:’;l F; je uzaviend mnoZina v R"™.

Pozndmka.
. o . . , - v o v
(ii) Prinik libovolného systému uzavienych mnoZin je uzaviend mnoZina.
(iii) Sjednoceni konecné mnoha uzavienych mnoZin je uzaviend mnoZina.

Pozorovdni. Necht M C N C R®. PakInt M CIntNaM C N.
Véta 6. Necht’ M C R". Potom plati:

(i) MnoZina M je uzaviend v R™.

(ii) MnoZina Int M je oteviend v R™.
(iii) MnoZina M je oteviend v R", pravé kdy? M = Int M.

Pozndmka. MnoZina Int M je nejvétsi oteviend mnoZina obsazend v M v nasledujicim smyslu: Je-li G mnoZina oteviend v R"
spliujici G C M, pak G C Int M. Podobné M je nejmensi uzaviend mnoZina obsahujici M.

Definice. Rekneme, 7e mnoZina M C R™ je omezend, jestlize existuje 7 > 0 spliiujici M C B(o, 7). Posloupnost prvki R" je
omezend, jestlize mnoZina jejich ¢lent je omezend.

Véta 7. Mnozina M C R"™ je omezend, prdvé kdy? je omezend mnoZina M.

V.2. Spojité funkce vice proménnych
Definice. Necht’ f je funkce n proménnych a 2 € R™. Rekneme, Ze f je spojitd v bodé x, jestlize plati
VeeR,e>030€R,6>0Vy € B(x,9d): f(y) € B(f(x),e).
Necht M C R™ ax € M. Rekneme, e f je spojitd v bodé x vzhledem k M, jestlize plati
VeeR,e>030€R,0 >0y € B(x,0)NM: f(y) € B(f(x),e).

Pozndmka. Funkce f je spojita v bodé x, jestliZe je spojitd v x vzhledem k néjakému okoli bodu x.
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Véta 8 (Heine). Necht' M C R", x € M a f: M — R. Pak je ekvivalentni:
(i) f je spojitd v x vzhledem k M,

(ii) lim f(x’/) = f(x) pro kazdou posloupnost {x’ }52.1 splitujict x) € Mproj€Na lim 2/ =z
j—o0

J—00

Definice. Necht M C R™ a f: M — R. Rekneme, e f je spojitd na mnoZiné M, jestlize je spojitd v kazdém bod& = € M
vzhledem k M.

Pozndmka. Funkce 7: R™ — R, 79 (x) = z;, 1 < j < n, jsou spojité na R"™. Témto funkcim fikdme souradnicové projekce.



Véta9. Nechtt M C R, x e M, f: M - R, g: M - Rac R JestliZe f a g jsou spojité v bodé x vzhledem k M, potom

také funkce cf, f + g a fg jsou spojité v x vzhledem k M. Pokud navic funkce g je nenulovd v bodé x, pak je spojitd i funkce
f/g v bodé x vzhledem k M.

Véta 10. Necht’ r,s € N, M C R°, L C R" ay € M. Necht’ p1,...,p, jsou funkce definované na M, spojité v bodé y
vzhledem k M a [p1(x),...,¢r(x)] € L pro kazdé x € M. Necht' f: L — R je spojitd v bodé [p1(Y), - . ., pr(y)] vzhledem
k L. Potom sloZend funkce F': M — R dand predpisem

F(x) = f(apl(:c), .. .,(pr(a:)), xeM,
Jje spojitd v y vzhledem k M.
Véta 11. Necht’ f je spojitd funkce na R™ a ¢ € R. Potom plati:
(i) MnoZina {x € R™; f(x) < c} je oteviend v R™.
f(@)
(iii) Mnozina {x € R™; f(x) < c} je uzaviend v R™.
f(z)

(v) MnoZina {x € R"; f(x) = c} je uzaviend v R™.

(ii) MnoZina {x € R™; > c} je oteviend v R™.

(iv) Mnozina {x € R™; > ¢} je uzaviend v R™.

Definice. Mnozinu M C R™ nazyvame kompakini, pokud z kazdé posloupnosti prvkti mnoZiny M lze vybrat konvergentni
podposloupnost s limitou v M.

Véta 12 (charakterizace kompaktnich mnozin v R™). MnoZina M C R" je kompaktni, pravé kdyZ je uzaviend a omezend.
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Lemma 13. Necht’ {x/ }J"’;l Jje omezend posloupnost v R"™. Pak z ni Ize vybrat konvergentni podposloupnost.
Definice. Necht M C R", x € M a f je funkce definovand alespori na M (tj. M C Dy). Rekneme, Ze f nabyva v bodé x
o maxima na M, jestlize plati Vy € M : f(y) < f(=x),

lokdlniho maxima vzhledem k M, jestlize existuje 6 > 0 takové, Ze Vy € B(z,0) N M : f(y) < f(x),

ostrého maxima na M, jestlize plati Vy € M \ {x}: f(y) < f(=),

ostrého lokdlniho maxima vzhledem k M, jestlize existuje § > 0 takové, Ze Vy € (B(x,8) \ {z}) N M: f(y) < f(=),
Analogicky definujeme minimum a ostré minimum na M, lokdlni minimum a ostré lokdlni minimum vzhledem k M.

Definice. Rekneme, 7e funkce f mavbodé x € R" lokdlni maximum, ma-li v x lokdlni maximum vzhledem k néjakému okol{
bodu x.

Podobné pro lokdIni minimum, ostré lokdIni maximum a ostré lokdlni minimum.

Véta 14 (o nabyvani extrémi). Necht’ M C R"™ je neprdzdnd kompaktni mnoZina a f: M — R je spojitd na M. Pak f nabyvd
na M svého maxima i minima.

Dusledek. Necht’ M C R"™ je kompaktni mnoZina a f: M — R je spojitd na M. Pak f je omezend na M.
Definice. Rekneme, 7e funkce f o n promé&nnych ma v bod& a € R™ limitu rovnou A € R*, jestlize plati
VeeR,e>030 €R,0 >0Vx € B(a,d) \ {a}: f(x) € B(4,¢).
Pozndmka.
e Kazd4 funkce mé v daném bod€ nejvyse jednu limitu, piSeme lim, . f(x) = A.
e fje spojitd v a, pravé kdyz limg 4 f(x) = f(a).
e Pro limity funkci vice proménnych plati obdobné véty jako pro limity funkci jedné proménné (aritmetika, policajti, ... ).

Véta 15 (limita sloZzené funkce vice proménnych s podminkou (S)). Necht’ r,s € N, a € M C R?®, ¢1,..., @, jsou funkce
definované na M spliiujici limg_.q pj(x) =bj, j =1,...,7r,ab=[b1,...,b,] € R". Necht’ f je funkce r proménnych spojitd
v bodé b. Definujme sloZenou funkci F: M — R pfedpisem

F(IB):f((p1(58),(,02($),...,gO,-(iB)), x € M.
Pak lim F(x) = f(b).

Tr—a



V.3. Parcialni derivace a tecna nadrovina

Definice. Necht' f je funkce n proménnych, j € {1,...,n}, a € R™. Pak &islo

J) —
O () oy Sat 1)~ (@)
Oz t—0 t
— lim flar, . . aj-1,a5 +t,aj41,...,an) — fla1,...,an)
t—0 t

nazyvame parcidlni derivaci (prvniho Fddu) funkce f podle j-té proménné v bodé a (pokud limita existuje).
-konec 4. predndsky 2.3.201 88—

Véta 16 (nutnd podminka lokédlniho extrému). Necht’ G C R" je oteviend mnoZina, a € G a funkce f: G — R md v bodé a
lokdlni extrém. Pak pro kaZdé j € {1,...,n} plati:
Parcidlni derivace a—(a) bud’ neexistuje, nebo je rovna nule.
L
Definice. Necht G C R" je neprdzdna a oteviend. Necht' funkce f: G — R md v kazdém bodé mnoZiny G spojité vSechny
parcidln{ derivace (tj. funkce & — %(m) jsou spojité na G pro viechna j € {1,...,n}). Pak ifkdme, Ze funkce f je tidy C* na
J

G. Mnozinu vech takovych funkei znac¢ime C'*(G).

Pozndmka. Pokud je G C R"™ oteviend aneprdzdnd a f,g € C''(G), pak i funkce f+g € C1(G), f—g € C*(G) a fg € CL(G).
Pokud navic Vz € G: g(x) # 0, paki f/g € C1(G).

Tvrzeni 17 (slabd Lagrangeova véta). Necht' n € N, Iy, ..., I,, C R jsou oteviené intervaly, I = Iy x Iy x - - x I,, f € C*(I),
a,b € I. Potom existuji body £*,... £" € I, splﬁujt’ct’{} € (aj,b;) provSechna i,j € {1,...,n}, takové, Ze

HURSIOED D (SICE)

i=1
Definice. Necht G C R™ je oteviend mnoZina, a € G a f € C'(G). Pak graf funkce

or of
o1 Oy,

O (@)(ws —as) +---+

T:x— f(a)+ +57$2

(a)(zx1 —a1) (a)(zy —an), x€R™,

nazyvame tecnou nadrovinou ke grafu funkce f v bodé [a, f(a)].
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Véta 18 (o tecné nadroving). Necht’ G C R™ je oteviend mnoZina, a € G, f € CY(G) a T je funkce, jejim? grafem je tecnd
nadrovina ke grafu funkce f v bodé [a, f(a)]. Pak

i 1®) = T(@)

=0.
e p@,a)
Véta 19. Necht’ G C R" je oteviend neprdzdnd mnoZina a f € CY(G). Pak f je spojitd na G.

Véta 20 (derivace slozené funkce). Necht' r,s € N a necht’ G C R*, H C R" jsou oteviené mnoZiny. Necht’ o1,...,@, €
CYHG), f € CY(H) abod [p1(x),...,o-(x)] € H pro kazdé x € G. Potom sloZend funkce F: G — R dand predpisem

F(zc):f((pl(m),gog(m),...,4,07«(:6)), z € G,

je tridy C* na G. Necht a € G ab = [p1(a),...,o.(a)]. Pakproj € {1,...,s} plati

oF _ ~Of .. Op;
51, @ =2 G 05 @)

Definice. Necht' G' C R" je oteviend mnoZina, a € G a f € CY(G). Gradientem funkce f v bodé a rozumime vektor

Vi(a) = [aajl(a),gxi(a),...,;;;(a) .

Definice. Je-li G C R" oteviend mnozina, a € G, f € C'(G) a Vf(a) = o, pak bod a nazyvime staciondrnim (nékdy té7
kritickym) bodem funkce f.



Definice. Necht’ G C R” je neprazdnd oteviend mnozina, i,j € {1,...,n}, funkce f: G — R md v kazdém bodé G vlastni
i-tou parcialni derivaci a @ € G. Parcidlni derivaci funkce « +— % (z) podle proménné x; v bodé a znatime

o
P (#) (
856@6Ij n 8xj

a

2
a nazyvame ji parcidlni derivaci druhého rddu funkce f. Je-li i = j, pak pouzivame znacen{ gw?; (a).

i

Analogicky se definuji parcidln{ derivace vy$$ich fada.

2 2
Pozndmka. Obecné nemusi platit 8:2 ng (a) = 8:?] gri (a).

Véta 21 (o zdménnosti parcidlnich derivaci). Necht' i,5 € {1,...,n} a funkce f md na okoli bodu a € R™ obé parcidlni

. 9% f i . \ . .
derivace P.07; ¢ Buy0m A0 funkce jsou v bodé a spojité. Pak plati

Pf oy Pf o
6xi6xj B 8.1’]6:61 '
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Definice. Necht G C R™ je oteviend mnoZina a k € N. Rekneme, Ze funkce f je t#idy C* na G, ma-li f viechny parcidlni
derivace a7 do fddu k spojité na mnoZiné G. MnoZinu viech takovych funkci zna¢ime C*(G).

Rekneme, e funkce f je t#idy C*° na G, ma-li f viechny parcialni derivace viech f4di spojité na mnoZiné G. MnoZinu viech
funkci tfidy C*° na G znaéime C'*°(G).

V4. Véta o implicitnich funkcich

Véta 22 (o implicitni funkci). Necht’ G C R"*? je oteviend mnoZina, F: G — R, & € R", §j € R, [&,§] € G a necht’ plati:
(i) F eCl(G),
(ii) F(Z,q) =0,

(iii) Z—j(m) 0.

Pak existuji okoli U C R™ bodu & a okoli V' C R bodu y takovd, Ze pro kazdé x € U existuje prdvé jednoy € V s vlastnosti
F(z,y) = 0. Oznacime-li toto y jako p(x), pak takto vznikld funkce p € C*(U) a

OF
9y b, (@ p(x)) ‘
(£)=——2—— proxeclUje{l,...,n}
Oz; I (@, p(
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Véta 23 (o implicitnich funkcich). Necht' m,n € N, k € NU {co}, G C R™™™ je oteviend mnozina, F;: G — R pro
j=1....m &R, geR™ [Z,9)] = [T1,.--,Tn,T1,---,Tm] € G a necht’ plati:

(i) Fj € C*(G) provsechna j € {1,...,m},

(ii) Fj(&,y) = 0 provsechna j € {1,...,m},

OF) [~ = OF) (~ =
mGg) . g

(iii) : : £ 0,
OFwm (4 =~ OFw (5 =~
o @®9) - 5@

Pak existuji okoli U C R™ bodu & a okoli V- C R™ bodu y takovd, Ze pro kazdé x € U existuje pravé jedno y € V s viastnosti
Fi(x,y) = 0 pro kaZdé j € {1,...,m}. Oznacime-li jednotlivé souradnice tohoto y jako ¢;(x), j = 1,...,m, pak takto
vzniklé funkce p; € C*(U).
Pozndmka. Symbol v podmince (iii) VEty 23 se nazyva determinant. Definovan bude pozdé;ji.

Pro m =1 plati |a‘ =a, a € R, tedy podminka (iii) Véty 23 pfechdzi v podminku (iii) Véty 22.
@ b =ad —bec, a,b,c,d € R.
c d
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Pro m = 2 plati




V.5. Lagrangeova véta o multiplikatorech

Véta 24 (Lagrangeova véta o multiplikdtoru). Necht’ G C R? je oteviend mnoZina, f,g € C1(G), M = {[z,y] € G; g(z,y) =
0} a [Z,9] € M je bodem lokdlniho extrému funkce f vzhledem k mnoZiné M. Potom je splnéna alespori jedna z ndsledujicich
podminek:

(1) Vg(z,79) = o,

(1I) existuje redlné ¢islo A € R splriujici

of . . g ,. .
A== =0
5y (&9 + A5 (3,9) =0,
of . . ag,. .
P =0
(0.0 + AGL (@)
Véta 25 (Lagrangeova véta o multiplikdtorech). Necht’ m,n € N, m < n, G C R" je oteviend mnoZina, f, g1, - - ., gm € CH(Q),

M ={z€G; gi(z) =0,92(2) =0,...,9m(2) = 0}

a bod z € M je bodem lokdlniho extrému funkce f vzhledem k mnoZiné M. Potom je splnéna alespori jedna z ndsledujicich
podminek:

(I) vektory
Vgl (2), Vgg(i), ceey ng(Z)
Jjsou linedrné zdvislé,
(Il) existuji redlnd ¢isla A1, Ao, ..., Am € R spliiujici
Vf(Z) +MVgi(2) + AaVga(Z) + - + XM Vgm(2) = o.
Pozndmka.

e Pojem linedrni zdvislosti vektorii bude zaveden pozdéji.
Pro m = 1 plati, Ze vektor je linedrné zavisly, pravé kdyZ je nulovy.

Pro m = 2 plati, Ze dva vektory jsou linedrn€ zavislé, pravé kdyZ jeden z nich je ndsobkem druhého.
o Cisla Ay, ..., A\ se nazyvaji Lagrangeovy multiplikdtory.
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V.6. Funkce konkavni a kvazikonkavni
Definice. Necht M C R™. Rekneme, 7e M je konvexni mnoZina, jestlize plati:
Ve, y e MVt e (0,1): tx+ (1 —t)y € M.

Definice. Necht' M C R™ je konvexni mnoZina a funkce f je definovéna na M. Rekneme, Ze funkce f je

o konkdvni na M, jestlize

Va,be MVt e (0,1): f(ta+ (1 —¢t)b) > tf(a) + (1 —t)f(b),
o ryze konkdvni na M, jestlize
Va,b € M,a # bVt c (0,1): f(ta+ (1 —t)b) > tf(a) + (1 —t)f(b).

Pozndmka. Obracenim nerovnosti obdrzime definici konvexni a ryze konvexni funkce.

Pozndmka. Funkce f je konvexni (ryze konvexni), pravé kdyZ funkce — f je konkavni (ryze konkavni).
Véty v tomto oddile jsou formulovany pro konkdvni a ryze konkavni funkce, jejich ziejmé analogie plati i pro konvexni a
ryze konvexni funkce.

Pozndmka.
e Pokud je funkce f je ryze konkavni na M, pak je i konkavni na M.
e Necht' funkce f je konkdvni na M. Pak f je ryze konkdvni na M, pravé kdyz graf f ,neobsahuje dsecku®, tj.

=(3a,b€ M,a #b, Vt € (0,1): f(ta+ (1 —t)b) =tf(a)+ (1 —t)f(b)).



Véta 26. Necht’ funkce f je konkdvni na oteviené konvexni mnoziné G C R™. Pak f je spojitd na G.

Véta 27. Necht’ funkce f je konkdvni na konvexni mnoZiné M C R™. Pak pro kazdé o € R je mnozina Q. = {x € M; f(x) >
a} konvexni.

Véta 28 (charakterizace konkdvnich funkci tifdy C1). Necht’ G C R™ je konvexni oteviend mnoZina a f € C(G).

(i) Funkce f je konkdvni na G, prdavé kdy?

Ve,y e G: f(y +Z

—.Ti).

axl

(ii) Funkce f je ryze konkdvni na G, pravé kdyZ

—l‘i).

Ve,ye G £y: f(y +Zax

Disledek 29. Necht’ G C R" je konvexni oteviend mnoZina a f € C*(G) je konkdvni na G. Je-li bod a € G staciondrnim
bodem funkce f (1. V f(a) = o), pak je bod a bodem maxima funkce f na mnoZiné G.
Definice. Necht' M C R" je konvexni mnoZina a funkce f je definovéna na M. Rekneme, Ze funkce f je

o kvazikonkdvni na M, jestlize

Va,be MVte (0,1): f(ta+ (1 —t)b) > min{f(a), f(b)},

e ryze kvazikonkdvni na M, jestlize

Va,be M,a #b, vVt € (0,1): f(ta+ (1 —t)b) > min{f(a), f(b)}.

Pozndmka. Obracenim nerovnosti a ziménou minima za maximum obdrZzime definici kvazikonvexni a ryze kvazikonvexni funkce.

Pozndmka. Funkce f je kvazikonvexni (ryze kvazikonvexni), pravé kdyz funkce — f je kvazikonkdvni (ryze kvazikonkavni).
Véty v tomto oddile jsou formulovdny pro kvazikonkdvni a ryze kvazikonkavni funkce, jejich zfejmé analogie plati i pro
kvazikonvexni a ryze kvazikonvexni{ funkce.

Pozndmka.

e Pokud je funkce f je ryze kvazikonkavni na M, pak je i kvazikonkavni na M.

e Necht’ funkce f je kvazikonkdvni na M. Pak f je ryze kvazikonkdvni na M, pravé kdyz graf f ,,neobsahuje vodorovnou

usecku®, j.
—~(3a,be M,a#b, Vt € (0,1): f(ta+ (1 —1)b) = f(a)).

Pozndmka. Necht M C R"™ je konvexni mnoZzina a f je funkce definovand na M. Pak plati:
e Je-li f konkavni na M, pak je i kvazikonkdvni na M.
e Je-li f ryze konkdvni na M, pak je i ryze kvazikonkdvni na M.

Véta 30 (o jednoznacnosti extrému). Necht’ f je ryze kvazikonkdvni funkce na konvexni mnoZiné M C R™. Pokud f nabyvd na
M svého maxima, pak ho nabyvd prdvé v jednom bodé.

Dusledek. Necht’ M C R"™ je konvexni, omezend, uzaviend a neprdzdnd mnoZina a f je spojitd a ryze kvazikonkdvni funkce na
M. Pak f nabyvd maxima na M prdvé v jednom bodé.

-konec 10. prednasky 23.3.2018——-

Véta 31 (charakterizace kvazikonkdvnich funkci pomoci droviiovych mnozin). Necht’ M C R"™ je konvexni mnoZina a f je
funkce definovand na M. Funkce f je kvazikonkdvni na M prdvé tehdy, kdy? pro kazdé a € R je mnoZina Q, = {x €
M; f(x) > a} konvexni.



VI. Maticovy pocet

VI.1. Zakladni operace s maticemi
Definice. Tabulku

a1 ai2 Q1n
a1 a22 N (05798
)
aAml Am2 ... Qmn
kdea;; € R,i=1,...,m,j=1,...,n, nazyvame matici typu m x n. Zkrdcené zapisujeme (aij)i'zll“m'
j=1l..n

Matici typu n X n nazyvame cCtvercovou matici radu n.
Mnozinu v8ech matic typu m x n znalime M (m X n).

Definice. Necht’

a1l a2 A1n
a1  A22 A2n
A= .
am1 Am2 oo Qmn
O n-tici &isel (a1, ao, - . ., ain), kde i € {1,2, ..., m}, mluvime jako o i-tém Fddku matice A.

aij
aj
O m-tici Cisel < ’ ),kdej € {1,2, ...,n}, mluvime jako o j-tém sloupci matice A.
amj
Definice. Rekneme, 7e dv& matice se rovnaji, pokud jsou stejného typu a viechny odpovidajici prvky se rovnaji, tj. pokud
A= (aij)i;ll__m aB= (buv)u:%.ﬂ', pak A = B,pravekdyim =r,n=saa;; =b; Vi€ {1,...,m},Vj € {1,...,n}.
j=l.n v=1..s

Definice. Necht' A, B € M(m x n), A = (a;j)i=1..m>» B = (bi;)i=1..m, A € R. Pak souctem matic A a B rozumime matici
i=1 =1

j=1..n j=l.n
a1 +bi1  ai2+biz ... aip+0bin
a1 + bay azz +bya ... a2y +bay
A+B= .
Am1 + bml Am2 + bml v Qmn + bmn

Soucinem redlného Cisla A a matice A (téZ \-ndsobkem matice A) rozumime matici

Aair Aaie ... Aaiy

Aa21 )\0,22 .. )\a2n
AN =

)\aml )\amz P )\amn

Tvrzeni 32 (zdkladni vlastnosti s¢itdni matic a nasobeni skalarem). Plati:

e VA B,CeM(mxn): A+ (B+C)=(A+B)+C, (asociativita)
e VA/BeM(mxn): A+ B=B+ A, (komutativita)
e JIOc M(mxn)VAe M(mxn): A+0 = A, (existence nulového prvku)
e VAce M(mxn)3lCaeM(mxn): A+Ca=0, (existence opacného prvku)

o VA e M(mxn)VA pueR: (Au)A = ApA),
e VAe M(mxn):1-A=A,
e VAc M(mxn)VA,peR: (A4 p)A =NA+ A,
e VA Be M(mxn)VAeR: \(A+ B)=)A+ \B.
Pozndmka.
e Matici O z predeslého tvrzeni fikdme nulovd matice a vSechny jeji prvky jsou nulové.

e Matice C' 4 z ptedeslého tvrzeni se nazyva matice opacnd k A. Je urCena jednoznacné, znaéime ji —A a plati —A =
(—aij)i=t.ma—A=—1-A.
j=1l..n



Definice. Necht' A € M(m x n), A = (Gis)i=1..m, B € M(n x k), B = (bs;)s=1.

s=1..n j=1.

matici AB € M(m x k), AB = (Cij)i:L.vE, kde
=1

n
Cij = E Aishs;-
s=1

-konec 11. pfednasky 28.3.2018——
Véta 33 (vlastnosti maticového nasobeni). Necht’ m,n, k,l € N. Pak plati:
(i) VAe M(mxn)VB € M(nx k)VC € M(k x1): A(BC)=(AB)C,
(ii) VAe M(m xn)VB,C € M(nx k): A(B+C)=AB+ AC,
(iii) VA,B € M(m xn)VC € M(n x k): (A+ B)C = AC + BC,

n. Pak soucinem matic A a B rozumime
k

(asociativita ndsobeni)
(distributivita zleva)

(distributivita zprava)

(iv) AT e M(nxn)VA € M(nxn): IA= Al = A. (existence a jednoznacnost jednotkové matice I) Ddle BI = B pro

BeM(mxn)alIC =CproC e M(n xk),
(v) VA€ M(m xn)VB € M(nx k) VA eR: (AMA)B = A(AB) = \(AB).
Pozndmka. Pozor! Maticové nasobeni neni komutativni.

Definice. Transponovanou matici k matici

a1l a2 ais <. Qln
a21 Q22 (23 ... dQ2p
A =
Am1 Am2 am3 .. Amn
rozumime matici

ail a21 e am1

12  A22 ... (m2
AT = | ;3 a3 ... Gm3 |

A1n a9n cee Qmn

tj- pokud A = (a;;)i=1..m, pak AT = (buv) u=1..n, Kde buy = @y pro kazdé u € {1,.

j=l.n

Véta 34 (vlastnosti transponovanych matic). Plati:
(i) VA€ M(m xn): (A7) = 4,
(ii) VA,B € M(m xn): (A+ B)"T = AT + BT,
(iii) YA € M(m xn)VB € M(nx k): (AB)T = BT A",

VI.2. Regularni matice

Definice. Necht’ A € M (n x n). Rekneme, 7e A je reguldrni matice, pokud existuje

AB=BA=1.

(ndsobeni skaldrem)

onhve{l,2,...,m}.

B € M(n x n) takovd, Ze

Definice. Rekneme, Ze matice B € M (n x n) je inverzni matici k matici A € M (n x n), jestlize AB = BA = I.

Pozndmka. Matice A € M (n x n) je reguldrni, pravé kdyz k nf existuje inverzni matice.

Pozndmka.

e Necht’ A € M(n x n) je reguldrni. Pak k ni existuje pravé jedna inverzni matice. Znacime ji AL

e Pokud pro matice A, B € M(n x n) plati AB = I, pak také BA = 1.

Véta 35 (regularita a maticové operace). Necht’ A, B € M (n x n) jsou reguldrni matice. Pak plati:

(i) A~ je reguldrni matice a (A’l)_1 = A,



(ii) AT je reguldrni matice a (AT)_1 = (Ail)T,
(iii) AB je reguldrni maticea (AB)~' = B"*A™".
-konec 12. prednasky 4.4.2018——

Definice. Necht' k,n € Nav!, ..., vF € R". Rekneme, Ze vektor u € R” je linedrni kombinaci vektoriv', . .., v* s koeficienty
AL, Ak € R, jestlize
u:)\1v1+~~~+/\kvk.

L. .., v* s koeficienty M1, . .., A je rovha u.

1 ..., v"; je-li néktery koeficient nenulovy,

V tomto pripadé také fikame, Ze linedrni kombinace vektorii v
Pokud Ay = --- = A\, = 0, pak mluvime o trividlni linedrni kombinaci vektoru v
pak mluvime o netrividlni linedrni kombinaci.

Definice. Rekneme, 7e vektory v', ..., v* € R" jsou linedrné zdvislé, pokud existuje jejich netrividlni linedrni kombinace,

kterd je rovna nulovému vektoru. Rekneme, Ze vektory v', ..., v* € R” jsou linedrné nezdvislé, pokud nejsou linedrng zavislé,
tj. pokud plati:

kdykoli Ay, ..., A\, € R jsou takovd, Ze \jvl + - + Aok = 0, pak Ay = Ay = --- = A, = 0.

(Mezi viemi linedrnimi kombinacemi vektord v, ..., v* je rovna nulovému vektoru jenom trividlni linedrni kombinace.)

Pozndmka. Vektory v!, ..., v* jsou linedrné zdvislé, pravé kdyz jeden z nich lze vyjadit jako linedrni kombinaci ostatnich.

Definice. Necht' A € M (m x n). Hodnosti matice A rozumime maximalni poCet linedrné nezdvislych fadka, tj. hodnost je
rovna k € N, jestlize

(i) existuje k linearné nezavislych fadkovych vektori matice A a
(ii) kazda [-tice fadkovych vektord matice A, kde [ > k, je linedrné zavisla.
Hodnost nulové matice je rovna nule. Hodnost matice A znacime h(A).

Definice. Rekneme, 7e matice A € M (m x n) je schodovitd, jestlize pro kazdé i € {2,...,m} plati, Ze i-ty fddek matice A je

nulovy nebo za¢ind vétsim poctem nul nez (¢ — 1)-ni fadek.
Pozndmka. Hodnost schodovité matice je rovna poctu jejich nenulovych fadku.
Definice. Elementdrnimi ¥ddkovymi iipravami matice A rozumime:

(i) zdménu dvou fadkda,

(ii) vyndsobeni fadku nenulovym cislem,
(ii1) pricteni ndsobku jednoho fadku k jinému fadku.
Definice. Transformaci budeme rozumét konecnou posloupnost fadkovych elementarnich tprav. Matici, ktera vznikne z matice
A aplikaci transformace 7 budeme znacit 7 (A). Fakt, ze B = T (A), také budeme né€kdy znadit takto: A L B.

-konec 13. pfednasky 6.4.2018——

Véta 36 (vlastnosti transformace).

(i) Necht' A je matice. Pak existuje transformace pfevdadéjici matici A na schodovitou matici.

(ii) Necht' Ty je transformace aplikovatelnd na matice o m Fddcich. Pak existuje transformace Ty aplikovatelnd na matice
0 m Fddcich takovd, Ze pro kazdé dvé matice A, B € M (m x n) plati B = T1(A), pravé kdy; A = Tz2(B).

(iii) Necht’ A je matice a T je transformace aplikovatelnd na A. Pak h(T (A)) = h(A).

s vz

Pozndmka. Podobné jako jsme definovali elementdrni fadkové tipravy matic, miizeme definovat i elementdrni sloupcové tpravy
matic. Lze ukézat, Ze elementarn{ sloupcové tipravy neméni hodnost matice.

Pozndmka. Lze ukézat, Ze pro matici A € M(m x n) plati h(A) = h(AT).

Véta 37 (soulin a transformace). Necht’ A € M(m x k), B € M(k x n) a T je transformace aplikovatelnd na matice
o m Fddcich. Pak T(AB) = T(A)B.

-konec 14. prednasky 11.4.2018——
Lemma 38. Necht' A € M(n x n) a h(A) = n. Pak existuje transformace, kterd pfevddi A na I.

Véta 39. Necht' A € M(n x n). Pak A je reguldrni, pravé kdy? h(A) = n.

10



VL.3. Determinanty

Definice. Necht” A € M (n x n). Symbolem A;; ozna¢ime matici typu (n — 1) x (n — 1), kterd vznikne z A vynechdnim i-tého
fadku a j-tého sloupce.

Definice. Necht' A = (a;;)i j=1..n. Determinant matice A definujeme takto:

ail pokudn =1,
det A = n ™
Yo (=1)"ta; det Aj;  pokud n > 1.

Pro det A budeme také pouzivat symbol

aipr a2 ... QGin
ag1 a2 ... Qo2p
anp1 Ap2 ... Qapn

Véta 40. Necht’ j,n € N, j < namatice A, B,C € M(n x n) se shoduji ve v§ech Fadcich vyjma j-tého. Necht’ j-ty Fadek
matice A je roven souctu j-tého Fddku matice B a j-tého Fddku matice C. Pak plati det A = det B + det C.

ail QAln ail QA1n ail A1n
aj—1,1 - Gj—1,n aj—1,1 - QAj—1,n aj—1,1 -+ Gj—1,n
UL+v1 ... Up+Un | = w1 . Un v1 .. n
Aj+1,1 - @jtln Aj+1,1 - Qjti,n Aj+1,1 - Qjti,n
Anl Ann an1 cee Qnn an1 oo Qnn

-konec 15. prednasky 13.4.2018——
Véta 41 (determinant a elementérn{ transformace). Necht’ A, A’ € M(n x n).
(i) Jestlize matice A vznikne 7 A tak, Ze v A jeden Fddek vyndsobime redlnym Cislem y, pak plati det A’ = pdet A.

(ii) Jestlize matice A’ vznikne 7 A tak, Ze v A vyménime dva ¥ddky mezi sebou (1j. provedeme elementdrni Fadkovou ipravu
prvaiho druhu), pak plati det A’ = — det A.

(iii) JestliZe matice A’ vznikne 7 A tak, Ze v A pricteme u-ndsobek jednoho vdadku k jinému ¥ddku (1j. provedeme elementdrni
rddkovou tipravu tiettho druhu), pak plati det A’ = det A.

Dusledek 42 (determinant a transformace). (i) Necht’ T je transformace aplikovatelnd na matice typu n X n. Pak existuje
nenulové Cislo ar € R takové, Ze pro kazdou matici A € M (n x n) plati det T (A) = a7 det A.

(ii) Jestlize matice A’ vznikne ze ¢tvercové matice A jistou transformaci, pak det A # 0, prdvé kdyZ det A’ # 0.

Pozndmka. Determinant matice s nulovym fddkem je roven nule. Determinant matice, kterd ma dva fadky shodné, je také roven
nule.

Definice. Necht A = (a;;); j=1... Rekneme, 7e A je horni trojiihelnikovd matice, jestlize plati a;; = 0 proi > j,4,j €
{1,...,n}. Rekneme, Ze A je dolni trojiihelnikovd matice, jestlize plati a;; = Oproi < j, i,j € {1,...,n}.

Véta 43. Necht’' A = (aij)L j=1..n je horni (resp. dolni) trojithelnikovd matice. Pak plati
det A=ai1-as----- Qnn-
-konec 16. pfednasky 18.4.2018§—
Véta 44. Necht' A € M(n x n). Pak A je reguldrni, pravé kdy? det A # 0.
Véta 45 (determinant soucinu). Pro A, B € M(n x n) plati det AB = det A - det B.
Véta 46 (determinant a transpozice). Pro A € M(n x n) plati det AT = det A.
Véta47. Necht’ A = (ai5)i j=1.n, k € {1,...,n}. Pak

n
det A = Z(—l)”kaik det A;i  (rozvoj podle k-tého sloupce),
1=1

det A = Z(—l)’“‘jakj det A;  (rozvoj podle k-tého Fddku).
j=1

11



VIL.4. ReSeni soustav linearnich rovnic
Soustava m rovnic o n nezndmych x1, . .., xy:

1121 + a12%2 + -+ + a1 Ty = by,

21T + a22T2 + - - - + a2p Ty = bo,

(S)

Am1T1 + m2X2 + -+ QppTn = bm7
kdea;; eR,b; €eR,i=1,...,m,j=1,...,n. Maticovy zdpis
Az =0b

)

by
> € M(m x n), se nazyva matice soustavy, b = ( :
bm

a1l ... Qin
kde A = (

am1l - OGmn

> € M(m x 1) vektor pravych stran a

T
x = ( : ) € M(n x 1) vektor nezndmych.

Ty

Definice. Matici
ail e A1n b1

(Alb) =

aml -+ Qmn bm

oy

nazyvame rozSitenou matici soustavy (S).

Tvrzeni 48. Necht’ A € M(m xn), b€ M(m x 1) a T je transformace matic s m rddky. Oznacme A’ = T(A) ab’ = T (b).
Pak proy € M(n x 1) plati Ay = b, pravé kdy; A'y = b', neboli soustavy Az = ba A’z = b maji stejnou mnoZinu iesent.

Véta 49 (Rouchéova-Fontenéova). Soustava (S) md FeSeni prdvé tehdy, kdyZ matice této soustavy md stejnou hodnost jako
rozSirend matice této soustavy.

-konec 17. pfednasky 20.4.2018———— Soustavy n rovnic o n neznamych
Véta 50. Necht' A € M(n x n). Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(i) matice A je reguldrni,
(ii) soustava (S) md pro kaZdé b € M (n x 1) prdvé jedno FeSeni,
(iii) soustava (S) md pro kazdé b € M (n x 1) alespori jedno FeSent.

Véta 51 (Cramerovo pravidlo). Necht' A € M (n x n) je reguldrni matice, b € M(n x 1), x € M(n x 1) a Ax = b. Pak

a1 cee Q151 bl a1,5+1 oo Q1p
= an1 ... GOpj—1 bn an,j+1 ... GOnn
/ det A

proj=1,...,n.

VLS. Matice a linearni zobrazeni

Definice. Rekneme, 7e zobrazeni f: R™ — R™ je linedrni, pokud plati:
(i) Yu,v € R": f(u+v) = f(u) + f(v),
(i) VA e RVu € R": f(Au) = Af(u).

Definice. Necht’ i € {1,...,n}. Vektor s n slozkami

0
i 0 e
e=[11.. 1-ta soufadnice
0
nazyvame i-tym kanonickym bdzovym vektorem prostoru R™. Mnozinu {e!, ..., e"} viech kanonickych bazovych vektord v R™

nazyvame kanonickou bdzi prostoru R™.

12



Vlastnosti kanonické baze:
) VeeR:z=x,-€' +---+z, €,
(ii) vektory el,...,e" jsou linedrn& nezdvislé.
Véta 52 (reprezentace linedrnich zobrazeni). Zobrazeni f: R™ — R™ je linedrni prdvé tehdy, kdyz existuje matice A € M (m x

n) takovd, Ze
Vu € R": f(u) = Au.

Pozndmka. Matice A z predchozi véty je urCena jednoznacné a nazyva se reprezentujici matici zobrazeni f.
Véta 53. Necht’ zobrazeni f: R™ — R" je linedrni. Pak jsou ndsledujici tvrzeni ekvivalentni:
(i) f je bijekce (1. f je prosté zobrazeni R™ na R™),
(ii) f je prosté zobrazeni,
(iii) f je zobrazeni R™ na R™.

-konec 18. prednasky 25.4.2018——

Véta 54 (sklddéni linedrnich zobrazeni). Necht’ f: R™ — R™ je linedrni zobrazeni reprezentované matici A € M (m x n) a
g: R™ — RF je linedrni zobrazeni reprezentované matici B € M (k x m). Potom sloZené zobrazeni go f: R™ — R¥ je linedrni

a je reprezentovdano matici B A.

13



VIL. Ciselné Fady

VIIL.1. Zakladni pojmy
Definice. Necht' {a,, } je posloupnost redlnych &isel. Symbol > | a,, nazyvame nekonecnou radou. Pro m € N polozme
Sm=a1 +as + -+ ay,.

Cislo s,,, nazveme m-tym cdstecnym souctem fady >0 | an. Prvek a,, budeme nazyvat n-tym ¢lenem fady y - | a,. Souctem
nekonecné rady Z | Gy, nazveme limitu posloupnosti {s,, }, pokud tato limita existuje. Soucet fady budeme znacit symbolem
Zn 1 Qn- Rekneme, ze fada konverguje, je-1i jeji soucet redlné ¢islo. V opa¢ném piipadé fekneme, Ze fada diverguje.

Véta 55 (nutnd podminka konvergence tady). Jestlize fada > | a,, konverguje, potom lim a,, = 0.

n=1

Pozndmka. Necht o € R aftada ) .- | a, konverguje. Pak konverguje i fada > -, cwa,, a plati 7 aa, = ay o ay.
Jestlize fady > 2 a, a Y., b, konverguji, pak konverguje i fada >~ (a,, + b,) aplati > o~ (an +by) = > .00 an +
Zn 1 b

VIL.2. Rady s nezapornymi ¢leny a absolutni konvergence

Véta 56 (srovndvaci kritérium). Necht' Y > an a ., b, jsou dvé Fady splitujici 0 < a,, < by, pro kazdé n € N.
(i) Je-liy_ ", b, konvergentni, je rovnéZ 220:1 a,, konvergentni.
(ii) Je-li > " | an divergenmi, je rovnéZ — by, divergentni.

ZZ‘Ll Qn.

Definice. Rekneme, e fada "7 | a,, je absolutné konvergentni, pokud fada > o | |a,| konverguje. Je-li fada 3>
vergentni, ale neni absolutné konvergentni, pak ji nazyvame neabsolutné konvergentni.

Véta 57. Necht’ {a,,} je posloupnost redlnych Cisel. Jestlize konverguje Fada >

ne1 an kon-

Pozndmka. Necht pro kazdé n € N plati |a,,| < by, JestliZe je fada ) .- | b, konvergentni, je i fada >~ , a,, konvergentn{
(dokonce absolutné konvergentni).

-konec 19. prednasky 27.4.2018—— -

Véta 58 (limitni srovndvaci kritérium). Necht’ Zzozl an a 220:1 by, jsou fady s nezdpornymi ¢leny a necht’ existuje limita

.a
lim = =c e R*.

n—oo n

o Je-li c € (0,+0c0), pak konvergence Y °-_. a,, je ekvivalentni konvergenci -

n=1 rLl

o Je-li c = 0, pak z konvergence ZZC:1 by, plyne konvergence 270:;1 a
e Je-li c = +oc, pak z divergence Y| b, plyne divergence Y | a,.
Véta 59 (Cauchyovo odmocninové kritérium). Budiz Y, , a, Fada. Potom plati:
(i) Je-li lim W <1, je> " | a, absolumé konvergenmi.
(ii) Je-li lim Q/m > 1, je Y 0| an divergentni.
Véta 60 (d’ Alembertovo podilové kritérium). BudiZ ZZO=1 an, Fada s nenulovymi ¢leny. Potom plati:

(i) Je-li lim

An41
An

<1, je > > | ay absolutné konvergentni.

(ii) Je-li lim | %=+t

> 1, je Y07 | ay divergenmi.

Véta 61. Necht’ o € R. Rada S konverguje prdvé tehdy, kdyZ o > 1.

nln“

-konec 20. prednasky 2.5.2018—
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VIL.3. Alternujici rady
Véta 62 (Leibnizovo kritérium). Mé&me fadu .- (—1)"a,. Necht’ plati
® a4y > ap41 pro kaidé n € N,

e lim, . a, =0.

Potom Y (—1)"a,, konverguje.

VIL.4. Hlubsi vlastnosti absolutné konvergentnich rad

Definice. Budiz {k,} posloupnost pfirozenych &isel takovd, Ze kazdé piirozené Cislo je v ni obsaZeno pravé jednou. Radu
(o) v 2 - v (o)
> o1 Gk, Nazveme pierovndnim fady )~ | Gnp.

Véta 63 (pferovndvani absolutné konvergentnich fad). Necht’ Fada 220:1 an, je absolutné konvergentni. Potom kaZdé jeji pre-

rovndni y ., ay, je absolumé konvergenmi a plati

0o 0o
E Ap = E ag,, -
n=1 n=1
0o

Pozndmka (Riemannova véta). Je-lifada )~ , a, neabsolutné konvergentni, pak pro libovolné s € R* existuje jeji pferovnani,
jehoZ soucet je s, a existuje jeji pferovndni, které nema soucet.
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VIII. Primitivni funkce a Riemannuyv integral

VIIL.1. Riemannuv integral
Definice. Konecnou posloupnost {z;}""_ nazyvdme délenim intervalu (a, b), jestlize plati
a=zo<x1 < - <xp=>0

Body =z, ..., z, nazyvame délicimi body.
Rekneme, Ze déleni D’ intervalu (a, b) je zjemnénim déleni D intervalu (a, b), jestlize kazdy délici bod D je i d&licim bodem
D'

Definice. Necht' a,b € R, a < b, funkce f je omezend na intervalu (a,b) a D = {z;}"_ je délenf (a, b). Ozna¢me

?(f,D) = ZMj(l‘j — l‘j_l), kde Mj = sup{f(:c), T € <.Tj_1,Ij>},
j=1

S(f,D) = Zmy‘(ﬂfj —zj-1), kde m; = inf{f(z); = € (z;_1,2;)},
j=1
b
/f = inf{S(f,D); D je délenim intervalu (a,b) },

b
/f = sup{S(f, D); D je délenim intervalu (a,b)}.

Definice. Rekneme, e funkce f ma Riemanniiv integrdl na intervalu (a, b), pokud f; f= fab f- Hodnota integralu funkce f pfes

b b a
interval (a, b) je pak rovna spole¢né hodnoté f; f= f; f. Znacime ji / f.Pokud a > b, definujeme / f=- / f, v pripadég,
a a b

b
Ze a = b, definujeme / f=0.

Pozndmka. Necht D, D’ jsou déleni intervalu (a,b), D’ zjemiluje D a necht’ f je funkce omezend na intervalu (a, b). Pak plati
S(f,D) < S(f,D') < S(f,D") <S(f,D).
Mgjme nyni dvé déleni D1, D5 intervalu (a, b) a déleni D’ zjemtiujici déleni D; i déleni D5. Pak plati
S(f,D1) < S(f, D) < S(f, D) < S(f, D).
Odtud Ize snadno odvodit f; f< T; f.
_konec 21. predndsky 4.5.2018—

Lemma 64 (kritérium existence Riemannova integralu). Necht’ f je funkce omezend na intervalu {(a, b).
(a) f; f =1 € R pravé tehdy, kdy? ke kazdému e € R, ¢ > 0 existuje déleni D intervalu {a,b) takové, Ze
I—e<S(f,D)<S(f,D)<I+e.

(b) Funkce f md na {a,b) Riemanniiv integrdl prdvé tehdy, kdyz? ke kazdému ¢ € R, € > 0 existuje déleni D intervalu {a,b)
takové, Ze

S(f,D)—S(f,D) < e.

Véta 65. (i) Necht funkce f md Riemanmiv integrdl na intervalu {(a,b) a necht’ (c,d) C (a,b). Pak f md Riemanniiv integrdl
i na intervalu {(c, d).

(ii) Necht' c € (a,b) a funkce f md Riemanniiv integrdl na intervalech {a, c) a {(c,b). Pak f md Riemanniiv integrdl na {a,b) a

plati \ . ,
Ji=[r+ ]z (1)

Pozndmka. Vzorec (1) plati pro viechna a, b, ¢ € R, pokud existuje integral funkce f pfes interval <min{a, b, c}, max{a, b, c}>
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-konec 22. pfednasky 9.5.201 88—

Véta 66 (linearita Riemannova integrélu). Necht’ f a g jsou funkce majici Riemanniiv integrdl na intervalu (a,b) a necht’ o € R.
Potom

(i) funkce o f md Riemanniiv integrdl na {(a,b) a plati

b b
[at=a]r

(ii) funkce f + g md Riemanmiv integrdl na {a,b) a plati

b b b
/f+g=/f+/g-

Véta 67. Necht’ a,b € R, a < b, anecht’ f a g jsou funkce majict Riemannitv integrdl na intervalu (a,b). Potom plati:

jrejs

a a

(i) Je-li f(x) < g(x) pro kazdé x € {(a,b), pak

(ii) Funkce |f| md Riemanniv integrdl na {(a,b) a plati

b b
1< [in

Definice. Rekneme, e funkce f je stejnomérné spojitd na intervalu I, jestlize plati
VeeR,e>030€eR,0>0Ve,yel, [x—y|<d: |flx)— fly)| <e.
-konec 23. prednasky 11.5.2018——
Véta 68. Je-li funkce [ je spojitd na omezeném uzavieném intervalu {(a,b), pak je stejnomérné spojitd na {a, b).
Véta 69. Necht’ funkce f je spojitd na intervalu {a,b), a,b € R. Pak f md Riemanniiv integrdl na {(a, b).
x
Véta 70. Necht' f je spojitd funkce na intervalu (a,b) a necht’ ¢ € (a,b). Oznacime-li F(x) = /f(t) dt pro x € (a,b), pak

F'(z) = f(x) pro kazdé x € (a,b).
-konec 24. prednasky 18.5.2018——-
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