
Variace na invarianci (2012/13)

Zápo£tové úlohy k sérii
Vektorová pole na sférách

0.1 P°íklad (1 bod, pro prváky). Dokaºte podrobn¥, ºe zobrazení v : S1 → R2, v(x, y) =
(y,−x) pro x2 + y2 = 1, je spojité.

0.2 P°íklad (1 bod). Napi²te explicitní formulku pro dvojici v kaºdém bod¥ lineárn¥ nezávis-
lých te£ných spojitých vektorových polí v1, v2 : T 2 → R3 na toru T 2, který je parametrizován
funkcí F : [0, 2π]× [0, 2π]→ R3:

F

(
ϕ
θ

)
=

R cosϕ+ r cos θ cosϕ
R sinϕ+ r cos θ sinϕ

r sin θ

 ,

kde R > r > 0 jsou dané parametry.

0.3 P°íklad (3 body). Pro oktoniony x, y, z ∈ O dokaºte vztah Re((xy)z − x(yz)) = 0.

0.4 P°íklad (2 body). Ztotoºn¥me O ∼= R8 tak, ºe 7 imaginárních jednotek je ztotoºn¥no
s kanonickými bázovými vektory e1, . . . , e7 a multiplikativní jednotka je ztotoºn¥na s e8.
P°ipome¬me, ºe standardní skalární sou£in v R8 m·ºeme spo£ítat také jako 〈x|y〉 = Re(x·y).
Ov¥°te (nap°. pomocí p°edchozího p°íkladu), ºe zobrazení vk : S7 → R8, k = 1, . . . , 7, dané
p°edpisem

vk(x) := ek · x
je te£né pole na S7 a ºe pro kaºdé x ∈ S7 a i 6= j je vi(x) ⊥ vj(x).

0.5 P°íklad (2 body). Dokaºte, ºe pokud na Sn existuje k spojitých te£ných polí Sn → Rn+1,
pak pro kaºdé l ∈ N existuje na Sl(n+1)−1 také k spojitých te£ných polí. Tedy v notaci z
p°edná²ky: P (n) ≥ k ⇒ P (l(n+ 1)− 1) ≥ k.

V dal²ím cvi£ení p°edpokládejme, ºe pro kaºdé spojité f : Sn → Sn existuje £íslo deg f ∈
Z tak, ºe platí:

1. Pro i = 1, . . . , n+ 1 a f(x1, . . . , xi, . . . , xn+1) = (x1, . . . ,−xi, . . . , xn+1) je deg f = −1.

2. Pro spojitá f, g : Sn → Sn je deg(f ◦ g) = deg f · deg g.

3. Jsou-li spojitá zobrazení f, g : Sn → Sn homotopická, pak deg f = deg g. �ekneme, ºe
zobrazení f, g jsou homotopická, práv¥ kdyº existuje spojité zobrazení H : Sn×[0, 1]→
Sn takové, ºe

H(x, 0) = f(x), H(x, 1) = g(x), pro kaºdé x ∈ Sn.

Intuitivn¥: H popisuje spojitou deformaci zobrazení f na zobrazení g.

Konstrukce deg s t¥mito vlastnostmi je netriviální!

0.6 P°íklad (2 body). Dokaºte pomocí deg v¥tu o £esání jeºka.
Návod: Postupujte sporem a dokaºte, ºe identita na Sn a zobrazení x 7→ −x jsou homo-

topická.
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