Variace na invarianci (2012/13)
Zapoctové ulohy k sérii
Vektorova pole na sférach

0.1 Piiklad (1 bod, pro prvaky). DokaZte podrobné, ze zobrazeni v : S' — R?, v(x,y) =
(y, —z) pro z% + y* = 1, je spojité.

0.2 Ptiklad (1 bod). Napiste explicitn{ formulku pro dvojici v kazdém bodé linearné nezavis-
Iych te¢nych spojitych vektorovych poli vy, vs : T? — R? na toru T2, ktery je parametrizovan
funkei F : [0,27] x [0, 27] — R3:

Rcos 4+ rcosfcosp
F(z): Rsing +rcosfsing |,
rsinf

kde R > r > 0 jsou dané parametry.
0.3 Ptiklad (3 body). Pro oktoniony z,y, z € O dokazte vztah Re((xy)z — z(yz)) = 0.
0.4 Ptiklad (2 body). Ztotoznéme O = RS tak, Ze 7 imaginarnich jednotek je ztotoZnéno

s kanonickymi bazovymi vektory eq,...,e; a multiplikativni jednotka je ztotoznéna s eg.
PFipomenme, 7e standardni skalarni soucin v R® mizeme spocitat také jako (z|y) = Re(T-y).
Ovéite (napt. pomoci piedchoztho pitkladu), Ze zobrazeni vy, : ST — R® k= 1,...,7, dané
predpisem

vp(x) ==ep - x
je tecné pole na S7 a ze pro kazdé x € ST a i # j je v;(z) L v;(z).
0.5 Piiklad (2 body). Dokazte, 7e pokud na S™ existuje k spojitych te¢nych poli S™ — R™T1

pak pro kazdé [ € N existuje na S"+D=1 také k spojitych te¢nych poli. Tedy v notaci z
prednasky: P(n) > k= P(l(n+1)—1) > k.

V dalsim cvic¢eni predpokladejme, Ze pro kazdé spojité f : S™ — S™ existuje ¢islo deg f €
Z tak, ze plati:

1. Proi=1,...,n+1a f(z1,...,%. .., Tps1) = (T1,. .., —Tjy ..., Tpy1) je deg f = —1.
2. Pro spojita f,g: S™ — S™ je deg(f o g) = deg f - deg g.
3. Jsou-li spojita zobrazeni f, g : S™ — S™ homotopicka, pak deg f = degg. f{ekneme, 7e

zobrazeni f, g jsou homotopicka, pravé kdyz existuje spojité zobrazeni H : S™ x [0, 1] —
S™ takové, ze

H(z,0) = f(z), H(x,1) =g(x), prokazdé xz e S".
Intuitivné: H popisuje spojitou deformaci zobrazeni f na zobrazeni g.
Konstrukce deg s témito vlastnostmi je netrivialni!

0.6 Ptiklad (2 body). Dokazte pomoci deg vétu o ¢esani jezka.
Néavod: Postupujte sporem a dokazte, Ze identita na S™ a zobrazeni x — —x jsou homo-
topicka.



