Variace na invarianci
1. série — Neeuklidovska geometrie (L. Krump)

Domaci tkol €. 3 (1 bod)

Necht ¢étyti vektory a,b,c,d v roviné jsou po dvou linearné nezévislé a

spliiuji
¢ =aja+ Pib
d =aga+ ﬁ2b7
jejich dvojpomeér je pak definovan jako
@
(abed) = 2ﬁ1.
a2
Pii oznaceni soutadnic a = (ag,ay), ... dokazte, ze

a C()Hd() b()

di b
(abed) = @1 a LI
co bo || a0 do
C1 bl aj dl

Domaci tkol €. 4 (3 body)

Najdéte pohybovou grupu
G={AcGLR;ATFA=F},

je-li kvadrika urcujici geometrii zadana matici

w=(32)

1 0
or (1 %),
Oznadeni:

Msyo = My 2R je prostor vSech ¢tvercovych (redlnych) matic 2 x 2

GL9R je tzv. obecné linearni grupa v dimenzi 2, tj. grupa vsech regular-
nich (redlnych) matic z Maxo, operaci je samoziejmé nasobeni matic.

Vysvétleni, které se neveslo do seminédfe (vynatek z pfipravovaného
textu o neeuklidovské geometrii):

V této sekci ukédzeme jednak zptsob, jak explicitné spocitat eliptickou a
hyperbolickou pohybovou grupu a dale alternativni zptisob vypoctu invari-
anttt pohybovych grup pro pripad eliptické a hyperbolické pohybové grupy,
a sice pomoci spole¢nych vlastnich vektorid téchto grup. Vse uvazujeme v di-

menzi 1.



Nejprve si uvédomme vztah mezi zadanou kvadrikou a pfislusnou pohy-
bovou grupou. Pavodni definice fikd, Zze pohybova grupa G urcujici geomet-
rii je definovéna jako grupa zachovévajici zadanou kvadriku @Q = {z = [z¢ :
z1] € RP% f(x,2) = 0}, kde f je kvadratickd forma. Ekvivalentni zptisob
je vyjadrit tento vztah pfimo pomoci formy f: grupa G je grupa pravé téch
zobrazeni (kolineaci), vyjadfenych matici A, které zachovaji tuto formu. To
znamena, ze pro kazdé dva vektory x,y je

f(a:,y) = f(Al‘,Ay),

neboli v maticovém zapisu (s oznac¢enim F' pro matici formy f)
2T Fy = (Az)TF(Ay) = 2T ATF Ay.

Jelikoz toto pozadujeme pro vSechny dvojice vektori, lze tuto podminku
zapsat i bez nich, tedy

G = {A € Mayo; F = ATF A},

Tato podminka vlastné ¥ika vice nez naSe ptivodni definice se zachovavanim
kvadriky, tj. je zdanlivé silnéjsi (kdyZ grupa zachovava formu, zachovava i
jeji nulové body), lze vsak dokazat, Ze obé podminky jsou ekvivalentni.

Nyni mt@izeme snadno vypocitat pohybové grupy v konkrétnich pripadech
— a to je pravé vas ukol.



