Variace na invarianci, LS 14/15

Prehled predndsky DS, domdci ikoly

Prehled:

Definice Maebiovské transformace, rozklad na elementarni transformace,
zadani na tfech bodech

Kruhova inverze, jeji pusobeni na piimkach a kruznicich, konformni a
antikonformni zobrazen{

Mcebiovské transformace jako maticova zobrazeni na C2, Mcebiova grupa.

Hyperbolickd geometrie - Poincarého model na kruhu a na poloroving,
vztah mezi nimi, hyperbolické piimky a reflexe podle nich.

Pevné body Maebiovskych transformaci - parabolické, eliptické, hyperbo-
lické, loxodromické transformace.

Stereografickd projekce, jeji vztah ke kruhové inverzi, souvislost modela
hyperbolické geometrie (Beltramiho-Kleiniv model na kruhu, hyperbo-
loid, polosféricky model)

Parovani kruznic, Kleinovy grupy, jejich limitni mnoziny, ukazky jejich
fraktalniho tvaru, Appoloniovy kruhy.

Domaéci tkoly:

1.

(2b) Dokazte, ze pro kazdé dvé trojice (z1, 22, 23) a (w1, w2, ws) vzdjemné
ruznych bodu C* existuje pravé jedna Moebiovskd transformace, kterd
zobrazuje z1 — wi, 22 — we, 23 — ws. (Na predndSce byla existence,
sta¢i dokdzat jednoznacnost). Tohoto vysledku se dd vyuzit k urceni, zda
Ctyfi body 21, 29, 23, 24 v roviné C lezi na kruznici. Stac¢i sestrojit Maebi-
ovskou transformaci, kterd prevadi 21, 23, 23 na 0, 1, co. Domyslete detaily
a vyzkousSejte pro ¢tvefici 4,1 + 44, 3,4 + 3i.

(2b) Dokazte s pomoci kruhové inverze, ze pro ¢tyfuhelnik ABCD, ktery
je vepsany kruznici, plati |AC||BD| = |AB||CD|+|AD||BC| (Ptolemaiova
véta). Z Ptolemaiovy véty odvod'te a) souctové vzorce pro sinus b) pomér
délek strany a tuhlopficky v pravidelném pétituhelniku.

(1b) Ukazte, ze pro libovolné dva kruhy v roviné existuje Moebiovska trans-
formace, kterd zobrazuje vnitiek jednoho na vnéjsek druhého.

(1b) Pro Meebiovské zobrazeni dané matici A € SL(2,C) charakterizujte
parabolické, eliptické, hyperbolické a loxodromické transformace pomoci

stopy.

(2b) Odvod'te vzorce pro hyperbolickou stereografickou projekci mezi jed-
notkovym diskem a polovinou dvojdilného hyperboloidu. Ukazte, ze stereo-
grafickd projekce zobrazuje fezy hyperboloidu rovinami jdoucimi po¢atkem
na hyperbolické pfimky a naopak.



6. (1b) Odvod'te vzorec pro stereografickou projekci bodu na sféfe zadaného
sférickymi soufadnicemi.

7. (3b) Dokazte, ze pro Appoloniovy kruhy (¢tyfi kruznice, dotykajici se v
maximalnim mozném poctu Sesti bodu) plati
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kde a, b, ¢, d jsou poloméry kruznic.
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