
Variace na invarianci, LS 14/15

Přehled přednášky DŠ, domáćı úkoly

Přehled:

• Definice Mœbiovské transformace, rozklad na elementárńı transformace,
zadáńı na třech bodech

• Kruhová inverze, jej́ı p̊usobeńı na př́ımkách a kružnićıch, konformńı a
antikonformńı zobrazeńı

• Mœbiovské transformace jako maticová zobrazeńı na C2, Mœbiova grupa.

• Hyperbolická geometrie - Poincarého model na kruhu a na polorovině,
vztah mezi nimi, hyperbolické př́ımky a reflexe podle nich.

• Pevné body Mœbiovských transformaćı - parabolické, eliptické, hyperbo-
lické, loxodromické transformace.

• Stereografická projekce, jej́ı vztah ke kruhové inverzi, souvislost model̊u
hyperbolické geometrie (Beltramiho-Klein̊uv model na kruhu, hyperbo-
loid, polosférický model)

• Párováńı kružnic, Kleinovy grupy, jejich limitńı množiny, ukázky jejich
fraktálńıho tvaru, Appoloniovy kruhy.

Domáćı úkoly:

1. (2b) Dokažte, že pro každé dvě trojice (z1, z2, z3) a (w1, w2, w3) vzájemně
r̊uzných bod̊u C∗ existuje právě jedna Moebiovská transformace, která
zobrazuje z1 → w1, z2 → w2, z3 → w3. (Na přednášce byla existence,
stač́ı dokázat jednoznačnost). Tohoto výsledku se dá využ́ıt k určeńı, zda
čtyři body z1, z2, z3, z4 v rovině C lež́ı na kružnici. Stač́ı sestrojit Mœbi-
ovskou transformaci, která převád́ı z1, z2, z3 na 0, 1,∞. Domyslete detaily
a vyzkoušejte pro čtveřici i, 1 + 4i, 3, 4 + 3i.

2. (2b) Dokažte s pomoćı kruhové inverze, že pro čtyřúhelńık ABCD, který
je vepsaný kružnici, plat́ı |AC||BD| = |AB||CD|+|AD||BC| (Ptolemaiova
věta). Z Ptolemaiovy věty odvod’te a) součtové vzorce pro sinus b) poměr
délek strany a úhlopř́ıčky v pravidelném pětiúhelńıku.

3. (1b) Ukažte, že pro libovolné dva kruhy v rovině existuje Mœbiovská trans-
formace, která zobrazuje vnitřek jednoho na vněǰsek druhého.

4. (1b) Pro Mœbiovské zobrazeńı dané matićı A ∈ SL(2,C) charakterizujte
parabolické, eliptické, hyperbolické a loxodromické transformace pomoćı
stopy.

5. (2b) Odvod’te vzorce pro hyperbolickou stereografickou projekci mezi jed-
notkovým diskem a polovinou dvojd́ılného hyperboloidu. Ukažte, že stereo-
grafická projekce zobrazuje řezy hyperboloidu rovinami jdoućımi počátkem
na hyperbolické př́ımky a naopak.

1



6. (1b) Odvod’te vzorec pro stereografickou projekci bodu na sféře zadaného
sférickými souřadnicemi.

7. (3b) Dokažte, že pro Appoloniovy kruhy (čtyři kružnice, dotýkaj́ıćı se v
maximálńım možném počtu šesti bod̊u) plat́ı(
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kde a, b, c, d jsou poloměry kružnic.
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teorii relativity
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