Linearni algebra a geometrie
pro matematiky - LS 08/09

Priklady 8 - Jordanuv tvar matice
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. Urcete Jordanuv tvar matice 011
00 2
3 -1 0 O
. . ) 1 1 0 0
. Najdéte Jordanuv tvar matice 3 0 5 _3
4 -1 3 —1
1 -3 0 3
. . ) -2 -6 0 13
. Najdéte Jordanuv tvar matice 0 -3 1 3
-1 -4 0 8
3 . . {1 1Y\"
. Urcete pro libovolné celé n matici ( 1 3 )
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. Urceteexp| —1 0 2
-2 0 3
4 2 -5
. Urceteexp | 6 4 —9
5 3 —7
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. Zjistéte, zda jsou podobné matice

001 100
A=[o0o11],B=(110
110 011

a pokud ano, najdéte matici C spliujici CAC~! = B.

Zjistéte, zda jsou podobné matice

00 1 100
A=lo11].,B=l010
110 10 1

a pokud ano, najdéte matici C' spliujici CAC~! = B.

Vypocitejte JY, kde Jy je Jordanova bunka radu k vzhledem k vlastnimu
¢islu A (tedy matice majici A\ na diagonale, 1 nad diagonalou a jinde
nuly).

Najdéte exp Jy x, tedy Jordanovy buiiky stupné £ s vlastnim ¢islem A
na diagonéle.

(Bonus) Necht f je nilpotentni endomorfizmus koneénédimenziondlniho
prostoru V' tadu n. Definujme M, libovolnou béazi dopliku W,, prostoru
Ker f*~! ve V. Ukazte, Ze mnozina M" := U?;ol fH{M) je linedrné
nezavisla. Definujme pro 0 < k < n — 1 symbolem M) néjakou bazi
doplitku Wj,_, prostoru Ker f¥2 v Ker f*1 a déle M* := (JI=) fi(M).
Dokazte, ze |J;_, M" je baze V.

(Bonus) Necht Ay, ...\, jsou vSechna vzdjemné ruznd vlastn{ ¢isla en-
domorfizmu f vektorového prostoru V' konecné dimenze. Definujme
fr, = (f — A\;id) pro vsechna i a Ker), f prostor Ker f)’fi pro takové
k, pro né&jz se uz rovna Ker fffl Dokazte, ze @, Kery, = V. Navod:
Dokazte, Ze fi,,|ker,,, je nilpotentni endomorfizmus a Ze existuje do-
plnék W,, prostoru Ker, & ve V takovy, ze f|w,, je endomorfizmus.
Dokazte, ze f|w, mé& vlastni ¢isla Aj,..., \,_1 a pak postupujte in-
dukci pres pocet ruznych vlastnich ¢isel zobrazeni f.

(Bonus) Zaved'te na mnoziné ¢tvercovych matic stupné n normu vzta-
hem [|A||* = 7, ; aZ; (ovéite, ze je to norma). Ukazte, ze [ A"|| < [|A||"
a pomoci toho, ze fada y_,~ A’/i! konverguje pro libovolnou matici A.
Tedy exp A je dobte definovana funkce.
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16. (Bonus) Necht A je ¢tvercova matice stupnén a x(t) = (z1(t), z2(t), ..., x,(t))
funkce (nebo vektor funkei, cheete-li) R — C” spliujici soustavu linedrnich
diferencidlnich rovnici 2'(t) = Ax(t). Dokazte, ze x(t) = x(0) exp(At).
Vyteste takto soustavu rovnic

r=x+y
Y =—x+3y



