
Lineárńı algebra a geometrie

pro matematiky - LS 08/09

Př́ıklady 8 - Jordan̊uv tvar matice

1. Určete Jordan̊uv tvar matice

 1 0 1
0 1 1
0 0 2



2. Najděte Jordan̊uv tvar matice


3 −1 0 0
1 1 0 0
3 0 5 −3
4 −1 3 −1



3. Najděte Jordan̊uv tvar matice


1 −3 0 3
−2 −6 0 13
0 −3 1 3
−1 −4 0 8


4. Určete pro libovolné celé n matici

(
1 1
−1 3

)n

5. Určete exp

 −2 1 2
−1 0 2
−2 0 3


6. Určete exp

 4 2 −5
6 4 −9
5 3 −7


7. Spoč́ıtejte sin

(
π − 1 1
−1 π + 1

)

8. Určete Jordan̊uv tvar matice


1 1 . . . 1
0 1 . . . 1
...

. . .

0 . . . 0 1
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9. Zjistěte, zda jsou podobné matice

A =

 0 0 1
0 1 1
1 1 0

 , B =

 1 0 0
1 1 0
0 1 1


a pokud ano, najděte matici C splňuj́ıćı CAC−1 = B.

10. Zjistěte, zda jsou podobné matice

A =

 0 0 1
0 1 1
1 1 0

 , B =

 1 0 0
0 1 0
1 0 1


a pokud ano, najděte matici C splňuj́ıćı CAC−1 = B.

11. Vypoč́ıtejte Jn
λ , kde Jλ je Jordanova buňka řádu k vzhledem k vlastńımu

č́ıslu λ (tedy matice maj́ıćı λ na diagonále, 1 nad diagonálou a jinde
nuly).

12. Najděte exp Jλ,k, tedy Jordanovy buňky stupně k s vlastńım č́ıslem λ
na diagonále.

13. (Bonus) Necht’ f je nilpotentńı endomorfizmus konečnědimenzionálńıho
prostoru V řádu n. Definujme Mn libovolnou bázi doplňku Wn prostoru
Ker fn−1 ve V . Ukažte, že množina Mn :=

⋃n−1
i=0 f i(M) je lineárně

nezávislá. Definujme pro 0 ≤ k ≤ n − 1 symbolem Mk nějakou bázi
doplňku Wk−1 prostoru Ker fk−2 v Ker fk−1 a dále Mk :=

⋃k−1
i=0 f i(M).

Dokažte, že
⋃n

i=1 M i je báze V .

14. (Bonus) Necht’ λ1, . . . λm jsou všechna vzájemně r̊uzná vlastńı č́ısla en-
domorfizmu f vektorového prostoru V konečné dimenze. Definujme
fλi

:= (f − λi id) pro všechna i a Kerλi
f prostor Ker fk

λi
pro takové

k, pro nějž se už rovná Ker fk+1
λi

. Dokažte, že
⊕m

i=1 Kerλi
= V . Návod:

Dokažte, že fλm|Kerλm
je nilpotentńı endomorfizmus a že existuje do-

plněk Wm prostoru Kerλm ve V takový, že f |Wm je endomorfizmus.
Dokažte, že f |Wm má vlastńı č́ısla λ1, . . . , λm−1 a pak postupujte in-
dukćı přes počet r̊uzných vlastńıch č́ısel zobrazeńı f .

15. (Bonus) Zaved’te na množině čtvercových matic stupně n normu vzta-
hem ‖A‖2 =

∑
i,j a2

ij (ověřte, že je to norma). Ukažte, že ‖An‖ ≤ ‖A‖n

a pomoćı toho, že řada
∑∞

0 Ai/i! konverguje pro libovolnou matici A.
Tedy exp A je dobře definovaná funkce.
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16. (Bonus) Necht’ A je čtvercová matice stupně n a x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t))
funkce (nebo vektor funkćı, chcete-li) R → Cn splňuj́ıćı soustavu lineárńıch
diferenciálńıch rovnici x′(t) = Ax(t). Dokažte, že x(t) = x(0) exp(At).
Vyřešte takto soustavu rovnic

x′ = x + y

y′ = −x + 3y
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