
Lineárńı algebra a geometrie

pro matematiky - LS 08/09

Př́ıklady 4 - Funkce matic, ortonormálńı polárńı báze

1. Ukažte, že vlastńı č́ısla součtu matic A + B nejsou obecně součtem
vlastńıch č́ısel A a B, ale že součet všech vlastńıch č́ısel A+B se rovná
součtu všech vlastńıch č́ısel matice A a všech vlastńıch č́ısel matice B.

2. Necht’ B má vlastńı č́ısla 1,2,3, C má vlastńı č́ısla 4, 5, 6 a D má vlastńı
č́ısla 7, 8, 9. Jaká vlastńı č́ısla má matice 6× 6 tvaru(

B C
0 D

)
3. V prostoru reálných polynomů stupně nejvýše 2 najděte bázi, v ńıž je

matice zobrazeńı T , které reálnému polynomu f(x) přǐrazuje polynom
(Tf)(x) = f(0) + f(1)(x + x2), diagonálńı.

4. Spoč́ıtejte matici

sin

(
π − 1 1
−1 π + 1

)
.

5. Určete limitu

lim
m→∞

1

4m

 7 −9 −15
3 7 3
3 −9 −11

m

6. Každý rok se 1/10 z celkových K obyvatel Kocourkova odstěhuje do
Tramtárie a 1/5 z celkových T obyvatel Tramtárie se zase odstěhuje
do Kocourkova. Kdo se neodstěhuje, z̊ustává na mı́stě. Určete matici
zobrazeńı, které přǐrazuje vektoru (K, T ) vektor počtu obyvatel př́ı̌st́ı
rok a poté určete, kolik obyvatel bude kde bydlet až naprš́ı a uschne
(tj. za 42 let).

7. V R2 najděte ortonormálńı polárńı bázi kvadratické formy f2(u) =
−4x1x2 vzhledem ke standardńımu skalárńımu součinu.

8. V R2 najděte ortonormálńı polárńı bázi kvadratické formy f2(u) =
−4x1x2, je-li skalárńı součin zadán kvadratickou formou g2(u) = x2

1 −
2x1x2 + 4x2

2.
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9. V R3 najděte ortonormálńı polárńı bázi kvadratické formy f2(u) =
x2

1 + 7x2
2 + x2

3 + 8x1x2 + 16x1x3 − 8x2x3 vzhledem ke standardńımu
skalárńımu součinu.

10. V R3 se skalárńım součinem g najděte ortonormálńı polárńı bázi kvadrat-
ické formy f2(u) = −4x2

1 − 4x1x2 + 3x2
2 − 6x2x3 + 3x2

3, přičemž g2(u) =
4x2

1 + 4x1x2 + 3x2
2 − 2x2x3 + x2

3.

11. Ukažte, že každou symetrickou pozitivně definitńı matici B lze zapsat
jako B = AT A pro nějakou matici A.

12. (Bonus) Označme O(n) := {A ∈ M(n × n)|AT A = E} a SO(n) :=
O(n) ∩ {A| det A = 1}. Ukažte, že pro libovolná matice A ∈ SO(3)
zachovává nějaký vektor v ∈ R3 a v rovině na něj kolmé p̊usob́ı jako
rotace o úhel 1

2
(Tr A− 1).

13. (Bonus) Necht’ f je endomorfizmus Rn s matićı A. Uvažujme na Rn

standardńı skalárńı součin. Ukažte, že A ∈ O(n) právě když ∀x ∈ Rn,
‖x‖ = ‖f(x)‖. Na komplexńım vektorovém prostoru Cn je standardńı
skalárńı součin zaveden jako tzv. seskvilineárńı forma (x, y) :=

∑
xiȳi,

kde pruh znač́ı komplexńı sdružeńı, norma ‖x‖ je opět
√

(x, x). Jak je
popsána množina matic A, pro něž ‖x‖ = ‖Ax‖? Jakých hodnot může
nabývat determinant těchto matic?

14. (Bonus) Necht’ f : N → Cn je posloupnost vektor̊u, definujme operátor
prvńı diference takto: (∆f)j(i) := fj(i+1)− fj(i) a násobeńı matićı A
klasicky takto: (Af)j(i) =

∑
ajkfk(i). Ukažte, že soustava diferenčńıch

rovnic prvńıho řádu ∆f = Af má řešeńı f(i) = (A + E)if(0). Ukažte,
že rekurentńı relaci tvaru g(i+m)+

∑m−1
k=0 bkg(i+k) = 0, kde g : N → C

lze převést na soustavu m diferenčńıch rovnic prvńıho řádu.

15. (Bonus) Necht’ A je čtvercová matice stupně n, jej́ıž vlastńı č́ısla jsou
navzájem r̊uzná. Dokažte, že soustava diferenciálńıch rovnic tvaru y′i(t) =∑

aijyj(t) pro n reálných funkćı yi(t) má řešeńı ve tvaru yj(t) =
∑

k bjke
λkt,

kde λk jsou vlastńı č́ısla matice A a B je nějaká reálná matice.
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