Linearni algebra a geometrie
pro matematiky - LS 08/09

Priklady 3 - Zbytek skalarniho soucinu, vlastni ¢isla

. Bud (V3, g) unitarni prostor a bud’ g(u,v) = 2191 + T2y +273y3+T3y2+

Toy3 analytické vyjadieni g vuci bazi M prostoru Vz. Najdéte vektor

w € Vy lezici v ortogondlnim dopliku podprostoru (u,v), {u}y =

(1,1,1), {v}ar = (1,2,3), pro kters go(w) = L

. 'V prostoru (R*, w) najdéte ortogonélni doplnék podprostoru {(1,0,1,0), (0,1,0,1)).

. Necht {v1, ..., v} je ortonormdln{ baze podprostoru W v prostoru V se
skaldrnim souc¢inem (-, -). Ukazte, Ze zobrazeni Py : V — V definované
vztahem Py (v) = S ¥(vp, v)vp, ma nasledujici vlastnosti:

(a) Pw je linedrni
(b) Im Py = W a Ker Py = W+, h(Py) =k
(¢) Py o Py = Py neboli Py je identita na Im Py,
Zobrazeni Py, se nazyva ortogonalni projekce na podprostor W.

. Necht V = R3 U = ((u,us,u3)), W = {(1,0,1),(1,1,0)) a Py, Py
jsou jako v predchozim ptikladé. Najdéte matici Py a Py vzhledem ke
kanonické bazi a matici Py vzhledem k bazi W = {(1,0,1), (1,1,0),(0,0,1)}.

. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

7T -4
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. Najdéte matici C', aby A = CBC™!, kde A je z piedchozi tilohy a

5= %)

. Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

5 —3 2
6 —4 4 |,
4 -4 5

. Dokaite, ze AT m4 stejnd vlastni ¢isla jako A, ale vlastni vektory se
obecné lisi.
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. Ovéite, ze pokud A = CBC™!, pak A" = CB"C~! pro viechna n €

Z. Pomoci této vlastnosti ukazte, ze pokud ma A vlastni vektor v s
vlastnim cislem A, pak A™ ma stejny vlastni vektor v s vlastnim ¢islem
A", Specialné spektrum inverzni matice je slozeno z prevracenych hod-
not spektra matice A.

Pomoci predchozi tlohy urcete n-tou mocninu matice z tlohy 5 pro
vSechna n.

Fibonacciho posloupnost je zadana rekurentnim vztahem a,; = a, +
a,—1 a pocateéni podminkou ag = a; = 1. Pomoci maticového zapisu

(o) =(3 o) ()

a ulohy 9 urcete vztah pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti.

Popiste koeficienty charakteristického polynomu matice A jako soucty
urcitych subdeterminantu a spocitejte pomoci toho charakteristicky
polynom a vlastni ¢isla matice

3 =2 1
2 =2 2
3 —6 5
(Bonus) Necht z := (z1,Z2,...,2n8) 2y := (Y1,Y2, .- ., Yn) JSOU pevneé

zvolené vektory. Chapejme je jako namérené hodnoty néjaké zavislosti
(v bodé z; funkéni hodnota y;). Uvazujme na RY skalarni soucin a
v tomto podprostoru mnozinu M = {(axy + b,axy +b,...,axn +
b)la,b € R}. Ovéite, ze se jedna o podprostor a najdéte v ném vek-
tor (ur¢eny hodnotami a a b), ktery je ortogondlni projekei vektoru y
na M. Vyjadiete a a b pomoci skalarnich soucinu a norem vektoru x a
y. Praveé jste "objevili” linearni regresi.

(Bonus) Dokazte, ze Tr(A™) = > A", kde A; jsou vlastni ¢isla A.
Pokud to nebudete umét obecné, zkuste alespon pro A diagonalizo-
vatelnou.

N

(Bonus, trochu néro¢néjsi) Oznaéme koeficienty charakteristického poly-
nomu vyjadienim y 4(A\) = A"+D; A"+, . .+D,,. S pomoci piedchoziho
tvrzeni a Vietovych vztahu pro D; dokazte rekurentni formuli

mDyy, + Dy 1 Tr(A) + Dy 2Tr(A*) + ...+ Tr(A™) =0,1<m<n

2
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Vyuzijte toho k napsani charakteristického polynomu ve stupni 3 a 4
pouze pomoci stop mocnin A.

(Bonus) Dokazte, ze p(c(A)) = o(p(A)), tedy nejprve, ze pro kazdé
vlastni ¢islo A matice A je p(\) vlastnim ¢islem matice p(A), a poté
naopak. Predpokladejte, ze vSechny polynomy jsou uplné rozlozitelné
(tedy napf. nad télesem komplexnich ¢isel).

(Bonus) Hamilton-Cayleyova véta iika, ze ya(A) = 0, tedy, ze kdyz
dosadime matici A do jejtho charakteristického polynomu (a chdpeme
absolutni ¢len jako ndsobek jednotkové matice), dostaneme nulovou
matici. Vyuzijte této véty pro feseni ulohy 10 bez nutnosti pocitat
vlastni ¢isla a vlastni vektory matice.



