Linearni algebra a geometrie
pro matematiky - LS 08/09

Priklady 2 - Sylvestrovo kritérium, skaldrni soucin

. Ukazte, ze na komplexnim vektorovém prostoru zakon setrvacnosti kvadrat-
ickych forem neplati, tedy ze dana symetrickd bilinearni forma muze
mit vzhledem k ruznym polarnim bazim ruzné signatury.

. Pomoci Sylvestrova kritéria urcete signaturu kvadratické formy f zadané
analytickym vyjadfenim vzhledem ke kanonické bazi prostoru R? vzta-
hem fo(u) = 2% — 223 + x5 + 27129 + 42123 + 22973

. Pomoci Sylvestrova kritéria urcete signaturu kvadratické formy f, zadané
analytickym vyjadienim vzhledem ke kanonické bazi prostoru R* vzta-
hem fo(u) = 2% + 22129 + 4dx123 + 22174 + 75 + 4T073 + 42074 + 75 +
2314 + T2

. Je dano analytické vyjadreni kvadratické formy fy vzhledem ke kanon-
ické bazi prostoru R3. Uréete A € R tak, aby forma f, byla pozitivné
definitni, pricemz fo(u) = 223 + 2\x179 + 67173 + 273 + 27973 + T3

. Necht (V,g) je prostor se skaldrnim soucinem. Dokazte, Ze skaldrni
soucin dvou vektoru se dd napsat pouze pomoci norem:

1
g(u,v) = 5 (lu+vllg = llullg = [lv]5)

. Zjistéte, které z nasledujicich bilinearnich forem jsou skaldrni souciny
3
na R°:

g(u,v) = 21y1 — 1Y + T1Y3 + To2y1 + 3Tays + ToYs — T3y — T3Ya — T3Y3
g(u,v) = 5x1y1 + 221Y2 + 222y1 + ToYo
g(u,v) = 21y1 + T1Y2 + Toyh + 2x2Ys + T3Y3

. Bud (V3,¢) unitdrni prostor a bud g(u,v) = z1y; + oy + 223y3 +
x3Y2 + woys analytické vyjadreni g vuci bazi M prostoru Vs. Najdéte
ortogondlni bazi {u, us,usz} prostoru (V3, g), kterd obsahuje vektor u,
o soutadnicich {u;}y = (1,2,0). Spoctéte ga(u;), i = 1,2,3. Najdéte
prislusnou ortonormalni bézi.
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. Na stejném prostoru se stejnym skaldarnim souc¢inem najdéte ortonormalni

bézi podprostoru (u,v), {u}y = (5,1, —1), {v}r = (0,1, —1) a rozsiite
ji na ortonormadlni bazi prostoru (Vj, g).

. 'V unitdrnim prostoru (R*, w) naleznéte ortonormalni bazi podprostoru

((1,2,2,-1),(1,1,-5,3),(3,2,8,—17)).

V unitdrnim prostoru (R?*, w) naleznéte ortonormalni bazi podprostoru
(1,-1,2,4),(1,-2,2,3),(2,—2,5,7)) obsahujici kladny nésobek vek-
toru (1,0,2,5).

(Bonus) Oznacme P™ prostor vsech redlnych polynomu stupné nejvyse
n na intervalu (—1,1). Dokazte, Zze zobrazeni

je skaldrni soucin na P". Ortogonalizaci baze {1, z, z*} najdéte ortonorm4ln{
bazi prostoru P? s timto skaldrnim sou¢inem.

(Bonus) Pro vsechna n € Z§ zavedme polynomy

Pu(r) = o (@ 1))

Dokazte, ze mnozina {Py, Py,... P,} tvoii ortogondlni bézi prostoru
vSech polynomu stupné nejvyse n. Dokazte, Ze jsou to az na nasobek
pravé ty polynomy, které ziskate ortogonalizaci baze {1,z,...,a"}.
Budete potiebovat umeét integrovat per partes.

(Bonus) Necht f : R®™ — R” je linedrni zobrazeni a ¢ je skaldrnf
soucin na R"™. Dokazte, ze mnozina vSech linearnich zobrazeni, ktera
zachovéavaji skalarni soucin, tj. splauji g(u,v) = g(f(u), f(v)), je grupa.
Pro g = w charakterizujte matice zobrazeni z této mnoziny vzhledem
ke kanonické bazi. Urcete, jakych hodnot muze nabyvat determinant
téchto matic.



