
Lineárńı algebra a geometrie

pro matematiky - LS 08/09

Př́ıklady 2 - Sylvestrovo kritérium, skalárńı součin

1. Ukažte, že na komplexńım vektorovém prostoru zákon setrvačnosti kvadrat-
ických forem neplat́ı, tedy že daná symetrická bilineárńı forma může
mı́t vzhledem k r̊uzným polárńım báźım r̊uzné signatury.

2. Pomoćı Sylvestrova kritéria určete signaturu kvadratické formy f2 zadané
analytickým vyjádřeńım vzhledem ke kanonické bázi prostoru R3 vzta-
hem f2(u) = x2

1 − 2x2
2 + x2

3 + 2x1x2 + 4x1x3 + 2x2x3

3. Pomoćı Sylvestrova kritéria určete signaturu kvadratické formy f2 zadané
analytickým vyjádřeńım vzhledem ke kanonické bázi prostoru R4 vzta-
hem f2(u) = x2

1 + 2x1x2 + 4x1x3 + 2x1x4 + x2
2 + 4x2x3 + 4x2x4 + x2

3 +
2x3x4 + x2

4

4. Je dáno analytické vyjádřeńı kvadratické formy f2 vzhledem ke kanon-
ické bázi prostoru R3. Určete λ ∈ R tak, aby forma f2 byla pozitivně
definitńı, přičemž f2(u) = 2x2

1 + 2λx1x2 + 6x1x3 + 2x2
2 + 2x2x3 + x2

3.

5. Necht’ (V, g) je prostor se skalárńım součinem. Dokažte, že skalárńı
součin dvou vektor̊u se dá napsat pouze pomoćı norem:

g(u, v) =
1

2

(
‖u + v‖2

g − ‖u‖2
g − ‖v‖2

g

)
6. Zjistěte, které z následuj́ıćıch bilineárńıch forem jsou skalárńı součiny

na R3:

g(u, v) = x1y1 − x1y2 + x1y3 + x2y1 + 3x2y2 + x2y3 − x3y1 − x3y2 − x3y3

g(u, v) = 5x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + x2y2

g(u, v) = x1y1 + x1y2 + x2y1 + 2x2y2 + x3y3

7. Bud’ (V3, g) unitárńı prostor a bud’ g(u, v) = x1y1 + x2y2 + 2x3y3 +
x3y2 + x2y3 analytické vyjádřeńı g v̊uči bázi M prostoru V3. Najděte
ortogonálńı bázi {u1, u2, u3} prostoru (V3, g), která obsahuje vektor u1

o souřadnićıch {u1}M = (1, 2, 0). Spočtěte g2(ui), i = 1, 2, 3. Najděte
př́ıslušnou ortonormálńı bázi.
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8. Na stejném prostoru se stejným skalárńım součinem najděte ortonormálńı
bázi podprostoru 〈u, v〉, {u}M = (5, 1,−1), {v}M = (0, 1,−1) a rozšǐrte
ji na ortonormálńı bázi prostoru (V3, g).

9. V unitárńım prostoru (R4, ω) nalezněte ortonormálńı bázi podprostoru
〈(1, 2, 2,−1), (1, 1,−5, 3), (3, 2, 8,−7)〉.

10. V unitárńım prostoru (R4, ω) nalezněte ortonormálńı bázi podprostoru
〈(1,−1, 2, 4), (1,−2, 2, 3), (2,−2, 5, 7)〉 obsahuj́ıćı kladný násobek vek-
toru (1, 0, 2, 5).

11. (Bonus) Označme P n prostor všech reálných polynomů stupně nejvýše
n na intervalu 〈−1, 1〉. Dokažte, že zobrazeńı

(·, ·) :P n × P n → R

p× q →
∫ 1

−1

p(x)q(x)dx

je skalárńı součin na P n. Ortogonalizaćı báze {1, x, x2} najděte ortonormálńı
bázi prostoru P 2 s t́ımto skalárńım součinem.

12. (Bonus) Pro všechna n ∈ Z+
0 zaved’me polynomy

Pn(x) :=
1

2nn!

dn

dxn
((x2 − 1)n)

Dokažte, že množina {P0, P1, . . . Pn} tvoř́ı ortogonálńı bázi prostoru
všech polynomů stupně nejvýše n. Dokažte, že jsou to až na násobek
právě ty polynomy, které źıskáte ortogonalizaćı báze {1, x, . . . , xn}.
Budete potřebovat umět integrovat per partes.

13. (Bonus) Necht’ f : Rn → Rn je lineárńı zobrazeńı a g je skalárńı
součin na Rn. Dokažte, že množina všech lineárńıch zobrazeńı, která
zachovávaj́ı skalárńı součin, tj. splňuj́ı g(u, v) = g(f(u), f(v)), je grupa.
Pro g = ω charakterizujte matice zobrazeńı z této množiny vzhledem
ke kanonické bázi. Určete, jakých hodnot může nabývat determinant
těchto matic.
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