
Lineárńı algebra a geometrie

pro matematiky - LS 08/09

Př́ıklady 1 - Bilineárńı formy

1. Bilineárńı forma f na prostoru Z2
7 je dána analytickým vyjádřeńım

vzhledem k bázi M = {(1, 2), (3, 2)} jako f(u, v) = x1y1 + 4x1y2 +
6x2y1 + 5x2y2. Určete jej́ı analytické vyjádřeńı vzhledem k bázi N =
{(1, 1), (1, 0)}.

2. Pro f z předchoźıho př́ıkladu a vektor u = (2, 1) najděte Φf
l (u) a Φf

p(u)
vzhledem k bázi N .

3. Pro f z předchoźıho př́ıkladu určete matici zobrazeńı Φf
l a Φf

p vzhledem
k bázi M .

4. Určete levý a pravý vrchol bilineárńı formy na R3, jej́ıž analytické
vyjádřeńı je f(u, v) = x1y1 + 2x1y2 + 2x2y1 + x2y2 + 2x2y3 + x3y1 −
x3y2 + 2x3y3, nav́ıc určete nulitu a hodnost formy f .

5. Najděte př́ıklad bilineárńı formy, která neńı symetrická ani antisymet-
rická, a jej́ı levý vrchol je netriviálńı a zároveň identický s vrcholem
pravým.

6. Najděte polárńı bázi kvadratické formy na R3 s analytickým vyjádřeńım
f2(u) = 2x2

1 + 2x1x2 + x2
2 − 2x2x3 a vyjádřete f2 v̊uči této bázi.

7. Najděte polárńı bázi kvadratické formy na R3 s analytickým vyjádřeńım
f2(u) = 2x1x3 − 4x2x3 a vyjádřete f2 v̊uči této bázi.

8. Najděte množinu všech symetrických bilineárńıch forem na R2, pro něž
je báze M = {(1, 2), (−1, 2)} polárńı. Popǐste tuto množinu pomoćı
matic v̊uči kanonické bázi.

9. Dokažte, že množina všech kvadratických forem K(Vn) na vektorovém
prostoru Vn nad R je vektorový prostor dimenze n(n + 1)/2.

10. Dokažte, že nulita formy je korektně definovaná, tedy že nezáviśı na
volbě báze.

11. Dokažte tzv. rekonstrukčńı vzorec: Pokud f je reálná symetrická bi-
lineárńı forma a f2 j́ı př́ıslušná forma kvadratická, pak pro libovolné
vektory u, v plat́ı f(u, v) = 1

4
(f2(u + v)− f2(u− v)).
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12. (Bonus) Necht’ V je komplexńı vektorový prostor, pak zobrazeńı f : V ×
V → C se nazývá seskvilineárńı forma, pokud f(u + v, w) = f(u, w) +
f(v, w), f(u, v+w) = f(u, v)+f(u, w), f(λu, v) = λf(u, v) a f(u, λv) =
λ∗f(u, v), kde u, v, w ∈ C a λ ∈ C, ∗ znač́ı komplexńı sdružeńı. Seskvi-
lineárńı forma se nazývá hermitovská, pokud f(u, v) = f(v, u)∗ a an-
tihermitovská, pokud f(u, v) = −f(v, u)∗. Ukažte, že libovolná seskvi-
lineárńı forma se dá napsat jako součet hermitovské a antihermitovské
formy, zjistěte, jak jsou charakterizovány matice hermitovských a anti-
hermitovských forem a nalezněte analogii rekonstrukčńıho vzorce, tedy
vyjádřeńı f(u, v) pomoćı hodnot f2 na nějakých lineárńıch kombinaćıch
u a v. Zde f2(w) znamená opět f(w,w).

13. (Bonus) Ukažte, že pro libovolnou symetrickou bilineárńı formu f ex-
istuje báze, v̊uči ńıž je matice formy f blokově diagonálńı, a bud’to
matice f nebo matice −f má v̊uči této bázi tvar složený pouze z blok̊u

typu (0), (1) a

(
0 1
1 0

)
.

14. (Bonus) Ukažte, že pro libovolnou antisymetrickou bilineárńı formu f
existuje báze, v̊uči ńıž je matice formy f blokově diagonálńı a je složena

pouze z blok̊u typu (0) a

(
0 −1
1 0

)
.
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