
Lineárńı algebra a geometrie

pro matematiky - ZS 08/09

Př́ıklady 11 – Lineárńı formy

1. Rozhodněte, která z následuj́ıćıch zobrazeńı jsou lineárńı formy:

(a) f : R2 → C, f(a, b) = a + bi

(b) f : R2 → R, f(a, b) =
√

a2 + b2

(c) f : R2 → R, f(a, b) = 1 + 2a + 3b

(d) f : R∞ → R, kde R∞ je vektorový prostor všech nekonečných
posloupnost́ı f({ai}∞0 ) = limi→∞ ai

(e) Fx : C∞(M, R) → R, kde C∞(M, R) je vektorový prostor všech
reálných hladkých funkćı na množině M , Fx(f) = f(x), kde x ∈
M .

(f) F : Mnn(R) → R, F (A) = det A

2. Najděte dva r̊uzné izomorfizmy V = Rn a jeho duálńıho prostoru V ∗.
Popǐste kanonický izomorfizmus V a (V ∗)∗.

3. Najděte duálńı bazi k bazi {(1, 2), (3, 4)} prostoru R2.

4. Najděte bázi R2 tak, aby báze f1(u) = 7x1 + x2, f2(u) = 9x1 − 5x2

prostoru (R2)∗ byla k ńı duálńı.

5. Necht’ V je vektorový prostor všech reálných polynomů stupně nejvýše
n, c0, . . . , cn ∈ R. Ověřte, že množina zobrazeńı M = {F0, . . . , Fn},
kde Fi : V → R je definováno Fi(p) = p(ci), tvoř́ı bázi V ∗. Ověřte, že
množina {p0, . . . pn} tzv. Lagrangeových polynomů

pi(x) := Πj 6=i
(x− cj)

(ci − cj)

tvoř́ı duálńı bázi k M .

6. Lineárńı forma má vzhledem ke kanonické bázi R3 analytické vyjádřeńı
f(u) = x1 − 3x2 + 4x3. Najděte jej́ı analytické vyjádřeńı vzhledem k
bázi N = {(4, 1, 3), (3, 1, 0),(0, 1, 1)}.

7. Lineárńı forma f na R2 má vzhledem k bázi {(1, 1), (1,−1)} analytické
vyjádřeńı f(u) = x1 + 2x2. Najděte jej́ı analytické vyjádřeńı vzhledem
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k bázi {(1,−2), (3, 2)}.
8. Lineárńı formy f1, f2, f3 maj́ı vzhledem k M analytické vyjádřeńı f1(u) =

x1 + x2 + x3,f2(u) = x1 − x3,f3(u) = x1 − 4x2 − 3x3. Najděte bázi
N , v̊uči ńıž maj́ı tyto formy analytická vyjádřeńı f1(u) = x′1 + x′2,
f2(u) = x′2 + x′3, f3(u) = x′1 + x′3.

9. Na prostoru všech polynomů stupně nejvýše n uvažujme homomorfiz-
mus ϕ, ϕ(p) = p′ který polynomu přǐrad́ı jeho derivaci, a lineárńı formu
f , f(p) = p(0). Popǐste obraz f v duálńım endomorfismu ϕ∗, najděte
nulovou množinu ϕ∗(f), jádro ϕ∗ a matici ϕ a ϕ∗ vzhledem k bázi
{1, x, . . . , xn}, resp. jej́ımu duálu.

10. Endomorfizmus ϕ prostoru R3 je dán předpisem ϕ((x1, x2, x3)) = (2x1−
x2 + 3x3,x1 + 2x2 − x3,−x1 + x2 − 2x3). Určete matici duálńıho en-
domorfizmu ϕ∗ vzhledem k bázi f1(u) = 8x1 + 6x2 − 5x3, f2(u) =
5x1 + 4x2 − 3x3, f3(u) = −x1 − x2 + x3.

11. Lineárńı formy f1 a f2 maj́ı vzhledem ke kanonické bázi R̃5 souřadnice
{(1, 1, 1, 1, 1)} a {(1,−1, 1,−1, 1)}. Určete Ψ({f1, f2}).

12. (2b) Bud’ N nějaká báze prostoru V4. Najděte Φ({u1, u2}), kde {u1}N =
(1, 2,−1, 3) a {u2}N = (2,−1, 1,−2).
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