
Lineárńı algebra a geometrie

pro matematiky - ZS 08/09

Př́ıklady - Homomorfismy v souřadnićıch

1. Uvažujme v prostoru R3 podmnožiny M = {(1, 2, 1), (2, 1, 2), (1, 2, 3)} a
N = {(1,−1,−1), (−1, 1,−1), (1,−1, 0)}. Ověřte, že obě množiny jsou
báze, najděte souřadnice vektoru (1, 1, 1) v̊uči oběma báźım a ověřte
vztah mezi oběma sadami souřadnic pomoćı vhodné matice přechodu.

2. Určete matici homomorfizmu f : T 3 → T 4, f((x1, x2, x3)) = (x1, x1, x2, x3)
vzhledem ke kanonickým báźım T 3 a T 4 a vzhledem k báźım M =
{(2, 1, 1), (1, 2, 1), (1, 1, 2)} a M ′ = {(1, 1, 0, 0),(1, 0, 1, 0),(1, 0, 0, 1),(0, 1, 0, 1)}.
Určete jádro a obraz f .

3. Homomorfizmus f : R3 → R2 má vzhledem k báźım {(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)}
a {(1, 1), (2, 0)} matici (

1 0 −1
1 1 1

)
.

Určete obraz vektoru (x, y, z).

4. Určete matici přechodu od báze M = {x2 + 2x + 1,2x2 + 1,x2 − x} k
bázi N = {x2 + 2, x2 − 3x + 1, x2 + x + 3} prostoru P 2〈−1, 1〉.

5. Najděte automorfizmus f VP R3, který je sám k sobě inverzńı a pro
který f((2, 3, 1)) = (1, 0, 2) a f((0, 0, 1)) = (0, 0, 1).

6. Je dán homomorfizmus f : R4 → R4

f

a


1
0
1
0

 + b


0
1
0
1

 + c


1
1
1
0

 + d


0
0
1

−1




= a


−1

2
1
0

 + b


2
0
0
2

 + c


0
1
0

−1

 + d


0
0
0

−1


Rozhodněte, jestli je f automorfizmus a pokud ano, najděte matici
inverzńıho automorfizmu vzhledem ke kanonickým báźım.
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7. Dokažte, že pro f endomorfizmus T n jsou následuj́ıćı tvrzeńı ekviva-
lentńı:

(a) f je automorfizmus

(b) f je monomorfizmus

(c) f je epimorfizmus

8. Necht’ v ∈ R3. Určete matici homomorfizmu fv(x) = v × x daného
vektorovým součinem s v v̊uči kanonické bázi a bázi {(1, 1, 0), (1,−1, 0),
(0, 0, 1)}. Určete jádro a obraz tohoto homomorfizmu.

9. Necht’ f : R4 → R5 je homomorfizmus určený vztahem

f(x1, x2, x3, x4) = (−x1−2x2+x3, x1+x2−x4, x2−x3+x4, x1+2x2−x3, x1+x3−2x4)

Najděte nějakou bázi M jádra zobrazeńı f a nějakou bázi N obrazu
zobrazeńı f . Dále najděte nějaký doplněk W podprostoru Ker f v R4

a takovou jeho bázi P , aby matice zúženého zobrazeńı f |W vzhledem
k báźım P a N byla jednotková matice.

10. Necht’ v ∈ T n a pv : T n → T n je zobrazeńı dané pro libovolný vektor
x ∈ T n vztahem (pv(x))i = (

∑n
j=1 vjxj)vi.

(a) Ověřte, že pv je lineárńı zobrazeńı.

(b) Najděte matici zobrazeńı pv vzhledem ke kanonickým báźım.

(c) Určete jádro, obraz a hodnost zobrazeńı pv.

(d) Najděte bázi M ⊂ T n tak, aby matice zobrazeńı pv v̊uči bázi M
obsahovala nejmenš́ı možný počet nenulových element̊u.

11. Necht’ V je prostor všech reálných čtvercových matic stupně 2 a defin-
ujme zobrazeńı f : V → V vztahem fB(X) = BXB−1, kde

B =

(
a b
c d

)
Určete matici zobrazeńı fB vzhledem k bázi

M =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
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