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Linearni algebra pro fyziky - LS 09/10

Priklady - vseobecna sbirka

. 2 Dokazte, ze Tr(A™) = > A", kde A; jsou vlastni ¢isla A.
. 1 Oznaéme koeficienty charakteristického polynomu vyjadrenim x 4(\) =

A"+ DAt + .+ D,. S pomoci pfedchoziho tvrzeni a Vietovych
vztahu pro D; dokazte rekurentni formuli

mDy, + Dy 1\ Tr(A) + Dy 5Tr(A*) + ...+ Tr(A™) =0,1<m <n

Vyuzijte toho k napsani charakteristického polynomu ve stupni 3 a 4
pouze pomoci stop mocnin A.

. 2 Dokazte, ze p(c(A)) = o(p(A)), tedy nejprve, ze pro kazdé vlastni
¢islo A matice A je p(A) vlastnim cislem matice p(A), a poté nao-
pak. Predpokladejte, ze vsechny polynomy jsou tplné rozlozitelné (tedy
napf. nad télesem komplexnich ¢isel). Z tohoto tvrzeni dokazte, Ze po-
kud p(x) je polynom, pak p(A)~! existuje pravé kdyz zadné vlastni
¢islo matice A neni kotfenem polynomu p(x).

. 3 V prostoru redlnych polynomu stupné nejvyse 2 najdéte bazi, v niz je
matice zobrazeni T, které readlnému polynomu f(x) prifazuje polynom

(Tf)(x)= f(0)+ f(1)(x + 2?), diagondlni.

. 3 Spocitejte matici
sin [ 7 1 1
-1 741

. 3 Urcete limitu

L [T -9 -15 "
hmzlE 3 7 3
e 3 -9 —11

. 2 Kazdy rok se 1/10 z celkovych K obyvatel Kocourkova odstéhuje do
Tramtérie a 1/5 z celkovych T obyvatel Tramtarie se zase odstéhuje
do Kocourkova. Kdo se neodstéhuje, zustava na misté. Urcete matici
zobrazeni, které ptifazuje vektoru (K, T") vektor poctu obyvatel piisti
rok a poté urcete, kolik obyvatel bude kde bydlet az naprsi a uschne
(tj. za 42 let).
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. 2 Oznatme O(n) := {A € M(n x n)|ATA = E} a SO(n) := O(n) N

{A|det A = 1}. Ukazte, ze pro libovolna matice A € SO(3) zachovava
néjaky vektor v € R? a v roviné na néj kolmé puisobi jako rotace o tihel

H(TrA-1).

. 1 Nechf f: N — C" je posloupnost vektoril, definujme operdtor prvni

diference takto: (Af);(7) := f;(i+1)—f;(i) a ndsobeni matici A klasicky
takto: (Af);(1) = > a;ifr(i). Ukazte, ze soustava diferen¢nich rovnic
prvniho fadu Af = Af m4 feSeni f(i) = (A + E)'f(0). Ukazte, Ze
rekurentni relaci tvaru g(i +m) + > r = brg(i +k) =0, kde g : N — C
lze prevést na soustavu m diferencnich rovnic prvniho radu.

2 Na kruznici se pohybuji bez tfeni dvé télesa, prvni ma hmotnost m
a velikost rychlosti ug, druhé ma hmotnost M a velikost rychlosti vy.
Rychlosti nejsou stejné a zaroven stejné orientované, tedy ¢asem dojde
ke srazce. Povazujme vSechny srazky za dokonale pruzné a oznac¢me
u;, v; velikosti rychlosti obou téles po i-té srazce. Sestavte soustavu
diferencnich rovnic, jiz se tato posloupnost dvojic velikosti rychlosti
fidi a vyteste ji.

7T —-12 6
3 Najdéte Jordanuv tvar matice | 10 —19 10
12 —24 13
1 =30 3
- . : -2 —6 0 13
3 Najdéte Jordanuv tvar matice 0 -3 1 3
-1 -4 0 8
3 : L (1 1\
3 Urcete pro libovolné celé n matici < 1 3 >
-2 1 2
3 Urceteexp | —1 0 2
-2 0 3
4 2 -5
3 UrCeteexp| 6 4 -9
5 3 =7
crr e Tm—1 1
3 Spocitejte sin ( 1 oa41 )
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3 Zjistéte, zda jsou podobné matice

1
A=10
0

S = N
=N W

1
B=|1
0

_— o
N =)

a pokud ano, najdéte matici C' spliujici CAC~! = B.

3 Zjistéte, zda jsou podobné matice

1 00
A= 0 10 |,B=
01

o O =
O = O
_ o

a pokud ano, najdéte matici C' spliujici CAC~! = B.

2 Vypoctéte pomoci Hamilton-Cayleovy véty (bez uréeni vlastnich ¢isel)

12 1\”
1 0 1
1 2 -1
3 Vyfteste soustavu diferencialnich rovnic
) =1x + T3
Th = To + T3
xhy = 2x3
s obecnou po¢. podminkou.
1 A je komplexni matice n X n a x1(t),...,x,(t) je n vektoru v C"

zévislych na ¢t € R, které fesi soustavu rovnic 2'(t) = Ax(t). Zjistéte,
jakou diferencidlni rovnici spliiuje funkce W (t) = det(x(t),. .., x,(t))
a dokazte pomoci toho, ze vektory jsou linearné nezavislé pro vsechna
t, pravé kdyz jsou linearné nezavislé pro néjakeé t.

2 Spocitejte pravdépodobnost vitézstvi ve hie hrané na hracim planu se
¢tyrmi policky 1,2,3,4. Na zacatku je figurka na poli 2, dosdhnout pole
4 je prohra, dosdhnout pole 1 je vitézstvi. V kazdém tahu si hodime
kostkou a na 1,2 posuneme figurku o jedno pole doleva, na 3,4,5,6 o
jedno pole doprava. Pouzijte pti tom vlastni ¢isla a limitni prechod,
piipadny alternativni vypocet jen jako kontrolu.
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3 Dokazte, ze pro hermitovskou matici H je matice exp(¢H) unitérni.
Pouzijte definici exponencialy.

1 Dokazte, ze pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati, ze A je podobna
AT,

-3 3 =2 0 1 -1
2 Zjistéte, které zmaticA=| -7 6 -3 |, B=| —4 4 -2
1 -1 2 -2 1 1
0 -1 -1 01 2
C=| -3 -1 =2 |aD=1| 0 1 1 | jsoupodobné.
7 5 6 00 2
2 Reste soustavu diferencidlnich rovnic § = Ay+ f, kde A je definovéno

v predchozim piikladé a f(t) = (e*,tsint,cost)”.

2 Reste soustavu diferencidlnich rovnic § = Cy+ f, kde C je definovéno
v predpiedchozim pifkladé a f(t) = (e*,tsint, cost)?.

0O a 0 ... O
0 0 a O (1) ?
3 Urcete Jordanovy tvary matic | : . al .
0 0 0 a 0
a 0 0 0
4 —15 6
2 Spocitejteln | 1 —4 2 |, ato jak pomoci prechodu k Jordanoveé
1 =5 3

bazi, tak interpolaé¢nim polynomem.
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