Reseni 6
Ad 1. (feseni hom. soustavy) < x3 — 29,24 — T2 >
Ad 2. (feseni hom. soustavy) < (—-1,-1,1,0,0), (—-1,-1,0,1,0),(0,1,0,0,1) >

Ad 3. Vektor se nachazi v priniku jader, pravé kdyz je kolmy na v8echny
vektory z M, tedy ﬂle Ker f; =< M > a jak znamo podprostor a jeho orto-
gonélni doplnék tvoii direktnim souctem cely prostor.

Ad 4. Necht Ker f = Ker g. Z véty o dimenzi jadra a obrazu vyplyva, Ze tento

prostor je dimenze dim V — 1, a tedy Ze ve V existuje podprostor W generovany

jednim (nenulovym) vektorem, pro ktery plati Ker f @ W = Kerg®W =V a

pro Yw € W mimo nulovy vektor je f(w) # 0, g(w) # 0. Oznag¢ime-li w; gene-

rator W, pak pro w € W, w # 0 plati

w = awsi, f(w) = flaw,) = af(w) = f(w) =r (0#£aeR,0#£reR)

gw)  g(awr) ag(w1) g(w1)

tedy Vv € V' (na W dokézano vyse, jinde trividlni rovnost) plati f(v) = rg(v).
Opacnéa implikace je jednoducha, ze vzorce f = rg, kde r neni nula vyplyva:

g=0=f=0Af=0= g =0, tedy jadra zobrazeni jsou navzajem pod-

mnozinami, tudiz jsou totozné.

Ad 5. Linearni zobrazeni g je jednozna¢né zadané hodnotami na béazi W*.
Pokud ji rozsifime na bazi celého V' a zanechame ptivodni hodnoty na prvcich
baze W* (jinde je mozné zvolit cokoli), ziskdme linearni formu f € V*, ktera
spliuje zadany pfedpoklad.

Ad 6. Z definice D*(f)(p) = f(D(p)) = f: p/(z)dz. Pokud vyjadfime D napf.
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pak matice D* je
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a vidime, ze Ker D* je generovano linearnim funkcionalem zavisejicim pouze na
koeficientu u z” v polynomu p, tedy napiiklad Ker D* =< p(™ (0) >



Ad7. fe KerF* Yo eV : F*(f)(v) = f(F(v)) = 0. Tedy zkouméame,
zda VA € M,,, (Bdané) plati Tr(AB — BA) = 0, coz je v8ak jasné, nebot
Tr(AB—BA) =Tr(AB)—Tr(BA) =Tr(AB) —Tr(AB) = 0 (linearita s¢itani
matic a cykli¢nost stopy).

Ad 8. Viudi kanonickym bazim mé zobrazeni ¢ matici

5 —4
A= -10 8
-10 8

tedy ¢* ma vaci odpovidajicim dudlnim bazim matici
T 5 =10 -10
AT = ( -4 8 8

Ad 9. Matice ¢ viuéi kanonické bazi je ¢oprp = ( L}) :; >, tedy @hup. =

< _11 _57 > Oznatme B* = {2x1 — x2,3x1 — x2}, matice pfechodu od E* k

B* je P = ( _21 _31 ); pfitemz P~! = ( _11 _23 ) Prislusnou transfor-

maci dostaneme

* —1 s -12 -10
¢ppr =P 1¢E*E*P:( 7 6 )

Ad 10. Ze je toto zobrazeni linedrni, vyplyva z odpovidajicich vlastnosti skalarniho
soucinu. ProtoZe prostory V a V* maji stejnou dimenzi, staci (z véty o dimenzi
jadra a obrazu) zjistit, zda je zobrazeni F prosté, neboli zda je jeho jadro triv-
iadlni. Necht tedy méame u € V takové, Ze plati

YoeV : F(u)(v) = (u,v) =0

Z definice skaldrniho sou¢inu vyplyva, ze u = 0, nebot v opatném piipadé by-
chom mohli zvolenim v = w zajistit nenulovost (u,v), coZ by byl spor.

Ad 11 Pro g € W*, v € V, k € F plati F(1 + d2)(9)(v) = (61 + 62)7 () (v) =
P(01(v) + ¢2(v)) = (P1(v)) +(d2(v)) = F(d1)(9)(v) + F(¢2) () (v) i zéroven
F(ken) ()(0) = (kén)* (9)(v) = p(kés (v) = k(1 (v)) = kF (1) () (v). Tedy
zobrazeni F' je linedrni. Jeho zdrojovy i cilovy prostor maji ocividné stejnou
dimenzi, opét tedy staci vySetfovat, zdali je Ker F trividlni. Necht tedy je
¢ € Hom(V, W) takové, ze

Vp e W, Vu eV : F(9)(p)(v) = ¢"(p)(v) = ¢((v)) =0



Pokud je ¢ netrivialni, existuje n&jaky vektor v € V takovy, ze ¢(v) # 0, coz
znamend, 7e existuje i linedrni forma, ktera je na ¢(v) nenulova (staci zvolit
néjakou s nenulovymi konstantami na celé bazi W), coz je opét spor.



