
�e²ení 6

Ad 1. (°e²ení hom. soustavy) < x3 − 2x2, x4 − x2 >

Ad 2. (°e²ení hom. soustavy) < (−1,−1, 1, 0, 0), (−1,−1, 0, 1, 0) , (0, 1, 0, 0, 1) >

Ad 3. Vektor se nachází v pr·niku jader, práv¥ kdyº je kolmý na v²echny
vektory z M, tedy

⋂k
i=1Ker fi =< M >⊥ a jak známo podprostor a jeho orto-

gonální dopln¥k tvo°í direktním sou£tem celý prostor.

Ad 4. Nech´ Ker f = Ker g. Z v¥ty o dimenzi jádra a obrazu vyplývá, ºe tento
prostor je dimenze dimV −1, a tedy ºe ve V existuje podprostor W generovaný
jedním (nenulovým) vektorem, pro který platí Ker f ⊕W = Ker g ⊕W = V a
pro ∀w ∈ W mimo nulový vektor je f(w) 6= 0, g(w) 6= 0. Ozna£íme-li w1 gene-
rátor W, pak pro w ∈W, w 6= 0 platí

w = αw1,
f(w)
g(w)

=
f(αw1)
g(αw1)

=
αf(w1)
αg(w1)

=
f(w1)
g(w1)

= r (0 6= α ∈ R, 0 6= r ∈ R)

tedy ∀v ∈ V (na W dokázáno vý²e, jinde triviální rovnost) platí f(v) = rg(v).
Opa£ná implikace je jednoduchá, ze vzorce f = rg, kde r není nula vyplývá:

g = 0 ⇒ f = 0 ∧ f = 0 ⇒ g = 0, tedy jádra zobrazení jsou navzájem pod-
mnoºinami, tudíº jsou totoºné.

Ad 5. Lineární zobrazení g je jednozna£n¥ zadané hodnotami na bázi W ∗.
Pokud ji roz²í°íme na bázi celého V a zanecháme p·vodní hodnoty na prvcích
báze W ∗ (jinde je moºné zvolit cokoli), získáme lineární formu f ∈ V ∗, která
spl¬uje zadaný p°edpoklad.

Ad 6. Z de�nice D∗(f)(p) = f(D(p)) =
´ b

a
p′(x)dx. Pokud vyjád°íme D nap°.

v bázi B =
{

1, x, x2

2 , . . . ,
xn

n!

}

DBB =



0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

0 0 0
. . .

...
...

...
...

. . . 1
0 0 0 . . . 0


pak matice D∗ je

D∗B∗B∗ =


0 0 0 . . . 0
1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
...

...
. . .

. . .
...

0 0 0 1 0


a vidíme, ºe KerD∗ je generováno lineárním funkcionálem závisejícím pouze na
koe�cientu u xn v polynomu p, tedy nap°íklad KerD∗ =< p(n)(0) >
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Ad 7. f ∈ Ker F ∗ ⇔ ∀v ∈ V : F ∗(f)(v) = f(F (v)) = 0. Tedy zkoumáme,
zda ∀A ∈ Mnn, (B dané) platí Tr(AB − BA) = 0, coº je v²ak jasné, nebo´
Tr(AB−BA) = Tr(AB)−Tr(BA) = Tr(AB)−Tr(AB) = 0 (linearita s£ítání
matic a cykli£nost stopy).

Ad 8. V·£i kanonickým bázím má zobrazení φ matici

A =

 5 −4
−10 8
−10 8


tedy φ∗ má v·£i odpovídajícím duálním bázím matici

AT =
(

5 −10 −10
−4 8 8

)

Ad 9. Matice φ v·£i kanonické bázi je φEE =
(

1 −1
5 −7

)
, tedy φ∗E∗E∗ =(

1 5
−1 −7

)
. Ozna£me B∗ = {2x1 − x2, 3x1 − x2}, matice p°echodu od E∗ k

B∗ je P =
(

2 3
−1 −1

)
, p°i£emº P−1 =

(
−1 −3
1 2

)
. P°islu²nou transfor-

mací dostaneme

φ∗B∗B∗ = P−1φ∗E∗E∗P =
(
−12 −10
7 6

)

Ad 10. �e je toto zobrazení lineární, vyplývá z odpovídajících vlastností skalárního
sou£inu. Protoºe prostory V a V ∗ mají stejnou dimenzi, sta£í (z v¥ty o dimenzi
jádra a obrazu) zjistit, zda je zobrazení F prosté, neboli zda je jeho jádro triv-
iální. Nech´ tedy máme u ∈ V takové, ºe platí

∀v ∈ V : F (u)(v) = (u, v) = 0

Z de�nice skalárního sou£inu vyplývá, ºe u = 0, nebo´ v opa£ném p°ípad¥ by-
chom mohli zvolením v = u zajistit nenulovost (u, v), coº by byl spor.

Ad 11. Pro ϕ ∈W ∗, v ∈ V, k ∈ F platí F (φ1 + φ2)(ϕ)(v) = (φ1 + φ2)∗(ϕ)(v) =
ϕ(φ1(v)+φ2(v)) = ϕ(φ1(v))+ϕ(φ2(v)) = F (φ1)(ϕ)(v)+F (φ2)(ϕ)(v) i zárove¬
F (kφ1)(ϕ)(v) = (kφ1)∗(ϕ)(v) = ϕ(kφ1(v)) = kϕ(φ1(v)) = kF (φ1)(ϕ)(v). Tedy
zobrazení F je lineární. Jeho zdrojový i cílový prostor mají o£ividn¥ stejnou
dimenzi, op¥t tedy sta£í vy²et°ovat, zdali je Ker F triviální. Nech´ tedy je
φ ∈ Hom(V,W ) takové, ºe

∀ϕ ∈W ∗, ∀v ∈ V : F (φ)(ϕ)(v) = φ∗(ϕ)(v) = ϕ(φ(v)) = 0
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Pokud je φ netriviální, existuje n¥jaký vektor v ∈ V takový, ºe φ(v) 6= 0, coº
znamená, ºe existuje i lineární forma, která je na φ(v) nenulová (sta£í zvolit
n¥jakou s nenulovými konstantami na celé bázi W ), coº je op¥t spor.
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