
Vybrané partie z funkcionálńı analýzy

Sada 1

1. Vysvětlete, proč se v Rieszově lemmatu o skorokolmici (Lukeš 9.1) požaduje
uzavřenost podprostoru M .

2. Na ℓ1 uvažujme funkcionál

f(x) =

∞∑
n=1

(
1− 1

n

)
xn

a uzavřený podprostor M := Kerf . Dokažte, že neexistuje x ∈ ℓ1, ∥x∥1 =
1, pro nějž dist(x,M) = 1. V Rieszově lemmatu o skorokolmici tedy neńı
možné dosáhnout

”
kolmosti“.

3. Ukažte, že lineárńı zobrazeńı

T : c0 → c0

: {xn} 7→ {
1

n
xn}

je spojité, ale neńı otevřené.

4. Ukažte, že libovolná kompaktńı podmnožina v ℂ je spektrem nějakého
operátoru na separabilńım Hilbertově prostoru.

5. Necht’ c ≡ {cn}∞1 je posloupnost komplexńıch č́ısel taková, že pro každou
a ∈ ℓ1 existuje limita

lim
N→∞

N∑
i=1

ancn

Ukažte pomoćı principu stejnoměrné omezenosti, že pak muśı být c ∈ ℓ∞.

6. Necht’ c ≡ {cn}∞1 je posloupnost komplexńıch č́ısel taková, že pro každou
a ∈ c0 existuje limita

lim
N→∞

N∑
i=1

ancn

Ukažte pomoćı principu stejnoměrné omezenosti, že pak muśı být c ∈ ℓ1.

7. Necht’ B : X ×X → ℂ je bilineárńı zobrazeńı na Banachově prostoru X,
které je spojité v každé proměnné zvlášt’ (tedy ∀y a xn → x je B(xn, y)→
B(x, y) a obráceně). Dokažte pomoćı principu stejnoměrné omezenosti, že
pak je spojité v obou proměnných zároveň (tedy pokud xn → x, yn → y,
pak B(xn, yn)→ B(x, y)).

8. Necht’ T je operátor na Hilbertově prostoru H splňuj́ıćı (Tx, y) = (x, Ty)
pro všechna x, y ∈ H. Dokažte pomoćı principu stejnoměrné omezenosti,
že pak je T omezený operátor.
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