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Uvod do teorie Lieovych grup
Cwvicent k predndsce
Dalibor Smid
14. dubna 2017

. Naleznéte v Campbell-Baker-Hausdorffovu formuli

1
ln(eAeB):A—&—B—I—i[A,B}—&—...

¢leny 3. fadu a ukazte, ze je mozné je vyjadfit pomoci komutatoru.

. Necht X € gl(n,C) ma n ruznych vlastnich éisel aq,...,a,. Uréete vlastni &fsla zobrazeni ad(X) €

End(gl(n,C)).

. V.G = SL(2,C) jsou definovdny podgrupy

N :{gEG‘g:<(1) i),ze@}
N —{geG‘g—(i (1)),2:6@}

Dokazte, ze G je generovéna jejich sjednocenim N U N.

¢={(§ .5 )]ex0zec]

je uzaviend Lieova grupa a najdéte jeji linedrni Lieovu algebru.

. Ukazte, ze

. Zjistete, jak vypadd obecny prvek grupy SU(2) a ukazte, Ze je tato grupa izomorfn{ grupé jednotkovych

kvaternionu.
Ukazte, ze
Sp(n,C) := {g € SL(2n,C)| gTJmng =Junt

kde J, , je 2n x 2n antisymetrickd matice s blokovym zdpisem

0 1
-1 0/’
je uzaviend Lieova grupa a najdéte podminky, které musi splinovat prvky jeji linearni Lieovy algebry.
Ukazte, ze Lieovy algebry so(3) a su(2) jsou izomorfni.

Necht a je idedl v Lieové algebie g. Ukazte, Ze g je feSitelnd, pravé kdyZ a je feSitelny a g/a je FeSiteln4.

Necht g je Lieova algebra a a, b jsou dva ideély v ni takové, ze g = a+ b. Ukaite, e podilové algebry g/a
a b/anb jsou izomorfni. Dokazte odtud s pomoci tvrzeni z predchoziho kolu, ze koneéné dimenziondlni
Lieova algebra obsahuje maximalni fesitelny idedl.

Oznaéme V,, prostor vSech homogennich komplexnich polynomu dvou proménnych z; a z5 celkového stupné
n. Definujme 2;0; = Ziaizjv i,j € {1, 2} étyfi endomorfismy V,,. Ukazte, ze zobrazeni p : gl(2,C) — End(V,,)
dané na bazi jako p(E;j) = 2;0;, je homomorfismus Lieovych algeber. Definujte pomoci néj reprezentaci
5l(2,C na V,, a ukazte, Ze je ireducibilni, tj. Ze neexistuje zaddny vlastni podprostor W C V,,, pro néjz by
p(W)CW.
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Dokazte vétu o Jordanové rozkladu: Necht X je endomorfismus komplexniho vektorového prostoru koneéné
dimenze. Pak existuje jednoznacny rozklad X = X, + X,,, kde X, je diagonalizovatelny, X, nilpotentni
a XX, = X,X;. Navic existuje polynom bez konstatniho ¢lenu, pro né&jz p(X) = X;. (lze najit v
Humphreysovi).

Popiste grupu véech 3 x 3 redlnych matic, které zachovavaji afinnf rovinu A»(R) := {(1,z,y)7|z,y € R} a
vzdalenost libovolné dvojice bodu v ni. Ovéite, ze je to uzaviend Lieova grupa, popiste jeji Lieovu algebru
a najdéte v ni maximalni fesitelny idedl b a Lieovu podalgebru a takovou, ze g = a @ b jakozto soucet
vektorovych prostoru. Plati [a, b] = 07

Dokazte, ze v tloze 6 ve skute¢nosti nebylo nutné pozadovat, aby g € SL(2n, C), protoze kazd4 matice z
Sp(n,C) (i z Sp(n,R)) mé determinant 1. Dokazte, ze
U(n) ~ O(2n) N Sp(2n,R)

Vyuzijte identifikaci C" a R™ zobrazenim z + iy — (x,y). Popiste odpovidajici isomorfismus Lieovych
algeber.

Dokazte, ze nilpotentni Lieova algebra mé trividlni Killingovu formu.

Ukazte, ze pokud g je polojednoducha Lieova algebra, pak pro kazdou derivaci D algebry g existuje X € g
takové, ze D = ad X. Ndvod: zkoumejte linedrni formu Y — Tr(DadY’) na g.

Dokazte, ze pro Killingovu formu Lieovy algebry gl(n, C) plati
B(X,Y) = 2nTr(XY) — 2 Tr(X) Te(Y)

Odvod'te analogicky vzorec pro Killingovu formu sl(n, C). Dokazte pomoci ngj, Ze sl(n,C) je polojedno-
duché Lieova algebra.

Oznatme b3 Heisenbergovu Lieovu algebru vSech striktné hornich trojihelnikovych komplexnich matic
3 x 3. Necht V je komplexni vektorovy prostor viech funkci z R do C tvaru e’szP(s)7 kde P je polynom.
Ukazte, Ze zobrazeni, které matici E15 € b3 prifazuje —id% € End(V') a matici Fa3 pfifazuje —is € End(V),
definuje ireducibilni reprezentaci h3 na V.

Najdéte izomorfismus Lieovych algeber s[(2,C) & sl(2,C) a so(4,C).
Lieova algebra g se nazyva reduktivni, pokud jeji radikél se rovna jejimu centru. Dokazte, ze pak je

(a) [g, 9] polojednoduchd.
(b) ad g polojednoducha.
(¢) g je direktni soucet polojednoduché a abelovské Lieovy algebry.

Necht H je prvek Lieovy algebry g a g, C g je vlastni podprostor endomorfismu ad(H) vzhledem k
vlastnimu ¢&islu «. Dokazte, Ze [ga, 98] C Gats-

Proved'te kofenovy rozklad Lieovy algebry sp(2n,C). Za Cartanovu podalgebru zvolte algebru vsech di-
agondlnich matic. Popiste Lieovu algebru so(2n,C), definovanou ovSem tentokrat jako Lieovu algebru
zachovavajici bilinearni formu, jejiz matice je v blokovém zapisu

0 1
1 0/
Tato volba umoznuje zvolit za Cartanovu podalgebru opét algebru vSech diagonalnich matic.

Necht V, W jsou koneénédimenziondlni reprezentace abelovské Licovy algebry b sloZené z diagonalizova-
telnych elementu. Oznaé¢me Ay, Ay mnoziny viech vah téchto reprezentaci. Urcete, jak vypadd mnozina
vech vah reprezentaci V*, V @ W, Hom(V, W), A2V, Sym? V (podprostor V ® V generovany elementy
tvaru v ® w +w ® v), piipadné A*V, Sym* V, pro k € N.

Pro Lieovy algebry sl(n+1, C), sp(2n, C) a standardn{ volbu jednoduchych kofenu e, . . ., o, najdéte tzv.
fundamentalni vahy, tj. prvky wi,...,w, € h* spliujici w;(H,;) = d;5. Porovnejte celociselnou miiz Ay
generovanou fundamentalnimi vahami a mfiz Ar generovanou jednoduchymi kofeny, ilustrujte pro n = 2.
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Pro Lieovy algebry so(2n + 1,C), so(2n,C) a standardni volbu jednoduchych kofent aq,...,a, najdéte
tzv. fundamentélni véhy, tj. prvky wi,...,w, € b* spliujici w;(H,,) = d;;. Porovnejte celociselnou miiz
Aw generovanou fundamentdlnimi vahami a miiz Ag generovanou jednoduchymi kofeny, ilustrujte pro
n=2.

Uvazujte v R* standardni ortonormalni bazi {e, e, €3, e4} a mnozinu pozitivnich kofent
1
A+ = {(37}11 U {Gi — ej}i<]‘ U {61' + 6j}i<j U {5(61 +ey ezt 64)}

Ukazte, ze Ay U (—A4) je abstraktni kofenovy systém, najdéte v ném mnozinu jednoduchych kofenu a
prifad'te Dynkintv diagram.

Provedte klasifikaci ireducibilnich redukovanych abstraktnich kofenovych systémi (napi. dle Fulton-
Harris, strany 320-330, nebo Knapp 170-180).



