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1. Nalezněte v Campbell-Baker-Hausdorffovu formuli

ln(eAeB) = A+B +
1

2
[A,B] + . . .

členy 3. řádu a ukažte, že je možné je vyjádřit pomoćı komutátoru.

2. Necht’ X ∈ gl(n,C) má n r̊uzných vlastńıch č́ısel a1, . . . , an. Určete vlastńı č́ısla zobrazeńı ad(X) ∈
End(gl(n,C)).

3. V G = SL(2,C) jsou definovány podgrupy

N :=

{
g ∈ G

∣∣∣ g =

(
1 z
0 1

)
, z ∈ C

}
N :=

{
g ∈ G

∣∣∣ g =

(
1 0
z 1

)
, z ∈ C

}
Dokažte, že G je generována jejich sjednoceńım N ∪ N̄ .

4. Ukažte, že

G =

{(
a z
0 a−1

) ∣∣∣ a > 0, z ∈ C
}

je uzavřená Lieova grupa a najděte jej́ı lineárńı Lieovu algebru.

5. Zjistěte, jak vypadá obecný prvek grupy SU(2) a ukažte, že je tato grupa izomorfńı grupě jednotkových
kvaternion̊u.

6. Ukažte, že
Sp(n,C) := {g ∈ SL(2n,C)| gTJn,ng = Jn,n},

kde Jn,n je 2n× 2n antisymetrická matice s blokovým zápisem(
0 1
−1 0

)
,

je uzavřená Lieova grupa a najděte podmı́nky, které muśı splňovat prvky jej́ı lineárńı Lieovy algebry.

7. Ukažte, že Lieovy algebry so(3) a su(2) jsou izomorfńı.

8. Necht’ a je ideál v Lieově algebře g. Ukažte, že g je řešitelná, právě když a je řešitelný a g/a je řešitelná.

9. Necht’ g je Lieova algebra a a, b jsou dva ideály v ńı takové, že g = a+ b. Ukažte, že pod́ılové algebry g/a
a b/a ∩ b jsou izomorfńı. Dokažte odtud s pomoćı tvrzeńı z předchoźıho úkolu, že konečně dimenzionálńı
Lieova algebra obsahuje maximálńı řešitelný ideál.

10. Označme Vn prostor všech homogenńıch komplexńıch polynomů dvou proměnných z1 a z2 celkového stupně
n. Definujme zi∂j ≡ zi ∂

∂zj
, i, j ∈ {1, 2} čtyři endomorfismy Vn. Ukažte, že zobrazeńı ρ : gl(2,C)→ End(Vn)

dané na bázi jako ρ(Eij) = zi∂j , je homomorfismus Lieových algeber. Definujte pomoćı něj reprezentaci
sl(2,C na Vn a ukažte, že je ireducibilńı, tj. že neexistuje žádný vlastńı podprostor W ⊂ Vn, pro nějž by
ρ(W ) ⊂W .
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11. Dokažte větu o Jordanově rozkladu: Necht’X je endomorfismus komplexńıho vektorového prostoru konečné
dimenze. Pak existuje jednoznačný rozklad X = Xs + Xn, kde Xs je diagonalizovatelný, Xn nilpotentńı
a XsXn = XnXs. Nav́ıc existuje polynom bez konstatńıho členu, pro nějž p(X) = Xs. (lze naj́ıt v
Humphreysovi).

12. Popǐste grupu všech 3× 3 reálných matic, které zachovávaj́ı afinńı rovinu A2(R) := {(1, x, y)T |x, y ∈ R} a
vzdálenost libovolné dvojice bod̊u v ńı. Ověřte, že je to uzavřená Lieova grupa, popǐste jej́ı Lieovu algebru
a najděte v ńı maximálńı řešitelný ideál b a Lieovu podalgebru a takovou, že g = a ⊕ b jakožto součet
vektorových prostor̊u. Plat́ı [a, b] = 0?

13. Dokažte, že v úloze 6 ve skutečnosti nebylo nutné požadovat, aby g ∈ SL(2n,C), protože každá matice z
Sp(n,C) (i z Sp(n,R)) má determinant 1. Dokažte, že

U(n) ' O(2n) ∩ Sp(2n,R)

Využijte identifikaci Cn a Rn zobrazeńım x + iy 7→ (x, y). Popǐste odpov́ıdaj́ıćı isomorfismus Lieových
algeber.

14. Dokažte, že nilpotentńı Lieova algebra má triviálńı Killingovu formu.

15. Ukažte, že pokud g je polojednoduchá Lieova algebra, pak pro každou derivaci D algebry g existuje X ∈ g
takové, že D = adX. Návod: zkoumejte lineárńı formu Y 7→ Tr(D adY ) na g.

16. Dokažte, že pro Killingovu formu Lieovy algebry gl(n,C) plat́ı

B(X,Y ) = 2nTr(XY )− 2 Tr(X) Tr(Y )

Odvod’te analogický vzorec pro Killingovu formu sl(n,C). Dokažte pomoćı něj, že sl(n,C) je polojedno-
duchá Lieova algebra.

17. Označme h3 Heisenbergovu Lieovu algebru všech striktně horńıch trojúhelńıkových komplexńıch matic
3× 3. Necht’ V je komplexńı vektorový prostor všech funkćı z R do C tvaru e−s
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P (s), kde P je polynom.
Ukažte, že zobrazeńı, které matici E12 ∈ h3 přǐrazuje−i dds ∈ End(V ) a matici E23 přǐrazuje−is ∈ End(V ),
definuje ireducibilńı reprezentaci h3 na V .

18. Najděte izomorfismus Lieových algeber sl(2,C)⊕ sl(2,C) a so(4,C).

19. Lieova algebra g se nazývá reduktivńı, pokud jej́ı radikál se rovná jej́ımu centru. Dokažte, že pak je

(a) [g, g] polojednoduchá.

(b) ad g polojednoduchá.

(c) g je direktńı součet polojednoduché a abelovské Lieovy algebry.

20. Necht’ H je prvek Lieovy algebry g a gα ⊂ g je vlastńı podprostor endomorfismu ad(H) vzhledem k
vlastńımu č́ıslu α. Dokažte, že [gα, gβ ] ⊂ gα+β .

21. Proved’te kořenový rozklad Lieovy algebry sp(2n,C). Za Cartanovu podalgebru zvolte algebru všech di-
agonálńıch matic. Popǐste Lieovu algebru so(2n,C), definovanou ovšem tentokrát jako Lieovu algebru
zachovávaj́ıćı bilineárńı formu, jej́ıž matice je v blokovém zápisu(

0 1
1 0

)
.

Tato volba umožňuje zvolit za Cartanovu podalgebru opět algebru všech diagonálńıch matic.

22. Necht’ V , W jsou konečnědimenzionálńı reprezentace abelovské Lieovy algebry h složené z diagonalizova-
telných element̊u. Označme ΛV , ΛW množiny všech vah těchto reprezentaćı. Určete, jak vypadá množina
všech vah reprezentaćı V ∗, V ⊗W , Hom(V,W ), Λ2V , Sym2 V (podprostor V ⊗ V generovaný elementy
tvaru v ⊗ w + w ⊗ v), př́ıpadně ΛkV , Symk V , pro k ∈ N.

23. Pro Lieovy algebry sl(n+1,C), sp(2n,C) a standardńı volbu jednoduchých kořen̊u α1, . . . , αn najděte tzv.
fundamentálńı váhy, tj. prvky ω1, . . . , ωn ∈ h∗ splňuj́ıćı ωi(Hαj

) = δij . Porovnejte celoč́ıselnou mř́ıž ΛW
generovanou fundamentálńımi vahami a mř́ıž ΛR generovanou jednoduchými kořeny, ilustrujte pro n = 2.
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24. Pro Lieovy algebry so(2n + 1,C), so(2n,C) a standardńı volbu jednoduchých kořen̊u α1, . . . , αn najděte
tzv. fundamentálńı váhy, tj. prvky ω1, . . . , ωn ∈ h∗ splňuj́ıćı ωi(Hαj

) = δij . Porovnejte celoč́ıselnou mř́ıž
ΛW generovanou fundamentálńımi vahami a mř́ıž ΛR generovanou jednoduchými kořeny, ilustrujte pro
n = 2.

25. Uvažujte v R4 standardńı ortonormálńı bázi {e1, e2, e3, e4} a množinu pozitivńıch kořen̊u

∆+ := {ei}41 ∪ {ei − ej}i<j ∪ {ei + ej}i<j ∪ {
1

2
(e1 ± e2 ± e3 ± e4)}

Ukažte, že ∆+ ∪ (−∆+) je abstraktńı kořenový systém, najděte v něm množinu jednoduchých kořen̊u a
přǐrad’te Dynkin̊uv diagram.

26. Proved’te klasifikaci ireducibilńıch redukovaných abstraktńıch kořenových systémů (např. dle Fulton-
Harris, strany 320-330, nebo Knapp 170-180).
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