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Uvod

Do tuvodu se obvykle pisi ruznd moudrd ponauceni, vyznani a podékovani.
Jisté je sem casem napiSu, ale zatim dam prednost spiSe praktickym infor-
macim.

Cviceni

Za kazdou kapitolou najdete nékolik cviceni. Abych vam usnadnil orien-
taci, roztfidil jsem je do nékolika kategorii: (4),(3),(2),(1), podle obtiznosti
obtiznost 4 jsou zcela elementarni ulohy, obtiznost 3 by mél zvladnout aspi-
rant na trojku, atd. Pro cviceni s obtiznosti vyssi nez by odpovidala prvni
kategorii zavddim oznaceni (HC) (znamend to ,hors catégorie®, kdo nevi,
odkud to pochdzi, jisté snadno vygoogli). Ulohy jsou zatim ve spise naho-
dilém poradi, vysledky jsou uvedeny jen u nékterych.






Kapitola 1

Soustavy linearnich rovnic

Linearni rovnici s nezndmymi x, xs, . . ., T, rozumime rovnici

a1T1 + asxs + ... + a,x, = b, zZkracené Z a;xj =,
j=1
kde koeficienty a;, j € {1,2,...,n} a prava strana b jsou zadand realna

nebo komplexni ¢isla a feSeni hledame také v R, respektive v C. Pokud je
rovnic vice, feknéme m, mluvime o soustavé linearnich rovnic

n

Zaijxj = bz,l S {1,2,...,m}
j=1
Kazda n-tice ¢isel (zq,. .., x,), kterd splituje vSech m rovnic, je FeSenim
soustavy rovnic. Nasim tukolem je najit a popsat vSechna feSeni.
Zapisme si nyni dulezita data tlohy do nasledujici prehledné tabulky:

ay a2 a3 ... Qi | by
a1 Goa Qg3 ... Qg | bo
Am1 Qm2 Am3 ... Amn bm

Kazdy tadek zde odpovida jedné rovnici, vlastné jsme jen vynechali sym-
boly, které se ve vsech rovnicich opakuji: znaménka +, = a neznamé z;. Tato
tabulka se nazyva rozsifenou matici soustavy, jeji ¢ast nalevo od svislé
cary je matice soustavy a ¢ast napravo prava strana.
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Nase strategie bude nyni jednoducha. Nejprve ukdzeme, ze urcité tpravy
rozsitené matice soustavy zachovavaji mnozinu vSech feseni. Poté se nauc¢ime
vyTesit soustavy, jejichz rozsitend matice ma urcity specialni tvar. Nakonec
popiseme algoritmus, jak upravami prevést rozsifenou matici soustavy na
tento specialni tvar.

Definice 1. Rekneme, ze matice A’ vznikne z matice A elementérni dpravou,
pokud A’ vznikla z A bud

1. vynéasobenim nékterého radku nenulovym ¢islem, nebo

2. tak, ze k néjakému radku A byl pric¢ten libovolny nasobek jiného radku
A, nebo

3. zménou poradi radku, nebo
4. doplnénim nebo vynechanim fadku obsahujictho pouze nuly.

Je hned vidét, ze pokud A’ vznikne z A elementarni upravou, pak také
A vznikne z A’ elementarni upravou, jedna se tedy o symetrickou relaci. Je
to také relace reflexivni, protoze A vznikne z A elementarni tpravou. Je to
relace ekvivalence? A je ekvivalenci relace ”vzniknout koneénou posloupnosti
elementarnich uprav”’? Vsimnéte si také, ze pokud bychom v prvnim typu
upravy vynechali slovo "nenulovym”nebo ve druhém typu slovo ”jiného”,
relace by uz symetrickd nebyla - najdéte vhodny priklad!

Lemma 1. Pokud rozsirend matice (A'|l)) vznikne z rozsirené matice (A|b)
elementdrni upravou, pak maji prislusné soustavy rovnic stejnou mnozinu
resent.

Diikaz. Potfebujeme oveérit, ze kazdé feseni soustavy s rozsifenou matici (A|b)
je zéroven Fesenim soustavy s rozsifenou matici (A’|V/), a naopak, ze kazdé
feSeni soustavy (A’|b') je Fesenim soustavy (Alb). Ve skutecnosti nam ale
staci jen jeden smér, protoze ”vzniknout elementarni dpravou”je symetricka
relace. Predpokldadejme tedy, ze n-tice (x1, s, ..., x,) vyhovuje rovnicim

n
E CLijQIj = bl
=1

pro vSechna i € {1,2,...,m}.



Pokud A’ vznikne z A vynésobenim k-tého radku cislem r # 0, vidime,
Ze rovnice
n
E rag;x; = rby
=1

je také splnéna a ostatni rovnice se nezménily, tedy

n

E : / g

j=1

pro vSechna i € {1,2,...,m}.
Podobné pokud A’ vznikne pri¢tenim s-nasobku [-tého fadku do k-tého
radku, pak k-t rovnice soustavy (A’|b)

n

n n n
’ . . o g
E ;T = E (agj + saj)x; = E A Tj + s E ajjr; = by, + sby = bj,
Jj=1

7=1 7=1 7j=1

je splnéna a ostatni rovnice zustaly opét beze zmén.

Zména poradi rovnic samoziejmé mnozinu feSeni neméni a nulové radky
odpovidaji rovnicim splnénym pro libovolnou n-tici (21, xe, . . ., T, ), které tim
padem muzeme priddavat i ubirat bez omezeni. ]

Podivejme se nyni na konkrétni soustavu rovnic (nad R) s rozsifenou

matici
-3 0 —6]11

1 11

026 —2 —1 —4] 0

000 0 1 —=2| 4
Posledni fadek matice vyjadiuje rovnici x5 — 2x4 = 4. Jeji feseni je jedno-
duché: k libovolné zvolené hodnoté neznamé x¢ lze dopocitat hodnotu x5 (a
naopak). Pokud tedy zvolime z5 volnou neznidmou, ma posledni rovnice
feseni x5 = 4 + 2z4, 16 € R (a samoziejmé z; az x4 mohou byt libovolné).
Dosad'me toto feseni do piedchozi rovnice 2y + 6x5 — 224 — 25 — 426 = 0,
po upravée ziskame

To =2 — 3x3+ x4 + 3T6

Vidime, ze muzeme pridat k volnym neznamym z3 a x4, dopocitat xs a ziskat
tak vSechna feSeni tieti rovnice, kterd jsou zaroven fesenim rovnice druhé.
Nakonec dosadime do rovnice prvni a zjistime, ze

1 =94 223 + 224 + 3x¢
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Zadna dalsi moznost volby se neobjevila, hodnoty volnych neznamych x3, x4
a x¢ urcuji i hodnotu nezndmé z;. Mnozina feSeni této soustavy tii rovnic
tedy je

{(9 + 21’3 + 2?[74 + 3[[’6, 2 — 3[E3 + Ty + 31’6, T3, T4, 4 + 21’6, $6)|ZL‘3, T4, Tg & R}

Resen{ této soustavy jsme nalezli tak snadno proto, ze ne vSechny rovnice
obsahovaly vSechny neznamé. Nulové koeficienty v levé spodni ¢asti matice
umoznuji postupné dosazovat feSeni odspodu matice. Pro matice tohoto typu
si zavedeme dva nové pojmy:

Definice 2. Rekneme, ze matice je v odstupnovaném tvaru, pokud prvni
nenulovy koeficient zleva v kazdém tadku mé vyssi sloupcovy index (je vice
vpravo) nez prvni nenulovy koeficient v predchozim fadku. Tento prvni ne-
nulovy koeficient kazdého tadku matice v odstupnovaném tvaru se nazyva
pivot a sloupec, v némz se nachdzi, pivotni sloupec. Rekneme, Ze matice
je v redukovaném odstupnovaném tvaru, pokud navic je prvni nenulovy
koeficient v kazdém tadku roven jedné a zaroven je tento koeficient jedinym
nenulovym koeficientem ve svém sloupci.

Vidime, ze matice z naseho prikladu je v odstupnovaném tvaru, neni ale v
redukovaném odstupnovaném tvaru. Lze ovSem provést elementarni ipravy,
jimiz z ni matice v redukovaném odstupnovaném tvaru vznikne:

111 -3 0 —6]|11 111 -30 —-6|11

026 -2 -1 -4 0]~102©6 =20 —6| 4 |~

000 0 1 =2] 4 000 01 =2| 4
111 -30 —6|11 10 -2 -2 0 =3|9
013 —-10 -3 ~1 01 3 -1 0 —3|2
000 01 —-2| 4 00 0 01 =24

Nejprve jsme pricetli treti fadek do druhého, pak nésobili druhy radek ¢islem
% a nakonec pricetli (—1)-ndsobek druhého tddku k prvnimu. Je zfejmé,
ze stejné muzeme postupovat v obecném piipadé: prenasobit kazdy radek
takovym ¢islem, aby prvni nenulovy koeficient byl roven jedné, a pricitat
vhodné nésobky kazdého tadku k predchozim fadkum, aby ve sloupci prvniho
nenulového koeficientu vznikaly nuly i nad nim (pod nim uz jsou).

Vyftesit soustavu v redukovaném odstupnovaném tvaru je jesté jednodussi:

kazda rovnice zavisi vedle volnych neznamych uz jen na jedné dalsi neznamé,



kterou tedy muzeme z rovnice vyjadrit ve volnych neznamych. Byva zvykem
psat feSeni pomoci parametru odpovidajicich volnym nezndmym, v nasem
pripadé napiiklad

Tg =1
rs =4+ 2t
Ty =S
T3 =T

To=2—-3r+s+ 3t
1 =94+ 2r +2s+ 3t
Vr,s,t e R

Casem piejdeme k elegantnéjsimu zépisu pomoci tzv. baze prostoru fesen.
Resen{ je samoziejmé totozné s tim, které jsme obdrzeli pro matici v nere-
dukovaném tvaru, protoze elementarni ipravy mnozinu feSeni zachovavaji.

Zbyva nam uz jen se presvédcit, ze kazdou matici lze posloupnosti ele-
mentarnich uprav prevést na odstupnovany tvar. Algoritmus, kterym toho
dosdhneme, se nazyva Gaussova eliminace a brzy uvidime, Ze je v linearni
algebte prakticky vsudypfitomny. Muzeme jej shrnout do nasledujici po-
sloupnosti krokt:

1. Najdéme néjaky tadek, jehoz prvni nenulovy koeficient nema vétsi
sloupcovy index nez prvni nenulovy koeficient v néjakém jiném radku.
Oznacme si zde tento sloupcovy index k. Pokud takovy radek neexis-
tuje, pak musi byt vSechny koeficienty nulové a takova matice je v
odstupnovaném tvaru.

2. Zménme poradi fadku posunutim fadku nalezeného v predchozim bodé
na prvni pozici. Pokud oznacime vzniklou matici A, pak ay, # 0 a
zédrovenn a;; = 0 pro libovolné ¢ a pro vSechna j < k. Zvolené ay
se stane pivotem v budoucim odstupniovaném tvaru, proto se tomuto
kroku iika pivotace.

3. Proi = {2,...,m} prictéme do i-tého Fadku (—%’Z)—nésobek prvntho
radku. Po této posloupnosti elementarnich tprav vznikne matice, ktera
ma na pozicich zminénych v predchozim bodé stéle nuly a navic jsou

nulové i vSechny koeficienty v k-tém sloupci kromé pivotu.
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4. Aplikujme cely algoritmus na podmatici vzniklou vynechdnim prvniho
radku.

Je ztejmé, ze timto rekurzivnim postupem pievedeme libovolnou matici
na matici v odstupnovaném tvaru. Na nékolika mistech algoritmu méame
urcitou libovuli, na niz muze zaviset i vysledny odstupnovany a redukovany
odstupnovany tvar. I mnozina feSeni proto muze byt popsana vice zpusoby,
u nichz neni na prvni pohled ziejmé, ze jsou ekvivalentni.

Priklad. Pro ilustraci zkusme vyftesit soustavu rovnic

3x9 — 6x3 + 624 + 4rs = —H
31’1 — 7$2 + 81’3 — 5I4 + 8.7)5 =9
3x1 — 929 + 1225 — 94 + 625 = 15

Zapiseme rozsifenou matici spoustavy a provedeme pivotaci:

0 3 -6 6 4|5 3 =9 12 -9 6| 15
3 =7 8 =58 9| ~|3 -7 8 =5 8| 9
3 -9 12 -9 6| 15 0 3 -6 6 4|-5

Pod pivotem prvniho fddku chceme ziskat nuly, proto pricteme (—1)-ndsobek
prvniho fadku ke druhému. Poté aplikujeme cely algoritmus na druhy a tieti
radek:

3 -9 12 -9 6| 15 3 -9 12 -9 6| 15
0 2 -4 4 2|6 ]|~(0 2 —4 4 2|6
0 3 -6 6 4|5 0O 0 0 01| 4

Pricitali jsme (—§) nasobek druhého tadku ke tfetimu. Matice je nyni v

odstupnovaném tvaru a lze ji dale prevést na redukovany odstupnovany tvar:
3 -9 12 -9 0| -9 30 —6 9 0]-72
0O 2 -4 40/ -4 |~101 =220 —7
0O 0 0 01 4 00 001
10 —=2 3 0]—-24
01 -2 20| -7
00 001

4
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Prvni matice vznikla pfi¢tenim (—2)-nasobku tfetiho fddku ke druhému a
(—6)-nasobku trettho fadku k prvnimu. Dalsi ~ shrnuje opét dvé tpravy
- nasobeni druhého radku cislem % a poté pricteni devitinasobku nového
druhého tadku k prvnimu. Nakonec jen ndsobime prvni fadek jednou tretinou

a jsme hotovi. Resen{ pak m4 tvar
{(—24 +2s — 3t, =7+ 2s — 2t,s,t,4)|s,t € R}

7 odstupnovaného tvaru muzeme ihned usoudit na pocet feSeni, které
soustava rovnic ma:

Véta 1. Necht (A|b) je rozs§iend matice soustavy a rozsirend matice (A'|V)
v odstupnovaném tvaru z ni vznikne konecnou posloupnosti elementdrnich
uprav. Pak soustava s rozsirenou matici (A|b) md Teseni prdvé tehdy, kdyz
sloupec b neni pivotni. Pokud soustava s rozsirenou matici (A|b) md reSent,
pak je toto TeSent pravé jedno, prdvé kdyz viechny sloupce matice soustavy A’
jsou pivotni. V opacném pripadeé existuje nekonecné mnoho reseni soustavy.

Diikaz. Pokud je sloupec b pivotni, pak v matici (A’|0') existuje fadek tvaru
(00...0[b,), kde b, # 0. Takovy fédek ale odpovidd rovnici, kterou nelze
splnit pro zadnou n-tici (z1, ..., z,). Pokud naopak sloupec &' pivotni neni,
pak vsechny fadky v (A'|b) (a stejné tak i v jejim redukovaném tvaru ) maji
svuj pivot v matici soustavy A’. Pokud v A’ zbyvaji jesté sloupce, které ne-
obsahuji pivot, pak lze ptislusné neznamé polozit za parametry a neznamé
odpovidajici pivotnim sloupcum dopocitat, feseni je pak nekoneéné mnoho.
Pokud zadné takové sloupce nezbyvaji, vyjadiuje kazdy radek v redukovaném
odstupnovaném tvaru primo hodnotu nékteré nezndamé a reseni je tedy jed-
noznacné. O]

Priklad. Soustava rovnic s rozsifenou matici

1 2 3] 6 12 3 6 1 2 3|6
-2 1 -1(-2|~10 5 5| 10 | ~1 01 1]2
3 =2 1| 3 0 -8 —-8|—-15 00 0]1

nemd zadné feseni, protoze sloupec pravych stran posledni matice je pivotni.
Soustava

1 2/0 1 2]0 1 2]0
35(1|~10-1[1]~[0-1|1 ~<(1)$_f>
2 3|1 0 —1|1 0 00

mé jediné feseni (1, x2) = (2, —1).
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Cviceni

1. (4) Najdéte vSechna redlna teseni soustavy rovnic

—r1 + Xy + X3 = —2
3I1 — 3.7}2 + 21’3 = 16
61’1 - 5[)’22 + 2[[‘3 = 27
2. (4) Najdéte vsechna redlnd feseni soustavy rovnic
21‘1 + 2%’3 = 2
—Xr1T — X9 = -1
2$1 — T2 + 31’3 = 1
3. (4) Najdéte vSechna redlnd feseni soustavy rovnic
r1 + 39y — x3 = D
7.2131 + X2 + 3.%3 = 10
B — X2 + T3 = 0
4. (4) Najdéte vsechna redlnd feseni soustavy rovnic
I — ) + T3 = 3
201 — 29 — x3 + 3x4 = 3
3xv17 — 3x9 — 223 + bry = 4
5. (4) Najdéte vsechna realnd feseni soustavy rovnic
201 — Ty + x3 + x4 = 1
3[)31 — 21’2 — T3 =0
r1 + x + 23 + x4 = 3
2.931 — X2 — I3 =0
6. (4) Najdéte vsechna realnd feseni soustavy rovnic
Ty — 4dry + 213 = 1
2[E1 — 31‘2 - x3 -+ 51‘4 = -7
3271 — 7ZL‘2 +  x3 — 5ZL’4 = —6

To — X3 — x4 = —1
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7. (3) Najdéte vsechna komplexni feseni soustavy rovnic

ixl + X9 = —1
3371 + 3[L’2 — X3 = 0
2£L'1 — ) — 2[L‘3 = —4 + 31

8. (3) Najdéte vsechna komplexni feseni soustavy rovnic

(I1—d)azy + (1+3i)ze + (—1lzg = 0

9. (2) Najdéte vsechna redlna feseni soustavy rovnic v zavislosti na a € R

ar1 + a2 4+ x3 = 1
Ty + axre + X3 = a
T, + my + ars = a®

10. (2) Najdéte vSechna redlnd feseni soustavy rovnic v zavislosti na a,b €

R
ary =+ b[L’Q + (CL2 + bQ)ZL'g = b
bry, + axy + (a2+b0)z3 = —a
r1 + ®m 4+ (a+bzzs = 0

11. (2) Najdéte vsechna redlna feseni soustavy rovnic v zavislosti na a € R

1 + a9 + avrs — x4 = a?
r1 + ary + X3 + ary = a
Ty + SIQ + x3 —+ 3154 = 1
r1 + X2 + 3 + x4 = 6

ResSeni:

1. (3,-1,2), 2. nemd fefeni, 3. (3 — 3¢, 2+ 3t,t),t € R, 4. (2+s—t,5,1+

t,t),s,t € R, 5 (1,1,1,—1), 6. nemd feseni, 7. (1 + 7,—i,3), 8. (1 +
. i _qaa: TSR 1)?
%t,t, %—l— 1;3215),15 € C,9.proa & {1, -2} jediné reseni (—Z—i;, ﬁ, (aafrz) ),
pro a = 1 nekone¢né mnoho feseni tvaru (1 —a—b,b,a),a,b € R, pro a = —2
nemad feseni, 10. pro a = b = 0 nekonecné mnoho feseni tvaru (—s, s,t), s, t €
R, pro a = b # 0 nem4 feSent, jinak jediné fesenf (— 2,0, 71-), 11. m4 FeSent

17

=, vsechna Teseni maji tvar (%, —g — ,—ﬁ,t),t eR

pouze pro a =
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Kapitola 2

Matice

V minulé prednasce jsme soustavé linearnich rovnic prifadili tabulku ¢isel,
nazyvanou matice, piipadné rozsitena matice soustavy, pomoci niz bylo mozné
prehledné formulovat postup vedouci k vyteseni soustavy. Matice jsou ale
objekty zasluhujici pozornost samy o sobé, Ize na nich definovat algebraické
operace s velmi zajimavymi a uzitecnymi vlastnostmi.

Ozna¢me F &iselnou mnozinu, se kterou budeme pracovat, F bude bud
R nebo C. Necht m,n jsou pfirozens &isla, pak matici typu m x n nad F
nazveme tabulku ¢isel

aip; Qa2 @iz ... Qip
(21 Q22 A23 ... Q2pn

)
Am1 Am2 Am3 ... Qpp

kde a;; € F, Vi € {1,...,m}, Vj € {1,...,n}. Mnozinu vsech takovych
matic oznacime M,,, (F). Jednotlivé a;; nazveme elementy matice, matici
jako celek oznacime pismenem A. Elementy, jejichz fadkovy a sloupcovy in-
dex se rovnaji, oznacujeme dohromady za diagonalu matice. Pokud m = n,
mame co do ¢inéni se ¢tvercovou matici - diagonala je pak skutecné sou-
hrn elementu lezicich na diagonale ¢tvercové tabulky. Nulova matice je
takova, jejiz vsechny elementy jsou rovny nule, oznacime ji 0. Sou¢tem ma-
tic A, B € M,,,(F) nazveme matici, jejiz element na pozici ij je roven a;;+0b;;
pro vSechny indexy ¢ a 7. Operace s¢itani matic spliiuje mimojiné nasledujici
vlastnosti:

1. VA, B,C € M;,,(F), A+ (B+C) = (A+ B) + C (asociativita)

15
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2. VA€ My (F), A+0=0+ A= A (0 je neutralni prvek)

3. VA € My (F) 3(—A) € My (F), A+ (—A) = 0 (existence opa¢ného
prvku)

4. YA, B € M, (F), A+ B = B+ A (komutativita)

Opacénym prvkem (—A) k matici A je samozfejmé matice, jejiz elementy
maji tvar —a,;;. Mnozina s operaci spliujici tato ctyfi pravidla se nazyva
komutativni grupa, o trochu vice se o grupach zminime v piisti prednasce.

Matici A € M,,,(F) muzeme také vynasobit libovolnym cislem r € F,
vyslednd matice rA ma elementy ra;;. Mnohem zajimavéjsi operaci je ale
nasobeni matic mezi sebou:

Definice 3. Necht m,n,p € N, A € M,,,(F), B € M,,(F). Pak definujme
soucin AB € M,,,(F) téchto matic jako matici, jejiz element na pozici ij je

roven
p
g @by
=1

pro vSechna i € {1,...,m} aje{l,...,n}.

Se sou¢inem matic jsme se ve skutecnosti uz setkali. Ozna¢me A € M,,,(F)
matici soustavy m linearnich rovnic o n nezndmych, déle x matici typu n x 1
slozenou z neznamych a b matici typu m x 1 slozenou z pravych stran:

X1 by

X2 by
) .

Ty b,

Pak soué¢in matic Az je podle definice

n

a1 Gz Az ... Qip 1 Zj:la’ljxj
n

G21 Qg2 Q23 ... Q2p T2 Zj:laijj
n

Am1 Gm2 Gm3 ... Omp Tn Zj:lamjxj

a soustava linedarnich rovnic s rozsitenou matici (A|b) tedy vlastné odpovidd
hledani matice x, pro niz je splnéna rovnost matic Ax = b. Timto zpusobem
budeme skute¢né v budoucnu soustavy rovnic obvykle zapisovat.
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Geometricky vyznam maticového nasobeni je dobte vidét z nasledujiciho
piikladu. Uvazujme bod o soufadnicich (z,y) v roviné a transformaci, ktera
jej pootoci o thel a okolo pocatku proti sméru hodinovych rucicek do nové
polohy (z/, ). Pokud oznac¢ime r vzdélenost (puvodniho i pootoc¢eného) bodu
od pocatku a ¢ 1hel, ktery svird spojnice (x,y) a poc¢atku s osou z, muzeme
vypocitat novou polohu pomoci staré:

x' = rcos(a+ ¢) =rcosacosd —rsinasing = xcosa — ysina

y = rsin(a+ ¢) =rsinacos ¢ + rcosasing = rsina + y cos «

Vidime, 7ze 2’ a ¢’ zavisi na x a y linedrné a tuto zavislost lze prepsat pomoci
nasobeni matic:

2\ [ cosa —sina r\ [ xcosa—ysina
y )\ sina cosa y |\ xsina+ycosa
Ozna¢me matici 2 x 2 symbolem R(«), zjevné néjak reprezentuje transfor-

maci samotnou v zavislosti na a. Pootoceni bodu (z',y’) o tihel 5 bude pak
realizovano nasobenim matici R(/5):

x// I/
=R
(o) =re ()
~ ( (rcosa—ysina)cosf — (zsina + ycos ) sin 5
-\ (zcosa —ysina)sinf + (zsina + y cos a) cos

[ z(cosacos B —sinasin f) — y(sin o cos § + cos asin )
~ \ z(cosasin B+ sinacos ) — y(sin asin  — cos « cos )

Po tpravé snadno ovérime, ze prava strana je totozna s aplikaci sou¢inu matic
R(a) a R(f)

cos3 —sinpf cosa —sina |

sinf8  cosf sina cosa )
cos fcosa —sin fsina — cos B sina — sin § cos «
sin fcosa + cos fsina — sin Bsin a + cos 3 cos «

na bod (z,y).

Tedy soucin matic odpovida skladani odpovidajicich transformaci. Apli-
kaci souctovych vzorcu zjistujeme, ze R(B)R(a) = R(B + «a), coz odpovid4
prostému faktu, ze rotace o a nasledovana rotaci o 5 je vlastné rotace o soucet
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téchto uhli. V kapitole o linedrnich zobrazenich si skutec¢né ukézeme, ze na
prvni pohled neintuitivni zavedeni maticového nasobeni se stane naprosto
prirozenym, jakmile zacneme chapat matice jako reprezentanty linearnich
zobrazeni.

Néasobeni matic se nékdy oznacuje i jako nasobeni Ffadek-sloupec, coz
odpovida tomu, ze 7j-ty element soucinu ziskame z i-tého radku prvni matice
a j-tého sloupce druhé matice jako soucet soucinu odpovidajicich si prvku.
Nelze tedy vynasobit jakékoli dvé matice, musi se rovnat pocet sloupcu prvni
matice a pocet radku druhé. Soucin ,zdédi“ po prvni matici pocet radku a
po druhé pocet sloupcu. Z toho plyne, ze

1. pokud je souc¢in AB definovan, pak soucin BA definovan byt nemusi,
2. pokud je BA definovan také, nemusi byt stejného typu jako AB,

3. a ani pokud je definovan a stejného typu, nemusi se BA rovnat AB.

Najdéte priklady ilustrujici vSsechny tfi situace! Nasobeni matic tedy neni
obecné komutativni.

Lemma 2. Necht m,n,p,q € N, A € M,,,(F), B,D € M,,(F), C,F €
M,,(F). Pak plati

1. A(BC) = (AB)C (asociativita)
2. Vk € N 3Ey, € My(F) takovd, ze E,,A = A a AE, = A (jednotkovd

matice)
3. B(C+ F)=BC+ BF, (B+ D)C = BC + DC (distributivita)
Diikaz. 1. ij-ty element na levé strané je roven

n p n p
E Qi E bklclj = E E aikbklclj
k=1 =1

k=1 1=1
a na stejny vyraz se da upravit i prava strana.

2. Jednotkova matice stupné n je ¢tvercova matice majici na diagondle
jednicky a mimo diagondalu nuly:

100 0
010 0
g, =001 0
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Splnéni rovnosti se pak snadno ovéri. Pokud nebude hrozit nedoro-
zuméni, index v oznaceni jednotkové matice vynechame a budeme ji
znacit prosté FE.

3. Ovérte sami.
O

Priklad. Pokud A je ¢tvercova matice, muzeme ji nasobit samu se sebou a
tedy definovat mocninu A™ pro n € N. Analogicky jako u ¢isel je pfirozené
dodefinovat A° = E. Zkusme si pro zajimavost spoéitat mocniny matice

11
(o)
Uz z nékolika prvnich mocnin vidime systém:
s (11 11\ (12
A" = ( 0 1 ) ( 01/) \01
3 (1 2 11\ (13
A= ( 0 1 01/) \01

Nabizejici se hypotézu

n_ (1 n
A —(0 1),VTL€N0

dokazeme matematickou indukci.
1. Ovérime, ze dokazované tvrzeni plati pro n = 0.

2. Pro vSechna n € Ny ukazeme, ze pokud tvrzeni plati pro n, pak plati i
pro n + 1.

Prvni bod plyne ihned z A° = E. Druhy bod ovéifme vypoctem:

n_ (1 n nil  ana [ 1 m 11y (1 n+1
A‘(01):>A _AA_(01)(0 1)‘(0 1>

Tim je tvrzeni dokazano.
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Elementarni upravy, které se pouzivaji pii feSeni soustavy rovnic, je mozné
chapat jako vysledek ndsobeni matic. Pokud A € M,,,,(F) je libovolnd matice
a Uy, € Mpm(F) je matice, lisici se od jednotkové matice jen elementem na
pozici kk, ktery méa hodnotu r, pak matice Uy, A vznikne z A vynasobenim
k-tého fadku ¢islem r. Podobné matice Vi s € M,y (IF) se lisf od jednotkové
matice jen elementem na pozici kl, ktery je roven s € F, a Vj; ;A vznikne z
A prictenim s-nasobku [-tého fadku do k-tého. Zkuste si sami rozmyslet, jak
vypada matice realizujici vyménu ¢-tého a j-tého radku.

Dalsi styény bod mezi nasobenim matic se soustavami linearnich rovnic
nabizi maticovd rovnice typu AX = B, kde A € M,,,,,(F), B € M,,,(F) jsou
pevné matice a X € M,,(IF) je nezndma matice. V sou¢inu matic AX zavis
J-ty sloupec pouze na j-tém sloupci matice X. Proto jsou nezndmé elementy

T1j, T2, - - -, Tnj tohoto sloupce fesenim soustavy rovnic s rozsifenou matict
@11 a2 @13 Q1n bl]
Q21 Q22 A23 Q2n, b2]
Am1 Am2 Am3 ... Qmp bmj

Upravy, které budeme pii feSeni této soustavy rovnic provadét, abychom ji
dostali do odstupnovaného tvaru, nezavisi na pravé strané, pouze na matici
A. Muzeme tak stejné dobfe psat za svislou ¢aru vsechny pravé strany, pro
které nas feseni zajimé, tedy celou matici B. Existenci feSeni a jejich pocet
pak odec¢teme po tdpravé matice (A|B) na odstupniovany tvar. Je zfejmé,
ze ve vysledné matici X budou vSechny sloupce zaviset na stejném poctu
parametru, rovném poctu nepivotnich sloupcu v odstupnovaném tvaru matice
A.

Zvlastni pozornost zaslouzi situace, kdy A je ctvercova matice a po uprave
na odstupnovany tvar jsou vSechny sloupce pivotni. Pak upravend rozsitena
matice vypadd jako (E|B’), kde B’ je néjakd matice. Pfitom elementdrnim
upravam, kterymi jsme k tomuto tvaru dospéli, odpovidaji matice tprav,
oznacme je poporade Uy, Us, ..., U,. Takze po prvni dpravé mame pied svis-
lou ¢arou U; A, po druhé dprave U,U, A, az nakonec UU,_,...U1A = E.
Matice B’ je potom rovna U,U,_; ... Uy B. Souéin U,U,_; ... U; matic tprav
ozna¢me A~!, protoze vztah A~ A = E je analogii vztahu a~'a = 1 pro &isla.

Definice 4. Necht A € M,,(F). Pokud existuje matice A™' € M, (F)
splitujici A~'A = E, pak fikdme, Ze matice A je reguldrni a A~! je jeji
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inverzni matice. Ctvercova matice, ktera nema inverzni matici, se nazyva
singularni.

Lemma 3. Necht A je étvercovd matice, kterou lze upravit na jednotkovou
matici. Pak A je requldrni, existuje prave jedna matice C' splnujici AC = E,
prdvé jedna matice D spliujici DA=FE a D =C = A~

Diikaz. Uvazujme maticovou rovnici AX = FE, kterd odpovida soustavé rov-
nic s rozsitenou matici (A|E). Podle predpokladu existuje posloupnost ele-
mentdrnich uprav s maticemi Uy, ..., U, takovych, ze U, ... U;A = E a podle
definice je A reguldrni, A~* = U, ...U;. Po tipravé m4 rozsifend matice tvar
(E|U,...UyE), takze soustava rovnic m4 fesen{ X = A~!. Tim jsme dokdzali
existencni ¢ast tvrzeni. Pro libovolnou matici D splnujici £ = DA musi pla-
tit A=' = DAA~! = D a podobné pro libovolnou matici C spliiujici £ = AC
plati A=t = A7YAC = C, ¢imz je dokdzdna i jednoznacnost. O]

Vidime, ze ackoli ndsobeni matic neni obecné komutativni, matice a jeji
inverzni matice komutuji vidy, AA™! = A=A = E. Metoda ditkazu z4roveii
ddva i metodu vypoctu inverzni matice: sta¢i upravit rozsirenou matici (A|E)
na tvar (E|D) a matice D pak musi byt A~'. Zatim ale jesté nevime, jestli
selhani této metody znamena, Ze je dana matice singularni.

Priklad. Hledejme inverzni matici k matici

(1)

Upravujeme tedy rozsitenou matice odpovidajici maticové rovnici AX = E:

1 2[1 0 1 2] 10

3 4|0 1 0 —2|-3 1
1 0]-21 1o0[—2 1
0 —2|-3 1 01| & -1

Hledana inverzni matice je

jak snadno ovéiime vynésobenim s A.
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Lemma 4. Necht A, B € M,,,(F) jsou requldrni matice. Pak A~' a AB jsou
requldrni a (A™")™' = A a (AB)™' = B 'A™%

Diikaz. Plati (A1) 'A™! = FE a zdrovenn AA™! = F, tudiz diky jedno-
znacnosti inverzni matice k A~! musi byt (A~!)~! = A. Podobné B~ 'A"1AB =
B 'EB = B, tudiz (AB)"' = B~1A1. O
Cviceni

1. (3) Najdeéte matici X, pro kterou

1 2 3 —1 210
012 0 |]X=1(021
210 1 000

2. (3) Najdéte matici X, pro kterou

1 020 3 1 20
010 2 1 1 01
210 2 X = 3 -1 01
00 20 2 2 21
3. (3) Najdéte matici X, pro kterou
1 01 1 0 2
11T 0lX=(2120
011 0 21

4. Najdéte matici X, pro kterou

1 2 3 1 2
0 2 1 11
1 0 2 X = 01
1 =2 0 2 3
5. (3) Najdéte matici X, pro kterou
1 2 3 21 3
0 2 1 1 0 2
1 0 2 X = 011
1 =2 0 1 20
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(3) Najdeéte matici X, pro kterou

1 2 1 0 11 0
2 1 0 1 21 1
11 -1 1 [T 10 1
1 -1 1 -1 01 -1
(3) Najdéte matici X, pro kterou
1 0 -1 0 2 00
0 1 1 -1 1 11
2 -1 0 1 X = 11 2
0 1 1 O 230

(3) Najdeéte matici X, kterd spliuje AX = X A pro matici

(4) Urcete
1 0 -1 0\ "
0 1 1 -1
2 =1 0 1
0 1 1 0
(4) Urcete
12 0\ "
3 5 0
1 01
(4) Urcete
1o 1 1\ "
1 100
01 10
0011
(4) Urcete

O = W
O W N
— =
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14.

15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
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(4) Urcete

(4) Urcete

— o =

(4) Najdéte nenulovou matici A, pro kterou A? = 0.
(3) Najdéte matici A, pro kterou A? # 0, ale A% = 0.
(2) Pro kazdé n € N najdéte matici A, pro kterou A" # 0, ale A" = 0.

(3) Dokazte, ze pro dvé ¢tvercové matice A, B plati (A + B)? = A% +
2AB + B?, prave kdyz AB = BA.

(2) Necht A, B jsou dvé ¢tvercové matice, n € N. Dokazte, ze pokud
AB = BA, pak
" /n
A+ B)" = Ar—kpk
asny =y ()

(3) Oznacme jako J, € M,,(F) je matici, pro niz Vi € {1,...,n — 1},
(Jn)iit1 = 1 a vSechny ostatni elementy matice J,, jsou nuly. Urcete
(J,.)% pro vsechna k > 0.

(3) Zjistéte, pro kterd k € Z ma smysl a spoctéte

aq 0 ... 0 g
0 as ... 0
0O ... 0 a,

(3) Jak se zméni soucin matic AB, pokud v matici A vyménime i-ty a
j-ty tadek? Zduvodnéte.

(3) Jak se zméni soucin matic AB, pokud v matici A vynasobime i-ty
radek cislem ¢? Zduvodnéte.
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(3) Jak se zméni soucin matic AB, pokud v matici B vyménime i-ty
a -ty sloupec? Zduvodnéte.

(3) Jak se zméni sou¢in matic AB, pokud v matici B vyndsobime i-ty
sloupec cislem ¢? Zduvodnéte.

(3) Jak se zméni A™!, pokud v matici A vyménime i-ty a j-ty iadek?
Zduvodnéte.

(3) Jak se zméni A~!, pokud v matici A vyndsobime i-ty tadek ¢islem
¢? Zduvodnéte.

(3) Jak se zméni A~!, pokud v matici A vyménime i-ty a j-ty sloupec?
Zduvodnéte.

(3) Jak se zméni A~!, pokud v matici A vynasobime i-ty sloupec ¢islem
c? Zduvodnéte.

(3) Stopa Tr A ¢tvercové matice A € M,,,(F) je soucet vech elementu
na diagondle TrA = "  a;. Dokazte, ze pro libovolné dvé matice
Tr AB = Tr BA.

(2) Zobecnéte predchozi tvrzeni na piipad stopy sou¢inu vice nez dvou
matic.

(1) Rekneme, ze matice A, B komutuji, pokud AB = BA. Dokaite,
ze pokud néjakd matice komutuje se vSemi maticemi z M, (R), pak
musi byt nasobkem jednotkové matice.

(2) Dokazte, ze ¢tvercovd matice A komutuje se viemi diagondlnimi
maticemi, pravé kdyz je sama diagondlni.

(2) Dokazte, ze pokud A je ¢tvercova diagondlni matice, kterd ma
vSechny elementy na diagonale navzajem ruzné, pak kazda matice, ktera
s A komutuje, uz musi byt diagonélni.

(4) Necht p(z) = 2® — T2? + 132 — 5 je polynom a

> 2 =3
A= 1 3 -1
2 2 -1

matice. Spoctéte p(A).
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36. (2) Dokazte, ze pro zaddné dvé matice neni splnéna rovnost AB— BA =
E

37. (3) Najdéte vsechny matice A € My (F), pro néz A? = E.
38. (3) Najdéte inverzni matici k matici

1 a? ... a

a
01 a™ !
001 a2
0 0 . 0 1

39. (3) Najdéte inverzni matici k matici

1 0 0
a 1 0 0
0 a 1

0
0 0 a 1

40. (3) Najdéte inverzni matici k matici

1 2 3. n
01 2 n—1
00 1 n—2
0 .00 1

41. (2) Najdéte inverzni matici k matici

2 -1 0 ... O
-1 2 -1 :

o -1 2 . 0
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43

44

45

46

. (2) Najdéte inverzni matici k matici

0 11
1 01
1 10
1 1 1

. (1) Najdéte inverzni matici k matici

1+a 1
1 1+a
1 1
1

1

1
1+a

1

. (1) Najdéte inverzni matici k matici

1 2
n 1
n—1 n
2 3

. (1) Najdéte inverzni matici k matici

a
a+ nh

a+h
a

a+ (n—1)h a+nh

a+h

a+ 2h

a+2h
a+h
a

1
1
1
0
1
1
. 1
1 1+4+a
n
n—1
n—2
2
1
a+nh
a+(n—1)h
a+ (n—2)h
a+h
a+ nh a

. (1) Nechf e = exp (i:2%). Najdéte inverznf matici k matici

1 1
€ €
e e
€n

27
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(3) Reste maticovou rovnici

5 3 1 -8 3 0
X 1 -3 -2 |=| -5 90
-5 2 1 -2 15 0

(3) Reste maticovou rovnici
3 6 2 4
X ( 4 8 ) a ( 9 18 )

(3) Reste maticovou rovnici

2 =3 1 9 7 6 2 0 =2
4 =5 2 |X| 112 |=|18 12 9
5> —7 3 1 11 23 16 11

(2) Reste maticovou rovnici
2 3 1 -1 2 =2
(F6)(a )= 2)
(2) Nechf A € My (F),B € Myu(F), C € My (F), D € My (F). Zépisu

matice z My, 11(F)
A B
(&)

fikdme zapis v blokovém tvaru. Ukazte, Zze pokud mame matici Y €
Mpt1p+q(F) také zapsanou v blokovém tvaru

F G
v (w 9)

kde F' € My,(F),G € My, (F), H € M;,(F), I € M,;,(F), pak

XY — AF + BH AG + BI
- \CF+DH CG+ DI
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52. (2) Necht U € M,,,(F). Najdéte inverzni matici k matici zapsané v

blokovém tvaru
E, U
0 E,

53. (1) Horni (resp. dolni) trojihelnikova matice je takova, jejiz elementy
pod (resp. nad) hlavni diagonédlou jsou vsechny nulové. Dokazte, ze
libovolnou matici lze napsat jako soucin horni trojihelnikové matice a
dolni trojihelnikové matice.

54. (2) Dokazte, ze inverzni matice k horni (resp. dolni) trojihelnikové
matici je opét horni (resp. dolni) trojihelnikova.

55. (2) Pii vypoctech na pocitaci trva nasobeni dvou redlnych ¢isel mno-
hem déle nez scitani. Proto ze pfi nasobeni vice matic vyplati vyuzit
asociativity a uzavorkovat je tak, aby pocet nasobeni byl co nejmensi.
V jakém poradi je nejlepsi provést soucin matic 5, 10 x 20, 20 x 5 a
5x 17

56. (HC) Najdéte zpusob, jak vyndsobit dvé 2 x 2 matice tak, abyste misto
osmkrat potiebovali nasobit jenom sedmkrat.

Reseni:
2 5
R 3 -1 1
1. " o .7, 5,t €R;2.nemdtesent; 3.2 [ 1 3 -—1];
r s t 2 11
a4 1 - 3
3 3
6 7 7"—1-% s+%
e r S
4. _23 _23 ; 5. nema TteSeni; 6. —37“—{—% —3s+% 3¢ , 17,8, 1 €
—3r+1 —3s —3t+1
4 2 3 11 1 0
8§ 7 =3 s+t —s 2 -1 -1 3
A : .9 1 :
R; 7. 5 _9 9 3 ,8.(3 t),s,teR,Q.g 9 1 1 ol
3 6 -3 0 -3 0 3
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3 -2 -1 i
-4 3 1 ;13.%(
0 0 1



Kapitola 3

Vektorové prostory

VVVVVV

o mnozinu s jednou binarni operaci, splnujici t¥i jednoduché axiomy. Axiomy
dostatecné silné, aby z nich plynuly zajimavé vlastnosti, ale zase natolik
volné, ze spektrum objektu, které je splnuji, zustava velmi pestré.

Definice 5. Dvojice (G, ®), kde G je mnozina a ® bindrni operace na ni, se
nazyva grupou, pokud:

1. Va,b,c€e G, a® (b® ¢) = (a ®b) ® ¢ (asociativita)
2. de€e G,YVa € G, e®a=a®e=a (neutrdlni prvek)
3.VaeG,Ja ' €G,a0a =a! ®a=e (inverznf prvky)

Grupu nazveme komutativni (nebo téz abelovskou), pokud navic Va, b €
G,a®b=0b0a.

S témito podminkami jsme se setkali uz v minulé prednésce, spliovalo je
scitdani matic. Dalsi piiklady grup zahrnuji

1. (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+), neutrélni prvek je vzdy 0 a inverzni prvek
k x je vzdy —z. (N, +) grupa neni, chybi inverzni prvky. Mnozina vsech
lichych cisel se s¢itanim grupa neni.

2. (R™,+), kde R™ je mnozina usporadanych n-tic a + je s¢itani po slozkach.

Totéz s Z,Q, C misto R. Mnozina vSech matic typu m x n nad R nebo
C je vlastné mnozina mn-tic usporadanych do tabulky.

31
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. (QF,), (R*,+), (C\ {0}, -), neutrdlni prvek je 1, inverzni prvek k = je <.

Vsimnéte si, ze musime vzdy vyjmout nulu, protoze by k ni neexistoval
inverzni prvek vzhledem k nasobeni.

. Mnozina {1} s operaci nasobeni.

. Mnozina vSech regularnich matic stupné n s operaci maticového nésobeni.

V minulé prednasce jsme ovérili, ze nasobeni matic je asociativni, ze
jednotkova matice je regularni a ze spliuje FA = AE = A pro kazdou
¢tvercovou matici A. Déle Ze kazda reguldrni matice mé inverznf A=A =
AA™l = E. kterd je také reguldrni, a nakonec, ze soucin dvou re-
gularnich matic je také regularni. Komutativni axiom ale obecné neplati
(najdéte priklad!). Ruzné grupy matic poskytuji bohaty zdroj prikladu
nekomutativnich grup.

{(cosa —sina) }

) la e R
sina cosa
s operaci maticového nasobeni. Opét muzeme ovérit splnéni vSech axiomu
a uzavienosti mnoziny na operaci. V minulé prednasce jsme si tyto
matice oznacili R(«) a ukdzali, ze R(f)R(a) = R(f8 + «), mnozina
je tedy na operaci skutecné uzaviend. Asociativita je jasna, protoze
nasobeni matic je asociativni pro libovolné matice, jednotkovym prv-
kem je £ = R(0) a inverznim prvkem k R(«a) je zjevné R(—a). Tato
grupa matic s operaci nasobeni tedy geometricky odpovidéa grupé rotaci
v roviné s operaci skladani.

. Mnozina matic

. Geometricka verze predchoziho prikladu je specialnim piipadem grup

transformaci s operaci skladani. Ptikladem muze byt grupa rotaci v
prostoru, grupa viech shodnost{ (tedy translaci, rotaci a zrcadleni) nebo
grupy symetrii, ¢ili grupy shodnosti zachovavajicich néjaky geometricky
utvar. Napiiklad osmithelnik v roviné bude zachovan kazdou rotaci o 45
stupnu a kazdym zrcadlenim podle ptimky jdouci poc¢atkem a vrcholem
nebo stiedem strany. Krychle v prostoru je zachovavana 24 ruznymi
rotacemi. Stejného druhu jsou grupy symetrie dlazdéni roviny, jejichz
proslulé vyobrazeni je zachyceno ve vyzdobé maurské Alhambry, nebo
grupy krystalografické.

.V casticové fyzice hraji velkou roli grupy symetrii v neprostorovych

stupnich volnosti, naptiklad v prostoru vsech moznych hodnot spinu.
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Studium grup je matematickym oborem samo o sobé, ¢i spiSe nékolika obory.
Pro nés zde je definice grupy jen stavebnim blokem pro strukturu, ktera nas
v této prednésce zajimé predevsim:

Definice 6. Necht F je ¢iselnd mnozina (R nebo C). Komutativni{ grupu
(V,+), na niz je navic definovana operace nasobeni prvku z V prvky z F,
nazveme vektorovy prostor nad F, pokud spliuje néasledujici axiomy. Pro
vSechna r, s € F a pro vSechny u,v € V

L. (r+s)v=rwv+suwv
2. r(u+v)=ru+rw
3. (r.s).v=r.s.v)

4. lv=v

Prvky z V nazyvame vektory, prvky z F skalary. Neutralni prvek v
grupé V nazyvame nulovy vektor a znacime 0. VSimnéte si, ze vSechny
ctyTi axiomy udavaji vztah mezi operacemi na ¢iselné mnoziné a operacemi
ve vektorovém prostoru. Napiiklad ve tfetim axiomu znamend prvni tecka
nasobeni c¢isel, zatimco zbyvajici tfi operaci nasobeni vektoru skalarem. Z
téchto axiomu muzeme dokéazat dalsi jednoduché vlastnosti:

Lemma 5. Necht V je vektorovy prostor nad F, v € V., r € F. Pak plati

1. 0v=0
2. (-1)w=—-v
3. r0=0

Dikaz. Tvrzeni vypadaji na prvni pohled trividlné, ale u kazdého je potieba
si uvédomit, ze stejné symboly nemuseji znamenat stejné objekty: naptiklad
symbol 0 oznacuje jak nulovy vektor, tak nulu v ¢iselné mnoziné. Prvni tvr-
zeni se dokéze nasledovné:

O=(—v)+v=(—v)+(1+0)wv=(-v)+v+(0v) =0+ 0v=0w

Nejprve jsme vyuzili axiom existence opacného prvku v grupé, poté ctvrty
axiom vektorového prostoru, pak prvni axiom, dale opét opacny prvek v
grupé a nakonec vlastnost neutralniho prvku v grupé. Zbyld dvé tvrzeni
zkuste dokazat sami, je to zdbavné a uziteéné cviceni. ]
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Pozndmka. Vektorovy prostor si s ohledem na nase potieby definujeme pouze
readlny nebo komplexni a vyuzivame toho, ze algebraické vlastnosti téchto
¢iselnych mnozin nepotfebuji dalstho komentafe. Obecné se ale vektorové
prostory definuji nad strukturou télesa, kterd je definovana svou vlastni sa-
dou axiomu. Zobecnénim vektorového prostoru je pojem modulu, u kterého
staci, aby ¢iselnd mnozina byla okruhem. Napiiklad mnozina Z je okruh,
ktery neni télesem, protoze Z neobsahuje inverzni prvky k nasobeni.

Zakladnimi piiklady vektorovych prostoru jsou komutativni grupy (F", +),
kde nasobeni ¢islem z F je definovano po slozkach. Néekdy mluvime o arit-
metickém vektorovém prostoru a znacime jej prosté F". S témito vek-
torovymi prostory a s jejich objekty, usporadanymi n-ticemi ¢isel, budeme
pracovat nejcastéji. Sloupce a fadky matic, sloupec pravych stran soustavy
rovnic nebo n-tice neznamych budou vsechno objekty néjakych aritmetickych
vektorovych prostortu. Dilezité jsou ale i dalsi piiklady:

1. Mnozina M,,,(F) s operaci s¢itdni matic a ndsobeni matice ¢islem je
specialni pripad aritmetického vektorového prostoru.

2. Komutativni grupa (C",+) s ndsobenim pouze ¢isly z R je vektorovy
prostor, ale jiny nez aritmeticky vektorovy prostor C". Vidime tedy,
ze na jedné mnoziné muze existovat vice ruznych struktur vektorového
prostoru.

3. Na mnoziné (R?, +) lze zavést ndsobeni komplexnim ¢islem r +is € C
takto:

V(.T,y) € RQ’ (7’ + ZS)(.CU’y) = (7”1‘ — sy, Sx _i_?ny)

Definice je usita tak, aby se x a y vlastné chovaly jako redlna a ima-
ginarni ¢ast komplexniho cisla. Podobné muzeme definovat strukturu
komplexniho vektorového prostoru na (R?,+) pro libovolné n € N.
Znovu vidime dvé struktury vektorového prostoru na jedné komuta-
tivni grupé (R*", +).

4. Mnozina vSech nekone¢nych poslouposti z I je pfimé zobecnéni aritme-
tického vektorového prostoru - i zde se s¢itd a nasobi po jednotlivych
¢lenech. K dukazu stac¢i ovérit jednotlivé axiomy.

5. Pokud M je libovolnd mnozina, pak mnozina F(M,F) vsech funkei z
M do F, na niz jsou Vf,g € F(M,F), Vr € F, Vx € M definovany
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operace predpisem

(f +9)(x) == f(x) + g(x)
(rf)(@) = r.f(x),

je vektorovy prostor. Jaky je vlastné vyznam tohoto predpisu? Prvni
fadka definuje funkci f + ¢ jeji hodnotou v bodé z, a to tak, ze pro
libovolné x € M je tato hodnota souc¢tem hodnot funkeci f a g v
x. Druhd obdobné definuje ndsobek funkce. Volba M = {1,...,n}
pokryva pripad aritmetického vektorového prostoru, pro

M=A{1,....m} x{l,...,n}

mame prostor matic, pro M = N zase mame prostor vSech nekonecnych
posloupnosti. Mnozina M zadnou algebraickou strukturu mit nemusi,
axiomy plynou z vlastnosti operaci na F.

6. Komutativni grupa (R*,-), na niz je zavedena operace ,ndsobeni“ X
prvku a € RT redlnym éislem r predpisem r x a := a", tedy jako
mocnéni, je vektorovy prostor. Je skutecné uzitecné zkusit si pro tento
piipad ovérit platnost vsech axiomu. Lze podobné definovat strukturu
vektorového prostoru na (C\ {0}, -)?

Definice 7. Necht V je vektorovy prostor nad F a W je neprdzdna podmnoZina
V takova, ze Vv, w € W, Vr € F plati v + w € W a rv € W. Pak nazyvame
W podprostorem vektorového prostoru V', znacime W < V.

Lemma 6. Necht V je vektorovy prostor nad F a W jeho podprostor. Pak
W je vektorovy prostor nad F.

Diikaz. Podminky v definici podprostoru zarucuji, ze soucet i ndsobeni jsou
uzaviené na W a tedy jsou na ném jakozto operace dobie definovany. Po-
stupné ovérime axiomy:

1. Yu,v,w € W plati u + (v + w) = (u+v) +w, nebot u,v,w € V a tam
to plati. Podobné komutativita.

2. Pro libovolny v € W diky uzavienosti na nasobeni 0.v =0 € W.

3. Pro vsechna v € W patii i opacny prvek —v = (—1).v znovu do W
diky uzavienosti na nasobeni. Pro v a —v plati z axiomtu na V' rovnost
v+ (—v) = 0, takze opacny prvek ve V' je opaénym prvkem i ve W.
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4. Vsechny tii distributivni axiomy plati ze stejnych duvodu jako asocia-
tivita a komutativita. Stejné tak axiom v = 1.v.

]

Nésledujici lemma ndm umozni sloucit dvé podminky charakterizujici pod-
prostor do jedné, coz ué¢ini nésledujici dukazy o néco elegantnéjsimi.

Lemma 7. Necht V je vektorovy prostor nad F a W jeho podmnoZina. Pak
W <V, pravé kdyz Vu,v € W aVr,s € F jeru+sv e W.

Diikaz. Tvrzeni k4, ze néjaké dvé podminky jsou ekvivalentni (,prave kdyz*).
Je tedy potieba ovérit, ze podmnozina splnujici podminky v definici podpro-
storu splinuje i podminku v tvrzeni, a naopak, podmnozina spliujici podminku
v tvrzeni vyhovuje definici. Pokud W je podprostor, u,v € W, r, s € F, pak
rv i su patii do W z druhé podminky v definici a rv + su € W z prvni
podminky. Naopak, pokud vsechny u,v € W spliuji ru+sv € W pro vSechny
skalary r, s, pak staci zvolit r = 1,s = 1 a ziskdvame prvni podminku v de-
finici, a volbou s = 0 ziskdvame druhou. O

Priklad. Pojem podprostoru umoznuje zkonstruovat mnoho dalsich prikladu
vektorovych prostoru:

1. Necht V je vektorovy prostor nad F a v vektor v ném. Pak mnozina
(v) := {rv|r € F} je vektorovy podprostor V', ktery se nazyva linedrni
obal v. Ve vektorovych prostorech, které maji geometrickou interpre-
taci (tfeba R™), je to vlastné piimka o sméru v prochézejici pocatkem.

2. Necht a; € F pro j € {1,...,n}, pak mnozina W, vsech vektoru
r = (v1,...,2,) € F", které spliwji linedrni rovnici » 7, a;z; = 0,
je podprostorem F". Sta¢i pouzit ekvivalentni podminku z lemmatu,
nebot pokud z,y € W, ar,s € F, pak

n n n

Zaj(rwj + Sy]) — ’]”ZCL]‘,’L’]‘ + SZaJyJ = T.O + 3.0 = 0,

j=1 7=1 7j=1

tedy rx + sy € W,. VSimnéte si, ze pokud by v rovnici byla prava
strana nenulovéa, pak by podminka splnéna nebyla a mnozina freSeni
by nebyla vektorovym prostorem. Rovnice s nulou na pravé strané se
nazyva homogenni, s nenulovou pravou stranou nehomogenni.



37

. Mnozina vSech matic v odstupinovaném tvaru je podprostor mnoziny
viech matic daného typu (ovéite sami).

. Mnozina vSech omezenych posloupnosti je podprostor mnoziny vsech
posloupnosti. Staci si uvédomit, ze soucet dvou omezenych posloup-
nosti je omezena a nasobek omezené posloupnosti je také omezend po-
sloupnost. Podobné i mnozina vsech konvergentnich posloupnosti (pii
ovéreni vyuzijete vétu o algebie limit z matematické analyzy) nebo
mnozina vsech posloupnosti, jejichz k-ty ¢len je nulovy.

. Mnozina P(z,F) v8ech polynomu v proménné z s koeficienty v F je
vektorovy prostor. Jednak je mozné chapat jej jako podprostor prostoru
vSech funkci na F. Druhd interpretace vychazi z toho, ze pii scitani
polynomu se sé¢itaji prislusné koeficienty u mocnin z a pfi ndsobeni
polynomu c¢islem se také nasobi posloupnost koeficientu ¢len po ¢lenu.
Polynom je tedy mozné chapat jako posloupnost cisel z F, ktera méa
pouze koneény pocet nenulovych ¢lenu. Mnozina takovych posloupnosti
je podprostorem v mnoziné vsech posloupnosti.

. Mnozina Pg(z,F) vSech polynomu stupné nejvyse k. Pokud bychom
vynechali slovo nejvyse, chybél by naptiklad nulovy vektor.

. Mnozina vSech omezenych funkeci, mnozina vsech spojitych funkci na
R, mnozina vSech ndsobku funkce cos z,... Pokud p € M, pak mnozina
vSech funkci, pro néz f(p) = 0, je vektorovy prostor, zatimco mnozina
vsech funkei, pronéz f(p) = 17, neni. Mnoziny funkei zadané podminkou
na existenci a nulovost limity ¢i derivace v né¢jakém bodé jsou vektorové
prostory, opét z vlastnosti limity a derivace funkce.

. Podprostor ma strukturu vektorového prostoru vzdy nad celou ¢iselnou
mnozinou F. Tedy C" nad R neni podprostorem C™ nad C, ani naopak.

Definice 8. Necht [ je indexovd mnozina a {W;|i € I} je systém pod-
prostorit vektorového prostoru V. Definujme spojeni \/,_, W; téchto pod-
prostoru jako mnozinu vsech vektoru tvaru jeg Wi, kde J C I je nejaka
konecnd podmnozina, w; € Wj.

Spojeni dvou podprostoru se znac¢i Wy V Ws. Rozmyslete si na piikladech,

jaky je rozdil mezi spojenim a sjednocenim. Kdy je sjednoceni dvou vekto-
rovych podprostoru také vektorovy podprostor?
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Véta 2. Necht' V je vektorovy prostor, I je indexovd mnozina a {W;,i € I}
je systém podprostoru prostoru V' indexovanych I. Pak plati:

1. Prinik téchto podprostori (;c; Wi je podprostorem V. Navic pro kazdyj
podprostor U <V, pro nejzVi € I, U < W;, plati také U < (o, Wi.

2. Spojent téchto podprostori \/,.; W; je podprostorem V. Navic pro kazdy
podprostor U <V, pro néjzVi e I, W; < U, plati také \/,., W; < U.

Diikaz. Necht r, s € R.

L. Pokud u,v € (,c; Wi, pak Vi € I, u,v € W;. Viechny W; jsou podpro-
story, tedy Vi € I, ru + sv € W, ¢ili ru + sv € (,.; W;. Druha ¢ast je
ziejma, protoze kazdy podprostor U vsech W; je jejich podmnozinou,
tudiz také podmnozinou jejich pruniku. Protoze je U uzavien na ope-
race, je také podprostorem (,., W;.

2. Necht u,v € Vier Wi, tedy existuji konecné mnoziny J, K a vektory
uj € Wi,5 € J,av € Wi,k € K takové, Zze u = Zjejuj, v =
> ker Vk- Dodefinujme Vj € K\ J, u; :=0,aVk € J\ K, v, := 0. Pak
plati ru;+sv; € W pro viechna i € JUK atedy rudsv =, x ru;+
sv; € \/;e; Wi. Tim je dokdzéna prvni ¢dst druhého tvrzeni. Pokud U
je podprostor V' takovy, ze W; < U pro vsechna i € I aw € \/,.; W,
pak pro néjakou kone¢nou mnozinu J C I a pro vSechna j € J existuji
vektory w; € W; takové, ze w = ZjGJ wj. Protoze Vj € J W; < U,
je pro tato j také w; € U. Z uzavienosti U na soucty vektoru w =
> jeswj € U, coz jsme méli dokdzat.

]

Druhé ¢asti obou tvrzeni vlastné fikaji, ze prunik je nejvétsi (vzhledem
k inkluzi) podprostor obsazeny ve vSech podprostorech v systému a spojeni
je nejmensi (vzhledem k inkluzi) podprostor, ktery obsahuje vsechny pod-
prostory v systému. Je dulezité mit na paméti, ze v definici spojeni figuruji
pouze konecné soucty, protoze nekoneéné nemame definovany. Jejich definice
by vyzadovala zavést na V' néjaky druh konvergence, ¢imz bychom se ocitli
za hranicemi ¢isté algebry, na prahu funkcionalni analyzy.

Na aritmetickych vektorovych prostorech nas tyto dvé konstrukce vedou
ke dvéma zdkladnim priikladum podprostoru, které se budou objevovat v
pocetnich tlohach:
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1. Definujme W; jako prostor vSech feseni homogenni rovnice 2?21 a;jT; =
0, a;; € F, pficemz ¢ bézi pres mnozinu I = {1,...,m}. Pak (2, W;
je mnozina TeSeni soustavy rovnic s matici A a nulovou pravou stra-
nou. Takovou soustavu rovnic oznacujeme jako homogenni a mnozinu
feSeni budeme znacit W,4. Prvni tvrzeni véty tedy tika, ze mnozina
feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic tvotfi podprostor aritme-
tického vektorového prostoru F”.

2. Necht vy, vy, ..., v je konetna posloupnost (budeme krétce ifkat sku-
pina) vektoru z vektorového prostoru V' nad F. Definujme W; := (v;),
tedy libovolny prvek z W, ma tvar rv; pro néjaké r» € . Pak libovolny
prvek z \/LW} ma tvar Zle r;v;. Tomuto tvaru fikdme linearni
kombinace vektori ze skupiny vy, vs,...,vr s koeficienty r; a
celé mnoziné \/f:1 W; linearni obal skupiny vektort. Znacime jej
(1,09, ...,vg). Druhé tvrzeni véty iika, ze je to nejmensi podprostor
obsahujici mnozinu vektoru {vy, ve, ..., vk }.

Vsimnéme si, ze véta umoznuje mit homogenni soustavu s jakkoli velkym (i
nekoneénym) poctem rovnic, podobné linearni obal je definovén pro libovolné
velkou (i nekoneénou) mnozinu vektoru z V', jako spojeni linedrnich obalu
vSech jejich prvku.

V dalsich dvou prednaskach se soustiedime na otazku souvislosti téchto
dvou konstrukei podprostoru. Budeme se snazit zapsat mnozinu feSeni ho-
mogenni soustavy jako linearni obal néjaké skupiny vektoru, a to co neje-
fektivnéji. Nakonec uvidime, ze vysledek bude velmi uzitec¢ny i pro teseni
soustav nehomogennich.

Cviceni

1. (3) Rekneme, ze matice A € M, (F) je symetrickd (resp. antisymet-
rickd), jestlize plati a;; = aj; (resp. a;; = —a;;), kde a;; je element ma-
tice A nachazejici se v i-tém fadku a j-tém sloupci. Ovérte, ze mnozina
S, vSech symetrickych matic typu n xn tvori podprostor prostoru vsech
matic typu n X n a stejné tak i mnozina A,, vSech antisymetrickych ma-
tic. Déle ovéite, ze S, N A, =0a S, V A, = M,,(F).

2. (3) Rekneme, Ze matice A € M,,(C) je hermitovskd (resp. antiher-
mitovskd), jestlize plati a;; = @j; (resp. a;; = —ay;). Ovéite, ze hermi-
tovské (resp. antihermitovské) matice tvoii podprostory prostoru vsech
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matic, ze tento je jejich spojenim a ze jejich prunik je nulovy podpro-
stor.

. (3) Pro matici A € M,,,(F) definujeme jeji stopu jako > " | a;;. Ovéite,

ze mnozina vsech matic s nulovou stopou tvoii podprostor M, (F).

. (3) Oveétte, ze mnozina vSech hornich trojihelnikovych matic (a;; =0

pro i > j) v My (F) tvoii podprostor M, (F).

. (3) Oveérte, ze mnozina vsech ostfe hornich trojihelnikovych matic

(a;; = 0 pro i > j) z My,,(F) tvoii podprostor prostoru vsech hornich
trojihelnikovych matic, a tedy i podprostor M,,, (FF).

. (4) Mgjme v R? obvyklou kartézskou soustavu soutadnic. Rozhodnéte,

zda nasledujici podmnoziny tvoii podprostor:
(a) vSechny body lezici na dané piimce
(b

)

) vSechny body lezici v prvnim kvadrantu

(¢) vSechny body lezici v prvnim nebo tfetim kvadrantu
)

(d) vsechny body lezici v prvnim nebo druhém kvadrantu

. (4) Overte, ze Tesitelnost soustavy rovnic Az = b znamend, ze vektor

b je linearni kombinaci sloupcu matice A a jeji koeficienty tvori vektor
x.

. (4) Zjistéte, zda vektor v € R?* je linedrni kombinaci vektort uy, us, us.

V kladném pripadé urcete ¢isla a, b, c € R tak, ze v = auy + bus + cug:
(a) v=1(2,0,3,1),u1 = (1,0,1,—2),us = (2, —1,0,1),u3 = (1, -1, -2, —2)
(b) v=(3,1,-1,2),u1 = (1,1,1,2),us = (1,0, —1,0),us = (0, —1,1, —2)
() v=1(2,1,2,—1),u; = (1,0,1,0),up = (1,2,1,-2),u3 = (—1,1,—1, —1)

. (4) Zjistéte, zda vektor v je v linedrnim obalu vektoru wu;:

a) up = (1,2,1), us = (0,1,2), ug = (2,1,3), v = (1,0,0)
b) u; = (1,2,0), ug = (2,1,1), uz3 = (3,0,2), v = (0,3, —1)
)
)

(
(
(¢) up =(1,2,0), ug = (2,1,1), ug = (3,0,2), v = (4, 3,2)
(
1

4

I
—~
\,O—( =
=
W
N~—
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(e) ur = (1,0,1,2), ug = (2,1, —1,0), ug = (—1,2,0,1), uy = (0,3, -2, —1),
v=1(2,1,3,1)

(3) Popiste prunik podprostoru R®: V; = (( ,2,
5,5

1,0,-1),(2,1,0,1,—1),(1,0,0,0,1))
a Vs =((1,2,0,1,0),(1,0,1,0,-2),(0,1,-5,5,2))

Y

(3) Popiste prunik podprostoru R*:

(a) Vi ={((1,1,-1,0),(1,0,1,2),(1,3,1,—1)), Vo = {(0,0,0, 1), (2,3, —4, —2), (3,2,

(b) Vit o1 + 229 — 23 = 0, 1 — 29 + 224 = 0, Vo: 23+ 24 = 0,
ZE1+5ZL‘1—JI3—(E4:O

(3) Popiste prinik podprostortt R®: Vi: 2x1 + 3x9 + 423 = 0, 11 + 229 —
x3 =0, Vo: 21 + 1123 = 0.

(3) Zjistete, zda vektor v lezi ve spojeni prostoru V; a Va:

(a) Vi = ((1,0,1,2),(2,1,3,1)), Vo = {((1,-1,0,1),(0,—1,—1,1)),
=(0,0,0,1)

(b) Vi = ((1,0,1,2),(2,1,3,1)), Vo = ((1,-1,0,1),(0,—1,—1,1)),

v=(0,1,1,0)
(c) Vi=((1,1,2),(2,1,1)), Vo = ((0,1,3)), v = (1,1,1
(d) Vi =((1,1,2),(2,1,1)), Vo = ((0,1,3)), v = (3,1,0)
(3) Dokazte, ze mnozina {< (1) 11) ) € Mys(R)|b e R} spolu s operaci

nasobeni matic je grupa.

(3) Dokazte, ze mnozina {( (z Z > € Mys(R)|ad — be = 1} spolu s

operaci nasobeni matic je grupa.

(2) Dokazte, ze mnozina vSech regularnich matic stupné n s operaci
nasobeni je grupa.

(3) Popiste grupu symetrie rovnostranného trojihelnika - tedy mnozinu
vSech shodnych zobrazeni v roviné, které dany trojihelnik zobrazuji na
néj samotny. Je tato grupa komutativni?

—1,2))
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31.
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(3) Popiste grupu symetrie ¢tverce. Je tato grupa komutativni? A co
grupa piimych symetrii ¢tverce, tedy téch, které lze napsat jako rotaci
kolem stredu c¢tverce?

(2) Popiste grupu symetrie ¢tytsténu a najdéte pocet jejich prvkua. Je
tato grupa komutativni?

(2) Popiste grupu symetrie krychle a najdéte pocet jejich prvkua. Je
tato grupa komutativni? Proc je tato grupa stejna jako grupa symetrie
pravidelného osmisténu?

(1) Popiste grupu symetrie pravidelného dvacetisténu a najdéte pocet
jejich prvka. Je tato grupa komutativni? Pro¢ je tato grupa stejna jako
grupa symetrie pravidelného dvanactisténu?

(3) Dokazte, ze mnozina vsech sudych celych ¢isel s operaci séiténi je
grupa. Zobecnéte na mnozinu vSech celych ¢isel délitelnych prirozenym
¢islem k.

(3) Zduvodnéte, pro¢ mnozina M, (R) spolu s maticovym ndsobenim
neni grupa.

(3) Popiste prunik podprostora Wy = ((1,0,1,1),(2,1,1,0)) a podpro-
storu Wy = {x; + 23 =0,21 — 23 — x4 = 0}

(3) Dokazte tvrzeni 2 a 3 v lemmatu 5.

(4) Rozhodnéte, zda je mnozina {(z,y, 2) € R3|z +y+ 2 = 1} podpro-
stor R3. Zduvodnéte.

(4) Rozhodnéte, zda je R podprostorem C. Zdtuvodnéte.

(3) Rozhodnéte, zda je mnozina vsech posloupnosti (a;)7°, spliujicich
Gpio = Gpyy + a, pro vSechna n € N, podprostor prostoru vsech po-
sloupnosti.

(2) Rozhodnéte, zda je mnozina vsech periodickych funkei z R do R
spolu s nulovou funkci vektorovy prostor. A co mnozina vsech funkei s
racionalni periodou?

(3) Necht A € M,,,,(F). Rozhodnéte, zda je mnozina { X € M,;(F)|AX =
0} vektorovy prostor.
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(3) Za jakych podminek je sjednoceni W U W5 dvou podprostoru vek-
torovy prostor?

(3) Dokazte, ze pokud Wi N Wy = 0, pak lze kazdy vektor z Wy vV Wy
vyjadrit jednoznacné jako soucet vektoru z Wi a vektoru z Wj.

(4) Popiste prunik a spojeni podprostoru ((1,1,1,0),(1,0,0,0)) a ((0,1,1,0), (0,1, 0,0))
v R%.

(2) Necht V je vektorovy prostor Wy, Wy, W3 podprostory v ném. Roz-
hodnéte, zda plati (W; vV W) N Wy = Wy vV (Wy N W3). Odpoved
zduvodnéte.

(3) Necht A € M,,(F). Dokazte, ze mnozina vsech matic X € M,,,(F),
které komutuji s A, je vektorovy prostor.

(2) Necht V je vektorovy prostor nad T, v € V,c¢ € T. Dokazte z
axiémi, Ze pokud c.v = 0, pak bud ¢ = 0, nebo v = 0.

(4) Rozhodnéte, zda jsou nésledujici mnoziny vektorovymi podprostory
v prostoru V' vsech funkei z (a,b) do R:

(a) {f € VIfa) =1}
(b) {f € VIf(b) = 0}
(c) {f € VIf(a) —2f(b) = 0}

(4) Rozhodnéte, zda je vektorovym prostorem mnozina polynomt,
které maji koten 2.

(3) Rozhodnéte, zda je vektorovym prostorem mnozina polynomt,
které maji néjaky racionalni kofen.

(3) Necht M = {vy,v9,...,v,,} je mnozina vektoru néjakého vekto-
rového prostoru V nad F. Je mnozina vsech m-tic (ry,79,...,7y), 7 € F
takovych, ze linedrni kombinace » )" r;v; je nulovy vektor, podprosto-
rem F™? Zduvodnéte.

(4) Matici

N = WO
W NN~
S W~ N
_— o O W
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napiste jako soucet symetrické a antisymetrické matice.

ReSeni:

6. a) ano, pokud piimka prochdzi poc¢atkem soustavy soutadnic, jinak ne,
b) ne, c) ne, d) ne, 8. a) (a,b,c) = (1,1,—1), b) v nenf linedrni kombinaci
uy, Uz, uz, ¢) (a,b,¢) = (3t,1 —t,—1+ 2t),t € R, 9. a) ano, b) ano, ¢) ne,
d) ano, e) ne, 10. (9,19, 10, =3, —24)), 11. a) {(2,3, -4, —2), (3,2, —1,2)), b)
((5,—1,3,-3)), 12. ((—11,6,1)), 13. a) ano, b) ne, c¢) ne, d) ano.



Kapitola 4

Baze a dimenze

Pojd'me si nejprve pfesnéji zformulovat definici uvedenou na konci minulé
prednasky:

Definice 9. Necht V je vektorovy prostor, M mnozina vektori v ném.
Rekneme, ze W < V je linedrnim obalem M, paklize W je nejmens{ podpro-
stor ve V obsahujici M. Rikdme také, ze mnozina M podprostor W gene-
ruje nebo ze je to jeho mnozina generatort. Budeme pouzivat oznaceni

W = (M).

Pokud M = ), pak (M) = 0. Pro M neprazdnou definice znamend, ze
kazdy vektor z w € W lze zapsat jako linedrni kombinaci vektoru z M,
w = Zle TV, U; € M.

Mnozina generatoru je zpusob, jak pii popisu podprostoru nevypisovat
vsechny vektory v ném, ale vystacit si jen s nékterymi. Pokud déle nékteré
z nich jdou vyjadrit pomoci jinych, 1ze je vynechat a dosahnout tak popisu
efektivnéjsiho. K tomu slouzi pojem linearni zavislosti:

Definice 10. Linearni kombinace Zle r;v; se nazyva trivialni, pokud vSechny
koeficienty 7; jsou nulové, jinak je netrividlni. Necht M je neprazdnd mnoZina
vektort z vektorového prostoru V. Rekneme, ze M je linedrné zavisl4, po-
kud existuje netrivialni linedrni kombinace prvku M, jejimz vysledkem je
nulovy vektor. V opa¢ném piipadé je M linearné nezavisla.

Trividlni kombinace samoziejmé dava nulovy vektor vzdy, jde tedy o to,

zda existuje jesté néjaka jina. Pokud napriklad skupina vektoru vy, vs, ..., vy
obsahuje nulovy vektor, dejme tomu na pozici j, pak staci vzit r; = 1 a ostatni

45
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r; = 0 a pak mame Zle riv; = 0, tedy mnozina M = {vy,ve,..., v} je
linedrné zavisla. Podobné pokud mnozina obsahuje s vektorem v také néjaky
jeho dalsi nasobek rv, je linearné zavisla, protoze staci brat koeficienty —r a
1 u téchto dvou vektoru a vynulovat koeficienty ostatni. Mnozina je linearné
zavisla prave tehdy, kdyz lze néjaky jeji vektor vyjadrit jako linearni kombi-
naci ostatnich: rovnost v = Zle r;v; snadno prepiseme na 0 = U—Zle 7,U; a
naopak z netrividlni linearni kombinace 25:1 s;u; muzeme vyjadrit kterykoli
vektor u; s nenulovym koeficientem s; pomoci ostatnich.

Pokud je mnozina M linedrné zavisla, pak je linedarné zavisla i kazda jeji
nadmnozina: kazda netrivialni linearni kombinace prvku z M je totiz zaroven
linearni kombinaci prvku z nadmnoziny. Ze stejnych duvodu plati, ze pokud
M generuje vektorovy prostor V', pak jej generuje i kazda N C V, ktera je
nadmnozinou M.

Definice 11. Linearné nezavisla mnozina, ktera generuje vektorovy prostor
V # 0, se nazyva baze V. Pokud V = 0, je jeho bazi prazdna mnozina.

Baze je klicovy pojem linedrni algebry, protoze nam umoznuje defino-
vat pojem dimenze jakozto pocet prvku libovolné baze. V tomto kurzu se
soustfedime na prostory, které maji dimenzi konecnou. Baze tak, jak ji bu-
deme definovat, stejné neni v prostorech nekonecné dimenze piilis uzitecnym
pojmem - sice vzdy existuje (za predpokladu platnosti axiomu vybéru), ale
v mnoha béznych ptipadech nelze zadnou konkrétni zkonstruovat.

Definice 12. Vektorovy prostor, ve kterém existuje koneéna mnozina ge-
neratoru, nazyvame konecné generovany nebo téz prostor konecné di-
menze.

Lemma 8. Pokud V' je konecné generovany vektorovy prostor, pak z kaZdé
jeho mnoziny generdtoru lze vybrat konecnou bdzi.

Diikaz. Nejprve ukdzeme, ze z kazdé nekoneéné mnoziny generdtoru M pro-
storu V' # 0 lze vybrat koneénou podmnozinu, ktera také generuje V. Protoze

V' je kone¢né generovany, existuje mnozina N = {vy, ..., vx}, kterd generuje
V. Protoze M generuje V, lze kazdy vektor z N zapsat jako linearni kombi-
naci prvku z M, v; = ZJ;I rijui;. Oznacme M; = {u;1, ..., u, }. Libovolny

vektor v € V' lze zapsat jako linedrni kombinaci prvku z N a tedy

k;

k .
v = Z S;V; = Z (s,-r,-j)u,-j
i—1 - -

= =1 j=1
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také jako linedrni kombinaci prvku z M’ := Ule M;. Tedy M’ je hledana
kone¢éna podmnozina.

Lze tedy predpokladat, Zze mnozina generatoru M je konecnd. Nyni mezi
vSemi podmnozinami mnoziny M, které stale generuji V', vyberme néjakou
K = {vy,...,v,} s nejmensim poctem prvki. Ukdzeme sporem, ze K uz je
linedrné nezavisla, tedy baze V.

Pokud by existovala netrividln{ linedrni kombinace Y ., rv; = 0, pak
by bylo mozné néktery z vektoru v; vyjadiit pomoci ostatnich jako v; =
—Tij > - Tv;. Libovolny vektor v € V' pak lze napsat jako

n
S S
U= g SiU; = E SiV; — — g riv; = E S — — T | Vg,
- T T
=1 J

i#j T i#j i#j

tedy jako linedrni kombinaci prvku K \ {v;}. To je ale mnozina s mensim
poctem prvku nez K, a tudiz podle predpokladu nemuze generovat celé V.
Dospéli jsme ke sporu, a tedy K je béze.

Pripad V = 0 je ziejmy. ]

Nésledujici tvrzeni veslo pod znamost pod néazvem Steinitzova véta nebo
Steinitzovo lemma o vimeéné. Rikd, 7ze v mnoziné generator mizeme vymeénit
vhodné prvky ,kus za kus“ s prvky néjaké linedrné nezavislé mnoziny tak,
abychom po vyméné méli stdle mnozinu generatoru. Dusledkem bude mimo-
jiné skutecnost, ze vSechny baze maji stejny pocet prvku, a tedy ze dimenze
je dobfe definovana.

Véta 3. Bud M = {uy,...,u,} mnoZina generdtori vektorového prostoru
V a N = {vy,...,v} linedrné nezdvisla mnozina ve V. Pak k < n a pri
vhodném ocislovani vektori uy, ..., u, mnozina {vy,..., Vg, Ugs1,...Up} ge-
neruje V.

Diikaz. Budeme postupovat indukei podle poc¢tu k linearné nezavislych vek-
tort. Pokud & = 1, pak musi byt 1 < n, protoze v opacném pripadé M = (),
(M) =0 atedy N = {v1} = {0} neni linedrné nezdvisld4 mnozina. Protoze
M generuje V', existuji ¢isla r; takova, ze vy = Z?:l r;u;, a protoze vy # 0,
musi pro néktery index j byt r; # 0. Pokud j # 1, pak piecislujeme vektory
u;, aby tomu tak bylo. Lze tedy psat u; = %vl - >, %ul Kazdy vek-
tor, ktery je linearni kombinaci uq, ..., u,, je tudiz také linedrni kombinaci

V1, Uy .oy Uy, Gl (U1, U, .. uy) = V.
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Predpokladejme proto platnost tvrzeni pro k — 1, ukdzeme, ze pak musi
platit i pro k. Pokud {vy,..., v} jsou linedrné nezavislé, pak {vy, ..., vp_1}

jsou linedrné nezavislé a podle indukéniho predpokladu mnozina {vy, . .., vg_1, Ug, - . .

generuje V. Zaroven musi byt n > k, protoze jinak by bylo vy linedrni kom-
binaci vektoru vy, ...,v,_1, coz je ve sporu s linedrni nezavislosti mnoziny
{v1,..., v} Tedy vy lze vyjadiit jako Z;:ll v + >, i, kde pro néjaké
J > k musi byt r; # 0, jinak bychom opét dostali spor s linedrni nezavislosti
mnoziny {vy,...,v;}. Precisluyjme zbylé vektory ug,...,u, tak, aby j = k,
pak je mozné podobné jako v ptipadé k = 1 vyjadrit u jako linedrni kombi-
naci mnoziny {vy, ..., Uk, Ugi1, - - -, Up}, a tedy i libovolny vektor jako linedrni
kombinaci z této mnoziny. ]

Pokud M je baze V o m prvcich a N je baze V o n prvcich, pak ze
Steinitzovy véty plyne, ze m > n a zaroven n > m, tedy libovolné dvé baze
maji stejny pocet prvku. Pocet prvki libovolné baze V nazyvame dimenzi
V', zna¢ime dim V. Nékdy budeme ve zkratce psat V,, pro vektorovy prostor
dimenze n. Pocet prvki kazdé linearné nezavislé mnoziny ve V,, je mensi nebo
roven n, a pokud je roven, uz musi byt tato mnozina bazi. K dukazu staci vzit
ve Steinitzové vété za M libovolnou bazi V,,. Podobné, pocet prvku kazdé
mnoziny generatoru prostoru V,, je vétsi nebo roven n, a pokud je roven,
uz musi byt tato mnozina bazi. To opét plyne ze Steinitzovy véty, pokud
vezmeme libovolnou bazi V,, za N. Tedy baze jsou pravé nejvétsi linedrne
nezavislé mnoziny a pravé nejmensi mnoziny generatoru.

Dalsim dusledkem Steinitzovy véty je, ze kazdy podprostor W konec¢né
generovaného vektorového prostoru V,, je konecné generovany. Staci vzit ve
V,, libovolnou bézi {us, ..., u,} a ve W vSechny linedrné nezavislé mnoziny.
Ty jsou linearné nezavislé i jako podmnoziny V,,, a mohou mit tedy nanejvys
n prvka. Vyberme z nich néjakou {vy,...,vx} s maximalnim poctem prvku,
musi to byt jiz baze W, procez dim W = k < n. Navic lze libovolnou bazi W
doplnit na bazi V,,, podle Steinitzovy véty totiz (po eventuelnim precislovani)
mnozina {vy, ..., Uk, Ugi1,-- -, Uy} generuje V,, a jelikoz je n-prvkovd, je to
béaze V. Tedy libovolnou linearné nezavislou podmnozinu V,, 1ze doplnit na
bazi.

Uved'me si nyn{ nékolik pifkladi bazi a dimenzi podprostort, jimiz jsme
se dosud zabyvali.

1. Mnozina vektoru {ey,...,e,} aritmetického vektorového prostoru F”,
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kde

er = (1,0,0,...,0,0),
es = (0,1,0,...,0,0),

e, = (0,0,0,...,0,1),

se nazyva kanonicka baze. Tedy dim F" = n.
2. Mnozina matic {E;;,i € {1,...,n},j € {1,...,m}}, kde E;; je matice,
jejiz ij-ty element je 1 a ostatni 0, je baze prostoru M,,,(F) nad F

dimenze mn.

3. Mnozina {1,z,2?%, ...} je baze prostoru viech polynomu P(z,F) nad F.
Neni to tedy prostor konecné dimenze.

4. Mnozina {(1,0), (i,0),(0,1),(0,i)} je bdze prostoru C?> nad R. Tento
prostor mé tedy dimenzi 4, zatimco C? nad C m4 dimenzi 2.

Dalsi dulezité priklady uvidime v nasledujici prednasce, v niz se budeme
zabyvat vztahem dimenze a TeSeni soustavy linearnich rovnic.

Véta 4 (o dimenzi spojeni a priuniku). Necht V je vektorovy prostor a U, W
jsou dva jeho podprostory konecné dimenze. Pak

dimU +dimW =dimUNW +dimU Vv W

Diikaz. Prostor U N'W je podprostorem prostoru W a je tedy také konecné

dimenze. Zvolme v ném libovolnou bézi {vy,..., v}, tuto bézi lze doplnit
vektory uq,...,u, na bazi U a vektory wy,...,w, na bazi W. Ukazeme, Ze
mnozina M = {uy, ..., Up, V1, ..., 0, W1,..., Wy} je bdzl UV W.

Je ziejmé, ze M generuje U V W. Kazdy vektor v € U V W je souctem
néjakého vektoru v € U a néjakého vektoru w € W. Kazdy z nich je
linearni kombinaci prvku M a tedy i v je linearni kombinaci prvku M.
Predpokladejme nyni, ze

k
0= imui + Z S;V; + itzwz
=1 =1 =1
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Tedy vektor
I4 k q
u = —Znui = Zsivi + Ztiwi
i=1 i=1 i=1

je zaroven prvkem U a W, tedy prvkem jejich pruniku. Je proto mozné jej
vyjadrit jako u = Zle xv;. Pak ale

k
invi + imui =0
1=1 i=1
1=1

i=1

Jelikoz mnoziny {us, ..., up, v1,..., v} a{vy, ..., vk, w1,...,w,} jsou linedrné
nezavislé, musi byt v obou rovnostech vsechny koeficienty nulové. To ale zna-
manad, ze i mnozina M je linearné nezavisla.

Zkonstruovali jsme tedy z baze prostoru U N W baze prostoru U, W a
U vV W. Dokazovand rovnost plyne prostym dosazenim poctu prvku téchto
bazi: (p+k)+ (k+q) =k+(+k+q). O

Specialni pripad véty o dimenzi spojeni a pruniku nastava, pokud U N
W = 0. Pak mluvime misto o spojeni o direktnim souctu U & W podpro-
storii. Pokud U a W jsou dva podprostory V' takové, ze U W =V, tikame,
ze U je doplinkem W ve V. Stejné jako spojeni, i direktni soucet ma smysl
definovat i pro vice prostoru:

Definice 13. Necht V je vektorovy prostor, I indexovd mnozina a {W;|i €
I} systém podprostoru V' indexovany touto mmnozinou, piicemz pro kazdé
j € I plati W; N (\/i#j Wl) = 0. Pak nazveme \/,.; W; direktnim souctem
podprostort Wj, znacime @,_, Wi.

Véta 5. Necht V' je vektorovy prostor, I indexovd mnozZina, {W;|i € I}

systém podprostori V a @,.; Wi = V. Pak pro kaZdy vektor v € V existuge

koneénd mnozina J C I takova, Ze v lze zapsat jednoznacné jako ZjeJ wy,
kde w; € W; jsou nenulové vektory.
Diikaz. Existence pozadovaného zapisuv = > e Wj plyne z definice Vier Wi,

pricemz jisté muzeme vzit takovy zapis, v némz jsou vSechny vektory w;
nenulové. Pokud by existoval druhy takovy zdpis v = ), _, wj, pak 0 =



o1

. w; — w'), kde jsme dodefinovali w; = 0 proi € K\ J a w, = 0 pro
ZzGJUK( 2)7 J p 3 b
i€ J\K.Prokazdé j € JUK je

wj — wj = — Z (w; —w;) € W;N \/VV, ,
i€(JUK) iel
i#j i7j

coz je podle predpokladu nulovy podprostor, tudiz oba zapisy jsou totozné.
]

Véta o dimenzi spojeni a pruniku se zda byt podobna princip inkluze a
exkluze pro konecné mnoziny. Pokus zobecnit ji pro vice nez dva podprostory
ale selhavd (zkuste si sami): zddni nékdy klame. Plati alespon verze pro
(konecné) direktni soucty:

Véta 6. Necht Wi, ..., W), jsou podprostory V,, takové, Ze @le W; existuge.

Pak i .
Z dim W; = dim @ W,
=1 =1

Diikaz. Budeme postupovat matematickou indukei. Pro & = 2 tvrzeni plyne
z véty o dimenzi spojeni a pruniku. Predpokladejme tedy, ze plati pro k — 1.
Uvazujme podprostory Wy, ..., Wy takové, ze @le W; existuje. Pak

k
Vie{l,... .k}, W;n\/Wi=0
2
a tim padem také
k—1
Vie{l,....k—1}, W;n\/W;=0
=
Tedy @Y W, existuje a podle indukéntho predpokladu Y2¥!dim W, =
dim @f:ll W;. Protoze W, N @f:_f W; = 0, plyne z véty o dimenzi spojeni a

pruniku
k-1

k k
dim@VVi :dika+dim@W/,~ = ZdimVVi.
i=1

i=1 i=1
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Cviceni
1. (4) Rozhodnéte, zda dané mnoziny vektortu z R* jsou linedrné z4vislé
Ci nezavislé:
(a) (1,1,0,1), (2,1,0,3), (3,0,1,2)
(b) (2,1,3,2), (1,4,0,1), (5,3,1,0), (-1,9,7,9)
(¢) (1,3,0,2), (2,-1,1,0), (3,-5,2,-2)
(d) (1,2,0,1), (2,0,1,-2), (-1,1,2,1), (0,1,2,-1)

2. (4) Rozhodnéte, zda dané mnoziny vektoru z R? jsou linedrné zavislé
ci nezavislé:

(a) {(2.1,0), (4,1,2), (0,1,-4)}
(b) {(2,1,0), (-4-2,0)}

(c) {(1,2,1), (2,1.3)}

(d) {(1,2,1), (2,1,3), (0,0,0)}
(e) {(1,3.2), (2,1,3), (32,1)}
(f) {(1,0,1), (2,0,-1), (0,1,3)}

3. Necht M C C". Rozhodnéte, zda plati: M je linedrné nezdvisld jako
mnozina vektoru z C" nad C pravé kdyz je linearné nezavisla jako
mnozina vektoru z C™ nad R.

4. (3) Najdéte néjakou bazi prostoru S,(F) vsech symetrickych matic
stupné n a urcete jeho dimenzi.

5. (3) Najdéte néjakou bazi prostoru A, (F) vsech antisymetrickych matic
stupné n a urcete jeho dimenzi.

6. (3) Najdéte néjakou bazi prostoru P(z,F) vSech polynomu a dokazte,
ze nemd konecnou dimenzi. Jakou dimenzi ma jeho podprostor vSech
polynomu stupné nejvyse n?

7. (2) Ukazte, ze prostor vSech posloupnosti (a;)3°, spliujicich a, o =
ap+1+ a, pro vsechna n € N, je konecné generovany a urcete jeho bézi.

8. (3) Urcete bazi a dimenzi prostoru {(x,y,2) € R®|z +y + 2z = 0}.
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(3) Méjme mnozinu M vektortu v F", vytvorme z ni mnozinu N vektoru
v F"~™ tak, ze vynechdme u kazdého vektoru poslednich m slozek.
Dokazte, ze pokud je N linearné nezavisla, pak je M linearné nezavisla.

(3) Méjme mnozinu M vektortu v F", vytvoime z ni mnozinu N vektoru
v F"t™ tak, ze u kazdého vektoru zvolime poslednich m slozek libovolné.
Dokazte, ze pokud je M linedrné nezavisla, pak je N linearné nezavisla.

(3) Dokazte, ze pokud V' je direktnim souc¢tem svych podprostora Wy
a Wy, pak je mozné kazdy vektor z V napsat jednoznacéné jako soucet
vektoru z Wy a Ws. Ukazte déle, ze pokud je V' pouze spojenim W1V IVs,
ale nikoliv direktnim souctem, pak kazdy vektor z V' lze zapsat jako
soucet vektoru z Wy a Wy vice zpusoby.

(3) Necht M = {uy,...,u,} je baze vektorového prostoru V, oznacme
W; = (u;) pro vSechna i € {1,...,n}. Dokazte, ze pak V = @, W;.

(3) Dokazte, ze M, (F) = S, (F)® A, (F), tedy prostor vsech ¢tvercovych
matic stupné n je direktnim souctem prostoru vsech symetrickych a
prostoru vSech antisymetrickych matic. Ovéite platnost véty o dimenzi
spojeni a pruniku.

(3) Dokazte, ze M, (IF) je spojenim prostoru vsech hornich trojihelnikovych
matic a prostoru vSech dolnich trojihelnikovych matic, ale neni jejich
direktnim souc¢tem. Urcete prunik a ovérte platnost véty o dimenzi
spojeni a pruniku.

(1) Definujme fetézec vektorovych prostoru jako posloupnost (Vo, Vi, ..., Vi),
kde Vo = 0 a pro vSechna ¢ je V; vlastnim podprostorem V;,;. Délkou
fetézce nazveme cislo k. Dokazte, ze vektorovy prostor neni konecné
generovany pravé kdyz v ném existuje fetézec libovolné délky.

(2) Necht V je vektorovy prostor vSech redlnych posloupnosti {a;}°
a M C V je podmnozina vSech posloupnosti vyhovujicich pro n > 3
rekurentni relaci a,, = Aa,_1 + Ba,_»+ Ca,_3, kde A, B, C jsou realné
konstanty. Dokazte, ze M je vektorovy podprostor V' dimenze 3.

(2) Dokazte, ze prostor P(z,F) vsech polynomu nenf kone¢né dimenze.

(2) Dokazte, ze je-li {uy,ug,...u,} linedrné nezévislda mnozina ve vek-
torovém prostoru V nad T a r; € 7,1 < ¢ < k,1 < j < n, pak
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vektory s; = (11,72, ..., Tin) € T™ tvori linedrné nezavislou mnozinu
{s1, 82, ...s,} pravé kdyz je linedrné nezdvisld mnozina {vy, va, ..., vx},

kde V; = Z;’L:I TijUj eV.

(2) Necht V' je vektorovy prostor dimenze n, W <V, dimW =n — 1,
M je béze W, u € V. Dokazte, ze M U{u} je béze V prave kdyz u neni
prvkem W.

(3) Ve vektorovém prostoru R?® rozhodnéte, jestli je vektor (1,1,1)
prvkem ((1,2,1),(1,0,—1),(2,2,0)).

(3) Rozhodnéte, jestli je funkce cos 3x v linedrnim obalu mnoziny funkei
{1,sinz,sin® 7, sin® 2} (ve vektorovém prostoru vSech redlnych funkei
nad R)

(3) Rozhodnéte, jestli je funkce cos 2x v linedrnim obalu mnoziny funkei
{cos z,sin x,sin 2z} (ve vektorovém prostoru vsech realnych funkei nad
R)

(2) Necht pro podprostory Vi, V5 plati dim(V; V V,) = 1+dim(V;NV3).
Pak bud V; C V4, nebo V5 C V5. Dokazte.

Resent: 1. a) nezavislé, b)zavislé, c) zavislé, d)nezdvislé, 2. a)zdvislé, b)zavislé,
c)nezavislé, d)zdvislé, e)nezavislé, f)nezavislé.



Kapitola 5

Hodnost matice

Zakladni pocetni situace v linearni algebie je koneénd mnozina vektoru v
aritmetickém vektorovém prostoru. Chtéli bychom se naucit zjistit, jestli je
takovd mnozina linedrné nezavisla, jestli generuje néjaky vektorovy prostor,
urcovat dimenzi jejitho linedrniho obalu, piipadné z ni vybirat bazi ¢i ji na
béazi doplnovat. K tomu se nam jiz potieti v tomto kurzu budou hodit matice.
Pripomenme: nejprve jsme je zavedli pii studiu feSitelnosti soustav rovnic,
poté jsme jim vénovali druhy pohled jakozto samostatnym algebraickym ob-
jektum vybavenym néjakymi operacemi.

Jako drobnou pifpravu si uved me nasledujici lemma, které k4, co se dgje
s konec¢nou skupinou vektoru, pokud na ni aplikujeme ,,elementarni transfor-
maci®.

Lemma 9. Necht My = (v1,...,v,) je skupina vektori ve vektorovém pro-
storu V nad F, j ke {l,...,p}, j#k, r,s €F, r#0. Oznacme

My = (v1, ..., Vk—1, TVk; V1, - - -, Up)

MQ = (’01, ey U1, Vg + SV, Uk41, - - - ,Up)
Pak plati, ze (My) = (M) = (Ms). Ddle plati, Ze My je linedrné nezdvisld,
praveé kdyz je linearné nezdavisla M,y a prdveé kdyz je linedrné nezdvisla M.

Diikaz. Dokazeme tvrzeni pouze pro M,, pripad M; je zcela analogicky a

vlastné jednodussi. Pokud v € (M), pak existuji r; € F, ze v = > 7, rv;.

Pro pohodli predpokladejme k < j. Pak lze v zapsat také jako

k-1 p
v = E iV + (v + Sv;) E riv; + (rj — sr)v; + E T,
i=1 i=k+1 i=j+1

95



56 KAPITOLA 5. HODNOST MATICE

tedy v € (M,). Naopak pokud v € (M), pak existuji s; € F takova, ze

k—1 p
v = g siU; + sp(vg + sv;) + E S,
i=1 i=k+1

muzeme prepisem ziskat

J—1 p
v = E $iV; + (ks + 8;)v; + E SiU;,
i=1 i=j+1

¢ili v € (Mp). Tim jsme dokdzali obé inkluze (My) C (M) i (M) C (M) a
tim padem rovnost obou mnozin.

Podobné ovéfime, ze se zachovava linedrni (ne)zévislost. Pokud M, je
linedrné nezavisld a Y »_, rv; = 0, pak musi byt v linedrn{ kombinaci

k—1 Jj—1 P
g i0; + (v + Sv;) + g riv; + (rj — sri)v; + g TV,
i=1 i=k+1 i=j+1

prvku My vSechny koeficienty nulové. To ale znamend r; = 0, pokud i neni
k ani j, ddle r, = 0, a diky tomu r; = r; — srp, = 0. Tedy linearni kombi-
nace » &, r;v; musi byt trividlni, a tedy M, je linedrné nezdvisld. Stejnym
zpusobem lze ovérit opacnou implikaci. n

7 lemmatu jednoduse plyne i zachovavani dalsich vlastnosti, jmenovité
dimenze a vlastnosti ,byti bazi V. Z nasledujici definice hned vidime, k
¢emu se nam lemma bude hodit:

Definice 14. Necht A € M,,,(F) je matice. Jejim fddkovym podprosto-
rem R 4 rozumime linearni obal skupiny vsech m tadku matice A, chapanych
jako vektory ve vektorovém prostoru F”. Sloupcovy podprostor S, matice
A je linearni obal skupiny vSech n sloupcu matice A, chapanych jako prvky
F™. Definujeme hodnost h(A) matice A jakozto dimenzi prostoru R 4.

Predchozi lemma tedy tika, ze elementarnimi upravami matice se za-
chovava tadkovy prostor a tedy i hodnost matice. Tim padem také vime,
jak hodnost matice spocitat. Staci matici prevést do odstupnovaného tvaru,
v ném uz je skupina vsech nenulovych fadku linedrné nezéavisla (rozmyslete
si pro¢). Hodnost (puvodni i upravené) matice je potom rovna po¢tu nenu-
lovych radku v matici v odstupnovaném tvaru.
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Muzeme postupovat i opacné: chceme-li zjistit linearni nezavislost, di-
menzi linearntho obalu apod. pro skupinu vektoru z aritmetického vekto-
rového prostoru, sestavime matici, ktera bude mit tyto vektory jako radky,
a urcime jeji hodnost.

Priklad. Urceme dimenzi linedrntho obalu mnoziny {(3,—-6,1,—-1),(1,-2,3,1),
(—2,4,0,1), (0,0,2,1)} v R%. Upravou vhodné matice

1 -2 3 1 1 -2 3 1 1 -2 3 1
3 6 1 —1 0 0 -8 —4 0 0 -8 —4
2 40 1] 71o o 6 3|7 lo o o o
0 02 1 o 0 2 1 0 0 0 0

zjistujeme, Ze dimenze je 2. Pfi ipravé muZeme vynechat nulové iadky, tim
se linearni obal ani dimenze nezméni.

Definice 15. Nechf A € M,,,(F) je matice. Pak matici AT € M,,,(F), jejiz
17-ty element je definovan vztahem ag; := a;;, hazveme matici transpono-
vanou k A. Pokud F = C a 7 oznacuje komplexné sdruzené ¢islo k r € C,
pak matice A* € M,,,(F), kde ij-ty element je aj; := a;;, nazveme matici

hermitovsky sdruzenou k A.

Matici transponovanou tedy ziskame prostym preklopenim podle dia-
gonaly, takze z i-tého fadku v A se stane i-ty sloupec v AT. Hermitovské
sdruzeni je transpozice nasledovana komplexnim sdruzenim.

Véta 7. Nechf A € Myn(R), B € My,(C), pak h(A) = h(AT), h(B) =
h(B*).

Tvrzeni h(A) = h(AT) vlastné Fikd, ze dimenze fddkového a sloupcového
prostoru A je stejna. To je zajimavé, protoze jsou to podprostory ve dvou
obecné ruznych aritmetickych vektorovych prostorech, R™ a R™! Vétu bychom
mohli dokazat ovérenim, ze ackoli se pti fadkovych tipravach matice méni jeji
sloupcovy prostor, jeho dimenze se zachovava. Podobnym postupem bychom
dokdzaliih(B) = h(B™). My ale dukaz odlozime az na dobu, kdy budeme mit
definovany pojmy linearniho zobrazeni a skalarniho soucinu, které dodaji no-
vou interpretaci hodnosti matice a transponované matici. Dikaz vyuzivajici
tuto interpretaci je prehlednéjsi a jistym zpusobem v sobé lépe nese smysl
dokazovaného tvrzeni.

Kritérium fesitelnosti soustavy rovnic je mozné elegantné vyjadrit pomoci
hodnosti matice. Vysledné tvrzeni veslo ve zndmost jako Frobeniova véta.
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Véta 8. Necht A € M,,,,(F) je matice, b € F™ vektor pravijch stran. Soustava
rovnic Az = b md reSend, pravé kdyz h(A) = h(A|b).

Dikaz. PrepiSme soustavu rovnic nasledovneé:

an a2 Q1n b
ag1 a22 Q2n by
1 + ) Tog+ ...+ . Tp = . ;
am1 Am2 Amn, bm
Splnit tuto rovnost néjakymi hodnotami 1, . .., z, je totéz jako najit linearni

kombinaci sloupcu matice A, ktera se rovna vektoru b € F™. To je mozné
pravé tehdy, kdyz vektor b nélezi do sloupcového prostoru matice A, tedy
kdyz jeho pridani ke sloupcim A nezvysi dimenzi jimi generovaného prostoru.
Dimenze sloupcového prostoru je podle predchozi véty rovna dimenzi pro-
storu fadkového. Jinymi slovy, hodnost matice soustavy a rozsifené matice
soustavy museji byt stejné. O]

Pomoci hodnosti je mozné také popsat velikost mnoziny reSeni. Za¢néme
nejprve soustavami homogennimi:

Véta 9. Necht A € M,,,(F) je matice. Resenim homogenni soustavy rovnic
Az =0 s matici A je vektorovy podprostor v F" dimenze n — h(A).

Diikaz. Uz jsme zminovali, ze mnozina feSeni homogenni soustavy rovnic
je podprostor F". Upravme matici A na redukovany odstupnovany tvar, z
néjz vynechdame vsechny nulové tadky. Pocet nenulovych radku se rovnd
p = h(A), tedy existuje pravé ¢ := n — h(A) nepivotnich sloupcu. Pro
prehlednost muzeme preusporadat neznamé tak, aby pivotnimi sloupci byly

sloupce 1,...,p. Upravend matice pak ma tvar
10 ... 0 Ci1 Ci2 ... Ciq
01

0 Co1 Co2 ... Cyq

00 ... 1 ¢ C2 ... Cpg
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¢imz jsme definovali matici C' € M,,,(F). Mnozina vektoru

M = {(_Clly —C21,y ...y — Cpl, ]_,O, e ,0)
(-Cu, —C22, ..., — Cpg, O, 1, e ,O)
(—c1gs —Cagy - -y — Cpg, 0,0,...,1)}
je linedrné nezavisla a kazdy jeji vektor je feSenfm soustavy rovnic. Necht
(x1,...,2,) je libovolné Feseni soustavy, oznacme jeho poslednich ¢ slozek
T1,...,7q. Dosazenim do vSech rovnic soustavy zjistime, Ze pro vSechna i €

{1,...,p} wz musi byt x; = —39_, ¢;jr;. Vznikly vektor feseni

q q q
— E Cle‘j,— E ng’f‘j,...,— E ijTj,Tl,...,Tq s

j=1 j=1 j=1

je linedrni kombinaci vektoru z M s koeficienty 74, ..., r,. Kazdé feSeni sou-
stavy Az = 0 je tedy v linedrnim obalu mnoziny M, proto je M bézi prostoru
feseni a ¢ = n — h(A) je dimenze tohoto prostoru. O

Napristé tedy budeme feseni homogenni soustavy rovnic vyjadiovat po-
moci baze prostoru feseni. Ve skutecnosti je to jen drobnd modifikace zapisu
pomoci parametriu. Kdyz se podivame na ptiklad soustavy rovnic z prvni
prednésky a odmyslime si pravou stranu (pokud je nulové, zustane nulovéa i po
vsech fadkovych upravéch), dostaneme matici v redukovaném odstupnovaném
tvaru

10 -2 -2 0 -3

01 3 —-10 =3

00 0 01 =2
Musime se prenést pres drobnou kosmetickou vadu, Ze pivotni sloupce nejsou
na prvnich tfech mistech, presto ale snadno identifikujeme matici C' z dukazu

-2 -2 =3
3 -1 =3
0 0 -2

a napiSeme bazové vektory prostoru reseni:
u=(2,-3,1,0,0,0),
v=(2, 1,0,1,0,0),
w=(3, 3,0,0,2,1)
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Libovolné feseni ma tedy tvar linearni kombinace ru+ sv+tw, kde r, s,t € R.
Kdyz tuto linedrni kombinaci zapiseme jako jeden vektor zavisly na r,s,t,
vidime, ze
(25 + 2r 4+ 3t,—3s +r + 3t,r, s, 2t,t)
je praveé tvar feseni, ktery bychom dostali puvodni metodou s parametry.
Zbyva nam popsat feseni soustav nehomogennich:

Véta 10. Necht Ax = b je soustava rovnic s matici A € M,,,(F) a vekto-

rem pravych stran b € F™. Necht ¥ = (2F,..., 20) je libovolné Fesent této
soustavy. Pak pro libovolné teseni © = (x1,...,x,) soustavy Ax = b exis-
tuje reseni v = (... ) homogenni soustavy se stejnou matici Ax = 0

takové, ze x = x¥ + 2f.

Diikaz. Pokud Axz" =ba Ax = b, potom A(z —2F) =0, tedy 2 =z — ¥
je feSenim homogenni rovnice. O]

Znamena to tedy, ze staci najit jediné libovolné feseni nehomogenni sou-
stavy rovnic (tzv. partikuldrni feseni) a to ndm spolu s obecnym Fesenim
homogenni soustavy da vSechna feSeni soustavy nehomogenni. Vyslednou
mnozinu feSeni soustavy Axr = b pak budeme obvykle zapisovat ve tvaru
¥ + (v1,...,v,), kde {v1,...,v,} je bdze prostoru feseni Ar = 0. Parti-
kularni feseni nejpohodlnéji najdeme tak, ze dosadime za vSechny neznamé
na nepivotnich sloupcich nuly. Konkrétné pokud soustava rovnic vede na
odstupnovany tvar

10 ... 0 Ci1 C12 ... Ciq ,1
0 1 0 Co1 Co2 ... Cyq b,Q
00 ... 1 ¢ o - by
pak jeji partikularni feseni je (b,...,0,,0...,0). Pro soustavu z prvni prednéasky

to znamena, ze obecné teseni je
(9,2,0,0,4,0) 4+ ((2,-3,1,0,0,0),(2,1,0,1,0,0),(3,3,0,0,2,1)),
coz opét muzeme srovnat se zapisem pomoci parametru.

Véta 11. Necht A € M, (F), B € M,,(F) jsou matice. Pak h(AB) <
min(h(A), h(B)).
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Diukaz. Sloupce matice AB jsou lingérm' kombinaci sloupcu matice A, tedy
Sap < Sa a tedy h(AB) < h(A). Radky AB jsou zase linearni kombinaci
radku B, takze i h(AB) < h(B). ]

Véta 12. Necht A € M, (F) je ctvercovd matice. Pak A je requldrni prdve
kdyz h(A) =

Diikaz. Mnozina sloupcu jednotkové matice F, je bazi F". Pokud A je re-
guldrni, pak ma inverzni matici A=!, A='A = E,,. Podle piedchozi véty tedy
n = h(E,) = h(A7'A) < min(h(A), h(A™"). Radkové prostory matic A a
A~ jsou podprostory F", tedy také h(A) < n, h(A™!) < n. Mus{ byt tedy
h(A) = h(A™Y) =n.

Pokud naopak h(A) = n, pak fadky A tvoii bazi F”. Ozna¢me tyto radky
po tadé ay,...,a,. Pro libovolny fadek e; matice E,, i € {1,...,n} tedy

existuji ¢isla b;;, j € {1,...,n}, ze e; je linedrni kombinaci vektoru a; s
koeficienty b;;, cili e; = 2?21 b;ja;. Pak ale matice B spliiuje vztah BA = E
a podle definice je inverzni matici regularni matice A. ]

Véta 13. Necht A € M,,,,(F) je libovolnd matice, B € M, (F), C € M,,(FF)
jsou reguldarni matice. Pak h(BAC) = h(A).

Diikaz. Plati h(BAC) < min(h(B), h(A), (C’)) min(n, h(A),m) =

h(A) a
také h(A) = h(B~'BACC™) < min(h(B~), h(BAC), h(C~)) = h(BAC).

]

Cviceni

1. (4) Zjistéte, zda je mnozina {(1,—1,1,2),(1,8,7,-7),(1,2,3,—1), (1,5, 5,

linedrné nezavisla, pifpadné ji dopliite na bazi celého R*.

2. (4) Zjistéte, zda je mnozina {(0, —4, 3, 3), (8,1, 3,-3),(1,0,0,7),(1,3,4,8)}

linedrné nezavisla, pifpadné ji dopliite na bazi celého R,

3. Zjistéte, zda je mnozina {(2,1, —1,2,—1), (-4, 3,2,—1,1), (3,5, =2, 1,
(2,2,-1,3,-1), (—1,2,3,1,3)} linedrné nezavisla, pripadné ji dopliite
na bazi celého R?,

4. (4) Zjistéte, zda je mnozina {(1+4,1—4,1414), (1—¢,1+34,i—1), (1, 1+
i,7)} linedrné nezdvisld, pripadné ji dopliite na bézi celého C3.

—2),

—4)}



62

10.

11.

12.
13.

14.

15.

16.

KAPITOLA 5. HODNOST MATICE

(3) Pro kterd a € R je mnozina {(a,—4,-1),(4,—6,—-3),(1,1,—a)}
linearné nezavisla? Urcete dimenzi jejiho linedarniho obalu v zavislosti
na a.

(3) Pro kterd a € R je mnozina {(7,a,—1),(—4,8,-3),(2a,1,—4)}
linearné nezavisla? Urcete dimenzi jejiho linedarniho obalu v zavislosti
na a.

. ajdéte bazi ,1,—=3,4),(2,2,2,2), (1, -1, 3, C RR*, obsahujici
3) Najdéte bazi ((0,1,—-3,4),(2,2,2,2),(1,—1,3,7 R*, obsahujici

vektor (1,4, —4,—1).

(3) Necht V; = ((1,0,2,-3),(3,2,1,-5),(—=1,2,1,-2)), Vo = {(=3,0,2,0))
jsou podprostory R*. Uréete dimenzi V; N V5.

(3) Najdéte dimenze prostora V., W, VAW, VVW C R v zavislosti na
parametru A, kde V' = ((3,—-1,-2,2,1), (1,4,0,1,—1), (A, 6,—4,6,0)),
W = ((1,-3,2,-3,0), (0,0,0,1,1)).

(3) Z vektoru (1,0,2,-3),(3,2,1,-5),(—1,2,1,-2),(-3,0,2,0) vy-
berte linearné nezavislou mnozinu a vyjadiete ostatni vektory jako
linearni kombinace prvku této linedrné nezavislé mnoziny.

(3) Necht
Vi =((1,3,0,2),(2,0,1,3),(5,—3,3,1))
Vo =1((3,-3,2,-2),(3,3,1,5),(2,0,1,1))
jsou podprostory R*. Uréete dimenzi Vi N Va.
(3) Vyberte viechny baze R? z mnoziny {(1,2,3), (2, 3,4), (3,2, 3), (4,3,4),(1,1,1)}.

(3) Najdéte dimenzi prostoru ({(1,1,1,a),(1,1,a,1),(1,a,1,1),(a,1,1,1)} C
R* v z4vislosti na parametru a € R.

(3) Dokazte, ze mnozina {(xy, 2, x3,74) € Rz + 29 = 0A 29 — 214 =
0} je podprostor R* a urcete jeho dimenzi.

(3) Vyberte z mnoziny {(1,0,1),(3,2,1),(1,2,3),(1,0,—2)} néjakou

bazi R? a vyjadiete zbylé vektory jako linedrni kombinaci vektort baze.

(3) Z mnoziny vektori {(5,7, —1,3), (1, —3,8,2), (9,17, —10,4), (—2,6, —16, —4)}
v R* vyberte néjakou bézi jejtho linedrnfho obalu.
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(3) Pro kterd a € R je {(3,1,1,4), (a,4,10,1),(1,7,17,3),(2,2,4,3)}
linearné nezavisla mnozina?

(3) Prokterda € Rje {(1,a,—1,2),(2,—1,a,5), (1,10, —6, 1)} linedrné
nezavisld mnozina?

(1) Méjme mnozinu vektoru {(a;1,...,ay) € T" i =1,...,s < n}.
Dokazte, ze pokud pro v8echna j plati |a;;| > Zle’i# la;;|, pak je tato
mnozina linedrné nezavisla.

(2) Necht A, B jsou dvé ¢tvercové matice fddu n. Plati h(AB) =
h(BA)? Zduvodnéte.

(2) Dokazte, ze ¢tvercova matice A je singuldrni, pravé kdyz existuje
nenulova ¢tvercova matice B spliujici AB = 0.

(2) Necht A je ¢tvercovd matice. Rozhodnéte, zda plati: A je singuldrni
& (In e N) (A" = 0). Odpoved zduvodnéte.

(2) O soustavé fekneme, Ze je fesitelnd, pokud mé alespon jedno feseni.
Necht A je étvercovd matice stupné n, B je reguldrni matice stupné n.
Rozhodnéte, které z nésledujicich vyroku plati:
(a) (A|b) je Tesitelnd = (BA|b) je Fesitelnd
(b) (A|b) je Tesitelnd = (AB|b) je Fesitelna
(c) (AB|b) je tesitelna = (A[b) je Tesitelna
(d) (BAb) je tesitelnd = (A[b) je Fesitelna
) 7

(e

Odpovéd zduvodnéte.

adny z predchozich vyroku neplati

(4) Urcete hodnost matice

123 45
234 51
345 1 2
1 35 12 9
4 56 =3 3

Urcete také hodnost matice transponované a ovéite, ze se rovnaji.
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(4) Urcete hodnost matice

1 -2 2 1
2 -1 1 2
4 -5 1 1

Urcete také hodnost matice transponované a ovérte, ze se rovnaji.

(3) V zavislosti na a € R urcete hodnost matice

—_

N = Q W

N~ &~ =
—

N N e

[SUIGCIITNN

Urcete také hodnost matice transponované a ovérte, Ze se rovnaji.

(1) Urcete hodnost matice v zdvislosti na parametrech

a b c d
b —a d —c
c —d —a b
d c —b —a

(2) Dokazte, ze pro libovolné dvé matice A, B € M,,,(F) plati h(A +
B) < h(A) + h(B).

(2) Necht Az = b je soustava linedrnich rovnic, majic{ alespon jedno
feseni. Urcete nutnou a postacujici podminku, aby proménna z; méla
hodnotu nula v kazdém teseni této soustavy a dokazte.

(2) Necht Az = b je soustava linedrnich rovnic, majici alespon jedno
feseni. Urcete nutnou a postacujici podminku, aby proménna z; méla
stejnou hodnotu v kazdém teSeni této soustavy a dokazte.

(1) Urcete vektor (a, b, c) tak, aby byl ndsobkem néjakého feseni sou-
stavy rovnic
dr —2y+2z=a
20 4+2z=0
—r+yt+z=c
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(1) Dokazte, ze pro libovolnou homogenni soustavu rovnic, jejiz koefi-
cienty jsou raciondlni ¢isla, 1ze sestavit bazi prostoru feseni, v niz kazda
slozka kazdého vektoru je celé ¢islo.

(2) Dokoncete dukaz lemmatu 9.

(3) Najdeéte priklady singularnich matic, pro které plati v tvrzeni véty
11 rovnost a naopak ostra nerovnost.

(3) Dokazte, ze pokud B je regularni a A ¢tvercova matice, pak h(AB)
h(BA).

(3) Dokazte, ze pokud je matice singuldrni, pak nemd inverzni matici.
(2) Vzhledem k parametrum a, b, ¢ najdéte obecné reseni soustavy

ar+y—+z=a
r+by+z=0>
r+y+cz=c
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Kapitola 6

Linearni zobrazeni

Objekty, které v matematice studujeme, mivaji obvykle podobu mnoziny s
néjakou strukturou. Grupa a vektorovy prostor jsou jen dva z mnoha piikladu
takovych objektu. Dalsim krokem je podivat se na zobrazeni mezi dvéma
mnozinami, kterd zadanou strukturu respektuji. Takovym zobrazenim rikame
morfizmy nebo nékdy homomorfizmy. V pripadé vektorovych prostori se
pouziva také pojem linearni zobrazeni. Divame-li se na vektorovy prostor
geometricky, napiiklad na R? jako na rovinu, pak mé fada linedrnich zob-
razeni jednoduchou geometrickou interpretaci a naopak, zobrazeni s jedno-
duchou geometrickou interpretaci byvaji ¢asto linearni zobrazeni. Naptiklad
otoceni vektoru v roviné o thel a, osovd soumérnost podle primky, kolmé
projekce na piimku, sttedova soumérnost nebo nasobeni vektoru ¢islem jsou
vSechno linedrni zobrazeni. Na linearnich zobrazenich nas budou zajimat
takové otazky, jako naptiklad kterym vektorum prirazuji nulu, jak vypada
obecny vektor v obrazu zobrazeni, jak se zobrazeni skladaji, jakym zpusobem
jsou jednoznacné definovana a jak vypadaji v soutradnicich.

6.1 Zakladni vlastnosti homomorfizmu
Definice 16. Necht V' a V' jsou dva vektorové prostory nad F. Zobrazeni
f 'V — V’/ nazveme linearnim zobrazenim, nebo téz homomorfizmem, pokud

Yu,v € V a Vr € F spliuje podminky

flutv) = f(u)+ f(v)
flru) =rf(u)

67
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Lemma 10. Necht V a V' jsou dva vektorové prostory nad F. Zobrazent
f V= V' je homomorfizmus, prave kdyz Yu,v € V a Vr,s € F plati

flru+sv) =rf(u)+ sf(v).

Diikaz. Podobné slouc¢eni dvou podminek do jedné jsme vidéli uz v pripadé
definice podprostoru a dukaz zde je zcela analogicky. O

Zéakladnim piikladem homomorfizmu je zobrazeni f : F* — F™ urcené
matici A € M,,,(F), které vektoru x € F", chdpanému jako matice o je-
diném sloupci, ptirazuje vektor Az € F™. Linearita zobrazeni snadno plyne
z vlastnosti maticového nasobeni. Zobrazeni f4 vlastné pfifazuje n-tici cisel
x linedarni kombinaci sloupcu matice A s koeficienty z;:

x
T 11 Q12 A1n
2
21 22 Q2n
I3 > . T+ . To+ ...+ . Ty
Am1 Am2 Amn
T

Definice 17. Necht V a V' jsou dva vektorové prostorynad Fa f : V — V' je
homomorfizmus. Jadrem f se nazyvd mnozina Ker f := {u € V| f(u) = 0},
obrazem f je mnozina Im f := {u' € V'|Fu € V, f(u) = u'}.

Jadro homomorfizmu f je podmnozina v prostoru V', ve skute¢nosti je to
podprostor. To ovéfime snadno: pokud w,v € Ker f a r;s € F, pak f(ru +
sv) =rf(u)+sf(v) =r0+s0 =0, tedy ru+ sv € Ker f. Obraz Im f je zase
existuji u,v € V, pro néz f(u) = v’ a f(v) = v'. Potom ale f(ru+ sv) =
rf(u) + sf(v) =ru + sv', tedy i rv’ + sv’ € Im f.

Definice 18. Dimenzi Im f < V'’ nazyvame hodnosti h(f) zobrazeni f,
dimenzi Ker f < V' budeme fikat nulita n(f) homomorfizmu f.

Obrazem homomorfizmu f4 je pravé mnozina vsech linearnich kombinaci
sloupct matice A, jinymi slovy jeji sloupcovy podprostor S4. Hodnost fa
je potom dimS, = h(AT). Protoze vime, ze h(A) = h(AT), je hodnost
zobrazeni h(f4) rovna hodnosti h(A) prislusné matice.

Jadro linearniho zobrazeni f4 je mnozina vSech x € F", pro néz Azr =
0, cili mnozina feSeni homogenni soustavy rovnic s matici A, kterou jsme
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oznacovali 4. Resfme-li homogenn{ soustavu rovnic, snazime se vlastné po-
psat podprostor Ker f4 jako linedrni obal néjaké mnoziny vektori. Resfme-li
rovnici nehomogenni, Ar = b, snazime se vlastné zjistit, zda vektor b €
F™ patii do Im f4, a pokud ano, jaka je jeho mnozina vzoru. Poznatek
yfeseni nehomogenni soustavy je feseni homogenni plus partikuldrni tfeseni
nehomogenni“ z konce minulé kapitoly vlastné znamenad, ze stac¢i najit je-
den vzor a vSechny ostatni se od néj lisi prictenim néjakého prvku Ker f4.
Podle toho, co jsme v minulé kapitole dokazali o feSeni soustav rovnic, je
n(fa) = dimKer f4 =n — h(A) a h(fa) = dimIm f4 = h(A), celkové tedy
n(fa) + h(fa) = dimKer f4 + dimIm f4 = n. Toto tvrzeni plati obecnéji a
iikd se mu véta o dimenzi jadra a obrazu:

Véta 14. Necht f:V,, — V je homomorfizmus. Pak
dimKer f +dimIm f =n

Diikaz. Necht {uy, ..., u;} je bdze Ker f (pFipoustime i k = 0, tedy prdzdnou

mnozinu), doplime ji na bazi {us, ..., u,} celého V,,. Oznaé¢me W = (ujy1, ..., up),
pak Ker f@W =V, (presvédcte se sami!), tedy dim Ker f+dim W = n podle

véty o dimenzi spojeni a pruniku. Ukazeme, ze N’ = {f(ugs1),..., f(un)}

je baze Im f. Kazdy vektor v/ € Im f je obrazem néjakého vektoru u € 'V,

v homomorfizmu f, a protoze existuji ¢isla r; takova, ze u = Y . | riu;,
dostavame

u' = f(u)=f (Z Ti“i) = Zrif(ui) = Z rif (wi),
i=1 i=1 i=k+1

kde jsme vyuzili toho, ze f(u;) = 0 pro i € {1,...,k}. Tedy N’ generuje
Im f.

Pokud pro néjaka cisla s;, @ € {k+1,...,n} platf 37", | sif(u;) = 0,
pak vektor u = >, 1 Siu; patti do Ker f. Patif ale zdroven do W, a protoze

Ker f N W = 0, musi to byt nulovy vektor. Protoze mnozina {41, ..., u,}
je linedrné nezavisld, jsou vsechny koeficienty s; = 0,7 € {k+1,...,n}. To
ale znamend, ze mnozina N’ je linearné nezavisla. Je to tedy béze Im f, tedy
dimIm f = dim W a jsme hotovi. [

Definice 19. Homomorfizmus, ktery je prosty, nazyvame monomorfizmem,
pro homomorfizmus, ktery je ,na“, budeme uzivat pojem epimorfizmus.
Vzajemné jednozna¢ny homomorfizmus, tedy linedrni zobrazeni, které je zaroven
mono- a epimorfizmem, se nazyva izomorfizmus.
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Ze je zobrazeni f : V — V' na“ (nebo téz surjektivni) znamend, ze
Im f = V', coz ndm déva charakterizaci epimorfizmu pomoci obrazu. Mo-
nomorfizmy je zase mozné charakterizovat podminkou na jadro Ker f = 0.
Pokud totiz f je prosté, pak nulovy vektor z V' muze mit pouze jeden vzor, a
tim je nulovy vektor z V, ¢ili Ker f = 0. Naopak, pokud Ker f = 0 a pro dva
vektory u,v € V plati f(u) = f(v), pak f(u —v) =0 a tedy u —v € Ker f,
¢ili u — v = 0. Oveérili jsme tedy, ze kdykoli f(u) = f(v), musi uz byt u = v,
coz neni nic jiného, nez ze f je prosté.

7 véty o dimenzi jadra a obrazu pak plynou dalsi skutec¢nosti, platné v
piipadé zobrazeni na prostorech koneéné dimenze. Pokud f : V,, — V' je
monomorfizmus, pak n = dimIm f + dim Ker f = dim Im f. Odtud ziskame
nasledujici vlastnost izomorfizmu:

Véta 15. Necht f:V, — V' je izomorfizmus. Pak dimV,, = dim V.

Diikaz. Protoze f je monomorfizmus na V,,, mame dimIm f = n. Je to také
epimorfizmus, tedy Im f = V'. Tedy dim V' = n. O

Pokud mezi dvéma prostory existuje izomorfizmus, fikame, ze jsou izo-
morfni. Véta iika, ze jsou-li dva prostory, z nichz jeden je konecné dimenze,
izomorfni, pak maji stejnou dimenzi. Plati i opacna implikace, k jejimu
dikazu ale budeme potiebovat zkonstruovat pro libovolné dva vektorové pro-
story stejné dimenze izomorfizmus mezi nimi. K tomu je nutné zavést pojem
soufadnic, coz uc¢inime jesté v této kapitole.

Zobrazeni, jehoz zdrojovy i cilovy prostor jsou stejné, f : V. — V., se
nazyva endomorfizmus. Pokud je endomorfizmus zaroven izomorfizmem,
fikdme mu automorfizmus. Vsimnéte si, ze z véty o dimenzi jadra a obrazu
plyne, ze pokud je V konecné dimenze, pak staci, aby byl endomorfizmus
jednim z dvojice monomorfizmus, epimorfizmus, a automaticky uz musi byt
i tim druhym z dvojice, a tedy také automorfizmem. Prostory nekonecné
dimenze tuto vlastnost ale nemaji, zkuste najit protipiiklad!

Uved'me si nékolik dalsich ptikladi homomorfizmu vektorovych prostort:

1. Pro A € M,,,(F) je fa monomorfizmus, pravé kdyz A mé linedarné
nezavislé sloupce, tedy h(A) = n. Je to epimorfizmus, pravé kdyz
sloupce generuji celé F™ tedy h(A) = m. Tedy fa je izomorfizmem,
prave kdyz A je ¢tvercova matice hodnosti n = m, ¢ili regularni matice.

2. V=V'=F3 P:(a,as,a3) — (a1,as,0). Toto zobrazen{ se vyznacuje
vlastnosti P? = P, coz je vlastnost charakterizujici projekce. Geome-
tricky odpovidaji projekce zobrazenim V na podprostor ve V' danym
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néjakym geometrickym prumétem. Je to epimorfizmus, neni to mono-

morfizmus.
3. Inkluze F" C F™, n < m definuje monomorfizmus i : (xy,...,2,) —
(x1,...,2,,0...,0), ktery neni epimorfizmem.

4. V = { mnozina vSech konvergentnich posloupnosti }, V' = R. Zobra-
zeni limita lim : V' — R je epimorfizmus, ktery neni monomorfizmem.

5. V = R se standardnimi operacemi a V' = R™ s operacemi & a ®, kde
udv = uv ar@u = u" jsou vektorové prostory nad R. Pak exp : u — e*
je jejich izomorfizmus.

6. V=C(—00,0), V' =R. E,: f— f(a) je epimorfizmus.

7.V = P(x,F) = V!, D™ . f — £ je endomorfizmus, ktery je epi-
morfizmem, ale neni monomorfizmem: jeho jadrem je mnozina poly-
nomu stupné mensiho nez n. Vidime, ze na prostorech nekonecné di-
menze existuji endomorfizmy, které jsou epimorfizmem, ale ne mono-
morfizmem.

8. V = L(a,b) (mnozina vsech funkei na intervalu (a,b), které maji pres
tento interval konecny integral), V' = R, Iy @ f — fabf(m)dx je
homomorfizmus.

Nasledujici véta tikd, ze libovolné zobrazeni baze vektorového prostoru do
jiného prostoru lze jednoznacéné rozsitit na linearni, jinymi slovy, ze homo-
morfizmus je jednozna¢né uréen svymi hodnotami na néjaké bazi.

Véta 16. Necht V a V' jsou dva vektorové prostory nad F, M je bdze V
a F: M — V' je zobrazeni. Pak ezistuje prdavé jedno linedrni zobrazeni

f:V = V' takové, ze Yu € M, f(u) = F(u).

Dukaz. Dokazeme pouze pro V prostor konecné dimenze, pak lze psat M =
{u1,...,u,} (obecny dukaz vyzaduje jen o trochu komplikovanéjsi zapis).
Libovolny vektor v € V' 1ze zapsat jako v = Y ., r;u;. Definujeme pak f(v) =
Yo riF(u;). Je ziejmé, ze takto definované f je linedrni zobrazeni. Tim
je dokazéana existence, zbyva jednoznacnost. Pokud by existovalo linedarni
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zobrazeni g takové, ze Yu € M, g(u) = F(u), pak pro libovolny vektor
v =73 " ru; mime

g(v) =g (Z Tiui) = Zﬁ'g(uz‘) = ZTZF(UZ) = f(v),

i=1 i=1 i=1
tedy musi byt g = f. O]

Jako cviceni si muzete zkusit zjistit a dokdzat, co plyne pro homomor-
fizmus f z toho, Ze skupina vektoru F(M) je linearné nezavisla, pripadné
generuje V', pripadné je bazi V'. Také si rozmyslete, co se stane, kdyz M
bude linearné nezavisla, ale nebude bazi V', ptipadné kdyz M bude linedrné
zavisla. Jako jednoduché cviceni ponechavame i diukaz nasledujictho lem-
matu:

Lemma 11. Necht V,W jsou dva vektorové prostory nad F, f:V — W je
izomorfizmus a M skupina vektori ve V. Pak M je linedrné nezdvisld, prdavé
kdyz f(M) je linedrné nezdvislda, a M generuje V', pravé kdyz f(M) generuge
W.

6.2 Operace s homomorfizmy

Necht V', W jsou dva vektorové prostory nad F. Oznacme Hom(V, W) mnozinu
vech homomorfizmu z V' do W a End(V') mnozinu vsech endomorfizmu pro-
storu V', tedy End(V) = Hom(V,V). Na mnoziné Hom(V, W) médme defi-
novano séitani homomorfizmu a nasobeni homomorfizmu ¢islem: pro libo-
volny vektor v € V' a libovolné r € F

(f +9)(v) = f(v) +g(v)
(rf)(w) :=rf(v)

Rozmyslete si, co tato definice znamena: na prvnim fadku definujeme nové
zobrazeni f+ ¢ tim, na co zobrazuje libovolny vektor, rikdme, ze to ma byt na
soucet vektoru f(v) a g(v). Podobné na druhém fadku tikame, ze zobrazeni
rf ma vektor v zobrazit na r-ndsobek vektoru f(v). Sami ovéite, ze definice
je korektni, tedy ze soucet dvou homomorfizmu je homomorfizmus a nasobek
homomorfizmu je homomorfizmus. Také si rozmyslete, ze f4 + fp je vlastné

fayp arfa= fra.
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Véta 17. Necht V., W jsou dva vektorové prostory nad F. MnoZina Hom(V, W)
s operacemi séitdni homomorfizmu a ndsobeni homomorfizmu ¢islem je vek-
torovy prostor. Pokud dimV =n a dim W = m, pak dim Hom(V, W) = mn.

Dikaz. Ovéreni, ze Hom(V, W) s danymi operacemi spliuje axiomy vekto-
rového prostoru, ponechavame c¢tenari za cviceni. Abychom urcili dimenzi
tohoto prostoru, musime najit néjakou jeho bézi. Necht M = {uy, ..., u,} je
béze V a N = {v1,...,v,} je baze W. Definujme pro kazdé i € {1,...,m},
j€{1,...,n} zobrazeni f;; : V — W takto:

=v; prok=
i () {: 0 prok#j

Podle véty o urceni homomorfizmu hodnotami na bazi tento predpis zadava
pro dané indexy i,j jednoznacné urc¢ené linedarni zobrazeni z Hom(V, W).
Téchto zobrazeni je pravé mn, potfebujeme tedy ovérit, ze mnozina K =
{fijlie{l,...,m},5 € {1,...,n}} je linedrné nezavisla a ze kazdé zobrazeni
f € Hom(V, W) lze zapsat jako linedrni kombinaci prvkua K.

Obraz bazového vektoru u; v zobrazeni f je prvkem W a lze ho rozepsat
jako linearni kombinaci prvku baze N. Koeficienty této linearni kombinace
jsou jednozna¢né urcené a oznacme je r;; pomoci predpisu f(u;) = Y 1" 7450;.
Pak pro libovolny vektor u, € M plati

m

Z Zrijfij(“k) = Zrikvi = f(ug)

i=1 j=1 =1

Jinymi slovy se zobrazeni f a ) ., Z?Zl 1i; fij rovnaji na bazi M a tedy se
museji rovnat na celém V. Mnozina K tedy generuje Hom(V, W).

Zbyva oveérit linearni nezavislost. Pokud Zij ri; fij je nulové zobrazeni,
pak je nula i jeho aplikace na libovolny bazovy vektor uy a tedy

m n m
0= Z Zﬁjfz‘j(uk) = Zrikvz‘
i=1 j=1 i=1
Mnozina N je linedrné nezavisla, takze Vi € {1, ..., m}, ry = 0. To plati pro

libovolné k, ¢ili jsme dokazali > r;fi; = 0 = Vi, j, r;; = 0, jinymi slovy
linearni nezavislost mnoziny K. ]
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Specidlni situace nastavé, kdyz W = F. Prostor V* := Hom(V,F) ma
stejnou dimenzi jako prostor V a fikd se mu dualni prostor k V. Blize se
dudlnim prostorem budeme zabyvat v letnim semestru.

Ozna¢me 1y € End(V) identicky endomorfizmus prostoru V', definovany
vztahem Yv € V| 1y (v) = v. Je zfejmé, Ze je to linedrni zobrazeni, prosté a
na, tedy izomorfizmus. Pokud V = F", pak 1y = fg, kde E je jednotkova
matice.

Véta 18. Necht V,V' V" jsou vektorové prostory nad ¥, f :V — V', g :
V' — V" jsou dva homomorfizmy. Pak

1. Slozené zobrazeni gf : V. — V" je homomorfizmus.

Pokud g a f jsou monomorfizmy, pak gf je monomorfizmus.
Pokud g a f jsou epimorfizmy, pak gf je epimorfizums.
Pokud g a f jsou izomorfizmy, pak gf je izomorfizums.
Pokud gf je monomorfizmus, pak f je monomorfizums.

Pokud gf je epimorfizmus, pak g je epimorfizums.

NS &

Zobrazent f je izomorfizmus, prdvé kdy? existuje homomorfizmus f=! :
V' — V, pro ktery ff~' = 1y, a f~1f = 1y. Homomorfizmus f~! je
témito podminkami urcen jednoznacné a je to izomorfizmus.

Diikaz. Necht r,s € F, u,v € V.
L gf(ru+sv) = g(rf(u) +sf(v)) =rgf(u) +sgf(v)

2. Pokud g, f jsou prostd a u # v, pak f(u) # f(v) a g(f(u)) # g(f(v)),
tedy gf je prosté.

3. Pokud g, f jsou surjektivni a u” € V", pak existuje v’ € V' takové, ze
gy =u"aueV, ze f(u) =" Tedy gf(u) =u", gf je na.

4. Plyne z predchozich dvou bodu.

5. Pokud u € Ker f, pak gf(u) = g(0) = 0. Protoze gf je monomorfizmus,
musi byt u = 0. Tedy Ker f =0, ¢ili f je monomorfizmus.

6. Pokud g neni na, pak ani g o f nemtuze byt na.
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7. Pokud existuje f~! spliujici f f~ = 1y, coz je epimorfizmus, pak podle
ptredchoziho bodu musi byt f také epimorfizmus. Podobné z f~1f = 1y
plyne, ze f je monomorfizmus, celkové je tedy f izomorfizmus. Naopak,
pokud f je izomorfizmus, pak je na, tedy pro kazdé v’ € V' existuje u €
V', ze f(u) = v/, a je prosté, tedy toto u existuje pravé jedno. Definujme
f~Yu') := u. Snadno se ovéri, ze f~! je linedrni zobrazeni, vlastnosti
fft =1y a f71f = 1y jsou zfejmé. Zbyvé ovéfit jednoznacnost:
pokud by existovalo g : V! — V., fg = 1y, a gf = 1y, pak g =
gff~t=r"

O

Zobrazeni f~! budeme samoziejmé nazyvat inverzni homomorfizmus.
Opét si rozmyslete, 7Ze (fa)™' = fa-1. Z véty jsme se dozvédéli, ze viechny
prvky mnoziny vsech automorfizmu Aut(V') prostoru V' maji inverzni prvek
vzhledem k operaci skladani zobrazeni. Spolu s asociativitou skladani a fak-
tem, ze identita je automorfizmus, dostavame, ze mnozina Aut(V') s operaci
skladani je grupa.

6.3 Homomorfizmy v souradnicich

Zatim jsme vzdy ilustrovali vsechny pojmy tykajici se homomorfizmu pomoci
zobrazeni typu f4 pro néjakou matici A. Nyni si ukdzeme, Zze se vSemi zob-
razenimi mezi prostory koneéné dimenze se da pocitat jako se zobrazenimi
tohoto typu.

Definice 20. Necht V,, je vektorovy prostor nad F, M = {uy,...,u,} jeho
béaze a u € V. Soutradnicemi vektoru v vzhledem k bazi M budeme rozumét
sloupcovy vektor (u)ys := (x1,...,2,)7, kde z; jsou koeficienty linearni kom-
binace u = > | Tu;.

Koeficienty linedrni kombinace vzhledem k bazi jsou urceny jednoznacné,
definice je tedy korektni a navic zadava bijekci mezi mnozinami V,, a F".
Ovérte sami, ze je tato bijekce linedrnim zobrazenim, tedy izomorfizmem.
Podle lemmatu 11 je skupina vektort vy, . . ., vg linedrné nezavisla, resp. gene-
ruje V,, pravé tehdy, kdyz je mnozina vektoru jejich souradnic (v1)ayr, - . ., (Vg) p
linedrné nezavisla, resp. generuje 7.

Pomoci souradnic muzeme dokazat zesileni véty 15 na ekvivalenci:
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Veéta 19. Necht V a W jsou dva vektorové prostory konecéné dimenze nad
F. Pak'V a W jsou izomorfni prdavé kdyz dimV = dim W.

Dikaz. Zbyva sestrojit izomorfizmus mezi prostory V a W stejné dimenze.
Zvolme M bazi V a N bazi W existuji izomorfizmy f : V — F* g: W — F"?
urcené pritazenim vektoru jeho soutadnic vzhledem k dané bazi: f(v) :=
(V)ar, g(w) = (w)y. Pak g7' f je izomorfizmus V a W. O

Definice 21. Necht V,, je vektorovy prostor nad F, M = {uy,...,u,}, M' =
{uy,...,u,} dvé baze v ném. Matici R € M,,(F), jejiz i-ty sloupec pro
viechna i € {1,...,n} je vektorem souradnic vektoru «, vzhledem k bazi M,
nazyvame matici pfechodu od M k M’

Podle definice tedy Y., 7iju; = u); pro vechna j € {1,...,n}. Oznacme
souradnice libovolného vektoru w € V' vzhledem k M’ jako (u)yy = o' =

(2h,...,20)T. Pak

n n n n n
U= Tiu; = iU = i | Ui

j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1

Kdyz ozna¢ime soufadnice u vzhledem k M jako (u)y =z = (z1,...,20)7,
pak u = " | x;u; a protoze soufadnice vzhledem k dané bézi jsou urceny
jednoznacné, musi byt x; = >°7_ 72’ pro viechna i € {1,...,n}. Tedy

matice prechodu umoznuje vypocitat ,necarkované® souradnice x jako soucin
Rz’ matice prechodu od M k M’ a ,carkovanych® soufadnic.

Prakticky vypocet matice prechodu se nejlip provede ptimo z definice.
Pokud M = {(1,1),(2,3)} a M" = {(1,2),(3,4)} v R? pak soustava rovnic s

matici
1 211 3
1 3|2 4

M (sloupce matice soustavy). Tedy po tpravé na jednotkovou matici vlevo
precteme vpravo piimo matici R.

//////

Definice 22. Necht f : V,, — V,, je homomorfizmus vektorovych prostori
nad F. Matici homomorfizmu f vzhledem k bédzim M = {uy,...,u,} CV,
a N = {v,...,v,} C V,, rozumime matici (f)yy € Mpun(F), jejiz i-ty
sloupec je pro vsechna i € {1,...,n} roven (f(u;)),, tedy soufadnicim f-
obrazu i-tého bazového vektoru baze M vzhledem k bazi N.
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Ozna¢me opét souradnice vektoru w € V vzhledem k M jako (u)y =
(z1,...,2,)" a matici (f)yar jako A. Pak

f(u) = ZlL‘]f(U]> = ZZL‘]‘ Zaijvi = Z (Z aijmj> V;
J=1 j=1 =1 i=1 \j=1

Tedy soufadnice f(u) vzhledem k N se dostanou jako sou¢in matice homo-
morfizmu A a souradnic u vzhledem k M:

(f(u)y = (f)va(u)m

Naopak, pro libovolnou matici A € M,,,(F) ma zobrazeni f, definované
na bazi M predpisem f(u;) = > 7", ajv;, matici (f)yy rovnou A. Libo-
volnému homomorfizmu f € Hom(V,,, V;,,) je tedy pfifazena matice (f)nn €
M, (F), a to bijektivné. Nedd prilis prace ovérit, ze toto zobrazeni F' :
Hom(V,,, V,,) = M,n(F) je homomorfizmus vektorovych prostortu. Tedy pro-
story Hom(V,,, Vi) a My (F) >~ F™ jsou izomorfni a maji tudiz stejnou di-
menzi, ¢imz jsme znovu ovérili, ze dim Hom(V,,, V,,,) = mn. Zéroven vidime,
ze pojem matice homomorfizmu muzeme chapat jako zpusob, jak zavést
soutadnice na prostoru Hom(V,,, V;,), které budou v néjakém smyslu kom-
patibilni s jiz zavedenymi souradnicemi na prostorech V,, a V,,.

Vratime-li se k nasemu piikladu zobrazeni typu fs : R — R™, defino-
vanému predpisem fa(x) = Az, vidime, ze matice A je rovna matici (fa)
homomorfizmu f4 vzhledem ke kanonickym bézim v K C R™ a K’ C R™.
Proto se daji vSechna linedrni zobrazeni mezi dvéma aritmetickymi vekto-
rovymi prostoru zapsat jako f4 pro néjakou matici A.

Lemma 12. Necht U,V,W jsou tri vektorové prostory nad F a M, N, P po
radé bdaze v nich, f:U —V, g:V — W homomorfizmy. Pak

1. o)y =F
2. (9f)pm = (9)pn(f)nm
8. Pokud f je izomorfizmus, pak (f~4)yn = (f)Nur-

Diikaz. Prvni tvrzeni je ziejmé z definice. Pro druhé stacéi vzit libovolny
vektor u € U a rozepsat

(@) pn(f)nar(u)n = (9)pn(f(w)n = (9(f(w)p = (9f)pa(u)ar.
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To musi platit pro libovolny vektor (u)y,. Vezmeme-li (u)y = e;, i-ty prvek

kanonické baze, pak rovnost ¥ikd, ze i-ty sloupec matice (g) pn(f)nar @ matice

(9f)pn se rovnaji. Protoze i je libovolné, rovnaji se matice jako celek.
Tret{ tvrzeni je dusledkem prvnich dvou a vztahu f=1f = 1. O]

Treti tvrzeni fika, ze pokud je f izomorfizmus, pak je jeho matice vzhle-
dem k libovolnym béazim regularni. Naopak, pro regularni matici A a dané
dvé baze M a N lze sestrojit homomorfizmy f: U — V ag:V — U ta-
kové, ze (f)namr = A a (9)un = A~ Pak ale podle druhého bodu lemmatu

(9f)um = E a (fg)ny = E, tedy gf = 1y a fg = 1y atedy g = f71,
protoze inverzni izomorfizmus je urcen jednoznacneé.

Véta 20. Necht V,W jsou dva vektorové prostory konecné dimenze nad T,
M CcV, N CW bdze v nich, f:V — W homomorfizmus. Pak h(f) =

h((F)xn)-
Diikaz. Oznacme M = {uy,...,u,}. Pak

h(f) =dimIm f = dim(f(u1), ... f(un)) = dim(f(u1)n, .-, fun)n) = b ((f)nmr)
]

Lemma 13. Necht V je vektorovy prostor nad F konecné dimenze a M, M’

jsou dvé bdze v ném. Pak matice (1v),,, je rovna matici prechodu od bdze
M k bdzi M'.

Diikaz. Pokud aplikujeme homomorfizmus 1y, na libovolny vektor v € V,
dostaneme z definice matice homomorfizmu

(Wyr = (v (u)y = (W) prap (W) ar

To znamenad, ze pokud vynéasobime matici prechodu od M k M’ ¢arkované“
soufadnice vektoru u, ziskame jeho ,necarkované“ souradnice, coz je presné
zpusob, jak transformuje souradnice matice prechodu od M k M’. O

Véta 21. Necht V,W jsou dva vektorové prostory konecné dimenze nad T,
M, M’ baze V, N,N' baze W a f:V — W homomorfizmus. Pak

(f)N’M’ = (IW)N’N (f)NM (IV)MM’

Dikaz. Jde jen o ptimocaré uziti druhého bodu lemmatu 12 na f zapsané
jako slozeni 1y, o f o 1y. O]



6.3. HOMOMORFIZMY V SOURADNICICH 79

Protoze matici homomorfizmu muzeme chépat jako zavedeni souradnic na
prostoru Hom(V, W), které jsou v néjakém smyslu kompatibilni se zvolenymi
soufadnicemi na V' a W, popisuje tato véta vlastné pravidlo, jak se tyto
soutradnice transformuji. V druhém semestru podobnym zpusobem odvodime
pravidla transformace libovolnych tenzoru.

Véta se nejcastéji pouziva v piipade V.=W, M = N, M’ = N'. Pak s
vyuzitim (1y) 50, = (1v) . dostdvdme

(Farar = W) apar (Farnr (W) apar

Operaci, kdy se matici A piifadf matice RAR™! nazyvdme konjugovanim
matice A matici R. Vime jiz, ze konjugovani zachovava hodnost a podle
posledni véty vlastné odpovidéd vyjadfovani endomorfizmu v ruznych bazich.
O maticich A a B, pro néz existuje regularni matice @) takova, ze B =
QAQ™!, fekneme, Ze jsou podobné, znacime A ~ B.

Priklad. Spo¢téme matici linedrnfho zobrazeni f : R3 — R2, které je de-
finovédno predpisem f(z,y,2) = (x + z,2 — 2y) vzhledem ke kanonickym
bazim, k bazim M = {(2,3,0),(3,4,0),(0,0,1)}, N = {(1,2),(1,3)} a k
bazim M' = {(1,0,1),(1,1,2),(0,1,0)}, N" = {(1,1),(2,1)}. Urceme jadro
zobrazen{ g f, kde g : R* — R? je linedrn{ zobrazeni piitazujici vektoru (3,1)
vektor (1,—1,0,1) a vektoru (2,1) vektor (—1,1,0,—1).

Nejjednodussi je urcit matici

(1 90)

Sloupce matice (f)nps jsou souradnice obrazu béze M vzhledem k bazi N.
Staci tedy Tesit soustavu

117 2 31 1 010 14 3
2 3|-4 -5 0 0 1|{-8 —-11 -2 )’

10 14 3
= (1)

Matici (f)nspr muZeme spocitat podobné, ale pojdme si vyzkouset pouZit
matice prechodu (1)nxn a (1)aar. Ty se dostanou vyjadienim vektoru béze

N vuci N’
1 2111 1 0] 3 5
1 112 3 0 1]-1 -2

cili
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a vektoru baze M’ vzhledem k M
2 3 01 10 1 0 0|—-4 -1 3
340/01 1])]~1010] 3 1 =2
00 1|1 2 0 0 0 1 1 2 0

Tedy

P = 35 10 14 3 _‘31 _1 _g (0 =5
NIMET 1 =2 -8 —11 -2 1 4
Snadno ovéiime, ze piimy vypocet dava stejny vysledek:

1 2]2 3 0 1 0/]0 =5 —4

1 1]1 -1 =2 0 1|1 4 2 /)

Zobrazeni g jsme dostali definované hodnotami na bazi P = {(3,1),(2,1)}.
Tedy matice g vzhledem k bézi P a kanonické bazi v R* je

1 -1
-1 1
0

1 -1

Matice slozeného homomorfizmu je sou¢in matic jednotlivych homomorfizmau,
pokud je béaze v prostfednim prostoru pro oba homomorfizmy stejnd. Zname
matici (f)ny/ar a matici (g) xp. Potfebujeme tedy jesté vlozit matici prechodu
od baze P k bazi N'. Nejprve tuto matici vypocteme

3 2|1 2 1 0]—-1 0
1 171 1 01} 21
a nasledné pouzijeme ve vyjadieni

(9 ) xrr = (9 xp(V)pn (f) nar =
1 -1 1 11 10

| -1 1 -1 0 0 -5 -4\ 1 —-11 -10
n 0 O 2 1 1 4 2/ 0 0 0

1 -1 -1 11 10

—4
2

)
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Jadrem homomorfizmu gf jsou vSechny vektory, pro néz gf(u) = 0, ¢ili pro
jejichz soutadnice (u)y = (x,y, z) vzhledem k M’ plati (gf)rxnr (u)pr = 0.
Tedy (u)n € ((10,0,1),(11,1,0)). Ze souradnic vypocteme samotné bézové
vektory jadra 10(1,0,1) + (0,1,0) a 11(1,0,1) + (1, 1,2) a mame

Kergf = ((10,1,10), (12,1, 13)).
Bylo by samoziejmé mozné postupovat i jinymi zpusoby, napiiklad vypocitat
(9f)kx = (9 (flrx = (9)kp(1) P (f) KK

k cemuz nam jesté chybi matice prechodu od P ke K, a fesit soustavu rovnic s
matici (¢gf)kx. Pak bychom usetfili posledni krok, protoze vysledek by vysel
v soutadnicich vzhledem ke kanonické bazi.

Cviceni

1. (4) Necht V je vektorovy prostor vsech funkci z intervalu I do R.
Dokazte, ze zobrazeni F' : V. — V. definované pro f € V vztahem
Ve € I, [F(f)](x) = xf(x), je linedrni zobrazeni.

2. (4) Necht 0 # r € R. Rozhodnéte, kterd z nize uvedenych zobrazen{
R* — R* jsou linedrni:

(a) (ZE,y,Z,U) — (ZL’y,y - J],Z,U)

(b) (a:,y,z,u) — (T?Jay —.T,Z,U)

(c) (z,y,2,u) = (0,2,y, 2 +y + 2+ u)
(d) (z,y,z,u) = (L, z4+y,z+z,2+ u)
Zduvodnéte.

3. (3) Rozhodnéte, kterd z nize uvedenych zobrazeni f : V' — W jsou
linearni:
(a) V=W =C a f je komplexni sdruzeni f(v) =v

(b) V je prostor vSech redlnych ¢tvercovych matic stupné n, W =R,

f(A) =Tr A.

(c) V.= W je prostor vSech redlnych funkci na R a f je zobrazeni
prirazujici funkei jeji absolutni hodnotu f(g) = |g|.
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(d) V je prostor vsech komplexnich polynomu stupné nejvyse n, W =
C™ a f je zobrazeni pfitazujici polynomu p vektor (xy, s, ..., x,)
jeho kofenu (véetné ndsobnosti).

(e) V =T je prostor viech komplexnich polynomu stupné nejvyse n

a f je zobrazeni prifazujici polynomu p jeho derivaci f(p) = p'.

(3) Najdéte bazi jadra a obrazu zobrazeni f : R® — R* zadaného
vztahem f (1,22, 3) = (21 + T, X2 — T3, 1 + X3, 421 + 3).

(3) Najdéte bdzi jadra a obrazu zobrazeni f : R* — R3 zadaného
vztahem f(x1,xe, x3,24) = (x1 + 229 + T4, To — 223, 21 + 423 + X4).

(3) Necht V je vektorovy prostor vSech realnych ¢tvercovych matic
fadu n. Popiste jadro a obraz zobrazeni F které matici A = (a;;)
pfifazuje matici, jejiz ij-ty prvek je a;; + aj;.

(3) Popiste jadro a obraz endomorfizmu F mnoziny M vsech realnych
funkci na R, ktery je definovan vztahem Vf € M, Vx € R, (F(f))(x) =

f(z) = f(—2).
(3) Najdéte matici A takovou, 7e zobrazeni f4 : R® — R? spliuje
fA<<17 L, 1)) = (07 L, 1)

fA((la L, O)) = (17072)
fA((lv 0, O)) = (37 L, _2)

(3) Najdéte matici A takovou, 7e zobrazeni f4 : R® — R? spliiuje

fA((zv 3, 5)) = (1’ L, 1)
fA<<07 17 2)) = (17 17 _1)
fA((lvOa 0)) = (27 172)

(3) Najdéte matici A takovou, 7e zobrazeni f4 : R® — R3 spliiuje

fA((QvOa 3)) = (1727 _1)
fA<<47 17 5)) = (47 57 _2)
fA((3a L, 2)) = (17 -1, 1)
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
20.

21.

(4) Rozhodnéte, zda je zobrazeni f : My(R) — Ps(z,R), definované

vztahem
f (( CCL 2 )) =a+d+ (c+2b)z* — 2°,

(4) Rozhodnéte, zda je zobrazeni f : P(x,R) — M (R)

linearni.

linearni.

(4) Najdéte matici A takovou, Ze zobrazeni f4 : R® — R? piifazuje
vektoru (z,y, z) vektor (z,y).

(4) Najdéte matici A takovou, ze zobrazeni f4 : R" — R" prifazuje
vektoru jeho c-nasobek.

(4) Najdéte matici A takovou, Ze zobrazeni f4 : R?* — R? piifazuje
vektoru (z,y, z) vektor osové soumérny podle roviny zz.

(3) Najdéte matici A takovou, ze zobrazeni f4 : R?* — R3 prifazuje
vektoru (z,y, z) vektor pootoceny okolo osy x o tihel a.

(3) Necht u € R?. Najdéte matici A takovou, ze zobrazeni f4 : R3 — R?
pritazuje vektoru x vektorovy souc¢in z x u. Urcete jadro a obraz tohoto
zobrazeni.

(3) Dokazte, ze zobrazeni f : P(z,R) — P(z,R), které polynomu p(x)
pritazuje polynom p(z — 1), je izomorfizmus vektorovych prostoru.

(3) Najdéte dva rizné izomorfizmy mezi prostory P,(z,R) a R™",

(3) Najdéte dva ruzné izomorfizmy mezi prostory M,,,(R) a R™".

1 21
A= ( 130 )
Najdéte jadro a obraz zobrazeni f : M33(R) — Moo (R), které matici X
pritazuje matici AX.

(3) Necht
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10 2
A—(111>

Najdéte jadro a obraz zobrazeni f : Mas(R) — Mas(R), které matici X
pritazuje matici X A.

(3) Necht

(3) Najdéte jadro a obraz zobrazeni f : P,(z,R) — P,(z,R), které
polynomu pritazuje jeho prvni derivaci.

(2) Jakou podminku musi spliiovat linearni zobrazeni, aby zobrazovalo
linedrné nezavislé mnoziny na linearné nezavislé mnoziny? Dokazte.

(2) Jakou podminku musi spliiovat linearni zobrazeni, aby zobrazovalo
mnoziny generatoru na mnoziny generatoru? Dokazte.

(2) Jakou podminku musi spliiovat linearni zobrazeni, aby zobrazovalo
baze na baze? Dokazte.

(4) Necht f,g : V. — W jsou dvé linedrni zobrazeni. Dokazte, Ze
mnozina vektoru z V', na nichz se zobrazeni f a ¢ rovnaji, je vekto-
rovy podprostor.

(2) Najdéte endomorfizmus, ktery je monomorfizmem, ale neni epimor-
fizmem.

(2) Najdéte endomorfizmus, které je epimorfizmem, ale neni izomor-
fizmem.

(2) Dokazte, ze f : V' — V' je monomorfizmus, pravé kdyz existuje
homomorfizmus g : V' — V takové, ze gf = 1y.

(2) Dokazte, ze f : V. — V' je epimorfizmus, pravé kdyz existuje
homomorfizmus g : V' — V takové, ze fg = 1.

(2) Dokazte, ze pro libovolné dva homomorfizmy f: V) — Vs, g : Vo —
V3 pro jadra plati Ker f < Ker(g o f) a formulujte a dokazte obdobné
tvrzeni pro obrazy.

(3) Jaké je jddro endomorfizmu koneéné dimenzionalniho vektorového
prostoru, ktery je epimorfizmem? Odpovéd zdivodnéte.
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35. (3) Necht A € M,,,,(F), B € M,,(F). Rozhodnéte, které z ndsledujicich
vyroku plati a odpovéd zduvodnéte:
(a) Im fap =Im fp
(b) Im fap D Im fp
(C) Im fAB C Im fA
(d) Im fap = Ker fpr
(e) Im fap =1Im fa
36. (2) Necht Vi, V5 jsou vektorové prostory koneéné dimenze, g : Vi — Vs
a f: Vo — Vj jsou homomorfizmy. Rozhodnéte, zda plati nasledujici
tvrzeni: Je-li gf izomorfizmus a fg izomorfizmus, pak ¢ je izomorfizmus

a f je izomorfizmus. Odpovéd zduvodnéte. Rozhodnéte, zda tvrzeni
plati i bez pozadavku koneéné dimenze.

37. (3) Necht A € M,,,,(F), B € M,,(F). Rozhodnéte, které z ndsledujicich
vyroku plati a odpovéd zduvodnéte:

(a) Ker fap = Ker fa
(b) Ker fap C Ker fa
(c¢) Ker fap D Ker fp
(d) Ker fap =Im fur
(e) Ker fap = Ker f5
38. (2) Necht f: Vo — V3,9 : V3 — Vo, h: Vi — V3, h = fg jsou tii
homomorfizmy vektorovych prostoru. Rozhodnéte, které z nasledujicich
vyrokt jsou pravdivé, a své rozhodnuti zduvodnéte.

(a) h, f jsou monomorfizmy = ¢ je monomorfizmus

(b) f, g jsou monomorfizmy = h je monomorfizmus

d

(e) g je monomorfizmus = h je monomorfizmus

)
)
(¢) h,g jsou monomorfizmy = f je monomorfizmus
(d) h je monomorfizmus = ¢ je monomorfizmus
)
)

f

h je monomorfizmus = f je monomorfizmus
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. (3) Najdéte piiklad dvou homomorfizmu f a g takovych, ze ani f
ani g nejsou izomorfizmy, ale ¢gf izomorfizmus je. Mohou byt f a g
endomorfizmy?

(4) Najdéte nenulovy endomorfizmus f, pro néjz Ker f = Im f.

(4) Jaké je jddro endomorfizmu kone¢né dimenzionalniho vektorového
prostoru, ktery je epimorfizmem?

(4) Jaky je obraz endomorfizmu koneénédimenziondlniho vektorového
prostoru, ktery je zaroven monomorfizmem?

(2) Necht V4, V5 jsou vektorové prostory, M = {uy, us, ..., u,} je baze
ViaF: M — V;je libovolna funkce. Dokazte, Ze existuje pravé jeden
homomorfizmus f : Vi — V5 spliujici Vi € {1,2,...,n} f(u;) = F(u).

(2) Dokazte, ze jsou-li f a g homomorfizmy a gf je monomorfizmus,
pak f je monomorfizmus. Ukazte také, Ze g monomorfizmus byt nemusi.

(2) Uvazujme homomorfizmy f : Vi — V,, g : Vo — Vi takové, ze
f je monomorfizmus, g je epimorfizmus a gf = 0. Dokazte, ze potom
dim V5 > dim V; + dim V3.

(1) Necht V je vektorovy prostor dimenze 2n a f endomorfizmus na
M. Dokazte, ze Ker f = Im f pravé kdyz f2 = 0 a soucasné hodnost f
je rovna n.

(3) Najdéte matici A takovou, Ze zobrazeni f4 : R? — R? spliiuje

fA((17 1)) = (07 L, 2)
fA((L _1)) = (27 0, _1)

(4) Dokazte, ze fa + fp = fat+s-
(3) Dokazte, 7Ze pro A reguldrni je f4 izomorfizmus a (fa)™! = fa-1.

(3) Necht V, V' je vektorové prostory, M C V a f: V — V' linedrn{
zobrazeni. Dokazte, ze f((M)) = (f(M)).

(3) Necht V.V’ je vektorové prostory, M je mnoZina generatoru V a
f:V — V'’ epimorfizmus. Dokazte, ze f(M) generuje V.
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52. (2) Necht V, V' jsou vektorové prostory, M C V, f : V — V' linedrni
zobrazeni takové, ze f|M je prosté zobrazeni a f(M) je linedrné nezavisla
mnozina. Dokazte, ze pak M je linedrné nezavisla.

53. (2) Necht V,V’ jsou vektorové prostory, M je bdze V, F : M — V'
je zobrazeni a f : V — V' jednozna¢éné urcéeny homomorfizmus, pro
ktery f|M = F. Dokazte, ze f je monomorfizmus pravé kdyz F(M) je
linedrné nezavisla mnozina.

54. (2) Necht V, V"’ jsou vektorové prostory, M je bdze V., F: M — V' je
zobrazeni a f : V — V' jednoznaéné uréeny homomorfizmus, pro ktery
fIM = F. Dokazte, ze f je epimorfizmus pravé kdyz F(M) generuje
%8

55. (3) Necht V, V"’ jsou vektorové prostory, M je linedrné nezévisld podmnozina
ve V', kterd neni bazi, F' : M — V' je zobrazeni. Zkonstruujte dva ruzné
homomorfizmy f,g:V — V', pro které f|M = g|M = F.

56. (3) Necht V, V' jsou vektorové prostory, M je mnozina generujici V,
kterd neni bézi. Ukazte, Ze existuje zobrazeni F' : M — V' takové, Ze
neexistuje zddny homomorfizmus f : V' — V', pro ktery f|M = F.

57. (4) Najdéte soufadnice vektoru u = (7, —3, 4, 12) vzhledem k bazi M =
{(2,3,1,4), (1,-2,2,3),(—3,2,1,—2)} podprostoru (M) C R*.

58. Uréete matici homomorfizmu f : R® — R* f((x1, 22, 73)) = (21, 71, T2, T3)
vzhledem ke kanonickym bézim R? a R* a vzhledem k bazim M =
{(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2)} a M’ = {(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1),(0, 1,0,1)}.
Urcete jadro a obraz f.

59. (3) Homomorfizmus f : R® — R? m4 vzhledem k bazim {(1,1,0), (1,0,1),(0,1,1)}
a {(1,1),(2,0)} matici
1 0 —1
(1 1 1)'

Urcete obraz vektoru (z,y, z).

60. (3) Urcete matici homomorfizmu f : Py(x,R) — Py(z, R) pfifazujictho
polynomu p(z) polynom p'(z) — 2p(z), kde p'(z) je prvni derivace p(x),
vzhledem k bazim M = {2?+2zx+ 1,222+ 1,22 —z} a N = {22+ 2,2° —
3z +1,2° +x + 3}
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. (3) Urcete matici pfechodu od bdze M = {x? + 2z +1,22* + 1,2*> — x}

k bazi N = {z? +2,2% — 3z + 1, 2% + x + 3} v prostoru vsech redlnych
polynomu stupné nejvyse 2.

(3) Je dan homomorfizmus f : R* — R?

1 0 1 0
0 1 1 0
fla 1 +b 0 +c 1 +d 1
0 1 0 -1

—1 2 0 0

2 0 1 0

=a 1 +b 0 +c 0 +d 0

0 2 —1 —1

Rozhodnéte, jestli je f automorfizmus a pokud ano, najdéte matici
inverzniho automorfizmu vzhledem ke kanonickym bézim.

(3) Necht v € R3. Urcete matici homomorfizmu f,(z) = v x z daného
vektorovym soucinem s v vuéi kanonickym bazim. Urcete jadro a obraz
tohoto homomorfizmu.

(2) Necht f:R* — R® je homomorfizmus urc¢eny vztahem

f(l’l, T2, T3, 1’4) = (—1‘1—2$2+l’3, ZE1+$2—[E4, 1‘2—1E3+$4, $1+2$2—[L’3, ZE1—|—$3—21‘4)

Najdéte néjakou bazi M jadra zobrazeni f a néjakou bazi N obrazu
zobrazeni f. Déle najdéte néjaky doplnék W podprostoru Ker f v R*
a takovou jeho bdzi P, aby matice zizeného zobrazeni f|W vzhledem
k bazim P a N byla jednotkova matice.

(3) Necht v € R" ap, : R" — R" je zobrazeni dané pro libovolny vektor
z € R" vztahem (p,(v)); = (3°j_, vjz;)vi. Ovéite, ze p, je linedrn
zobrazeni, najdéte matici zobrazeni p, vzhledem ke kanonickym bézim

a urcete jadro, obraz a hodnost zobrazeni p,.

(3) Necht V je prostor vech redlnych ¢tvercovych matic stupné 2 a
definujme zobrazen{ f : V — V vztahem f5(X) = BXB™!, kde

-(2})
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66.

67.

68.

69.

70.

71.
72.

73.

74.

Urcete matici zobrazeni fp vzhledem k bazi

10 01 00 0 0
v={(o5)-(50)(V0) (0 7))
(2) Ukaite, ze pokud A ~ B, pak A* ~ B* pro viechna k € N a pokud

A je reguldrni, pak A* ~ B¥ pro vsechna k € Z.

(2) Dokazte, ze zobrazeni f : P,(z,R) — P,(z,R) pfitazujici polynomu
p(z) polynom p(x—1) je automorfizmus a najdéte jeho matici vzhledem
k bazi {1,z,...,2"}.

(2) Necht a € R. Najdéte matici prechodu od baze {1,z,2%... 2"} k
bazi {1,x —a,(r —a)*...,(x —a)"} a naopak v P,(x,R).

(2) Dokazte, ze relace ,,byti izomorfni“ je relace ekvivalence na mnoziné
vsech vektorovych prostoru.

(2) Rekneme, ze podmnozina M vektorového prostoru V je konvexni,
pokud pro libovolné dva body u,v € M je v M i jejich spojnice, tedy
mnozina vektoru {tu+(1—t)v|t € (0,1)}. Dokazte, Ze linedrni zobrazeni
zachovéavaji konvexitu mnozin.

(2) Dokazte, ze dudlni prostor V,* je izomorfni prostoru V,,.

(1) Dokazte, ze pro kazdy homomorfizmus f : V,, — W), existuji baze
V,, a W, takové, ze matice f vuci témto bazim je horni trojihelnikova.

(1) Pokud A a B jsou dvé étvercové matice stejné velikosti, pro néz
ABAB = 0, plyne z toho jiz BABA =07

(1) Necht f € End(V},). Dokazte, ze

dim(Ker f NIm f) = h(f) — h(f2>
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Kapitola 7

Skalarni soucin

V této kapitole se podivame na piiklad dodatecné struktury, kterou je mozné
definovat na vektorovém prostou, na skalarni soucin. Zavedenim skalarniho
soucinu ziskava cisté algebraicky objekt geometrické vlastnosti - umime fict,
kdy jsou vektory kolmé, zmérit jejich velikost, definovat thel mezi nimi.
Nékteré baze se stanou vyznacnymi - ortogonalni a ortonormalni baze. Mezi
linedrnimi zobrazenimi, ktera byla definovana jako podmnozina vSech zobra-
zeni, kterd se chovaji ,hezky* k algebraické struktutfe vektorového prostoru,
budeme moci vybrat mensi podmnozinu linearnich zobrazeni, ktera se chovaji
yhezky“ i k dodatecné strukture geometrické, kterou s sebou ptinasi skalarni
soucin.

Definice 23. Necht V je vektorovy prostor nad FF, piicemz F je R nebo C.
Zobrazeni g : V x V. — F| které spliuje Vu,v,w € V, VA € F

1. g(Au,v) = Ag(u,v) = g(u, \v),

2. g(u+v,w) = g(u,w) + g(v,w), g(u,v +w) = g(u,v) + g(u, w),
3. g(u,v) = g(v,u),

4. g(u,u) > 0, pricemz g(u,u) = 0 nastava pouze pro u = 0,

nazyvame skalarni soucin na V.

Jsou to vlastné dvé definice v jedné. V redlném pifpadé je A = A, tedy
prvni dvé podminky vlastné fikaji, ze pokud do prvniho nebo druhého argu-
mentu zobrazeni g(-, -) dosadime libovolny vektor, pak vzniklé zobrazeni z V/

91
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do R je linearni. Takové zobrazeni z V' xV do R se nazyva bilinearni forma.
Podobné lze definovat pojem trilinearni, kvadrilinearni nebo obecné multi-
linearni formy. V komplexnim piipadé je situace jind, pti ,,vytknuti“ kon-
stanty z druhého argumentu piibere tato konstanta komplexni sdruzeni. Ta-
kova vlastnost se nazyva antilinearitou, dobrym piikladem antilinearniho
zobrazeni je f : C — C, f(z) := Z. Pro zobrazeni z V x V do C, které
je v jednom argumentu linedrni a v druhé antilinedrni, se pouziva pojem
seskvilinearni forma.

Tteti podminka opét tika néco trochu jiného na realném a na komplexnim
vektorovém prostoru. Mluvime o symetrické bilinearni, resp. hermitovské
seskvilinearni formé. Posledni podminka ma smysl v realném i komplexnim
piipadé, protoze z predchozi podminky plyne, ze g(u,u) je vzdy redlné cislo
a ma tedy smysl ho porovnavat s nulou. O bilinearni formé, splnujici ¢tvrtou
podminku fikdme, ze je pozitivné definitni. Funkce ||u|l, := \/g(u, u) se
nazyva norma prislusnd skalarnimu soucinu g. Pozitivni definitnost zarucuje,
ze norma je dobfe definovand a ze nulovou normu mé pouze nulovy vektor.

Pokud bude jasné, s jakym skalarnim souc¢inem na prostoru pracujeme,
budeme jej znacit misto g(u,v) jen (u,v) a jeho normu |jul|. Naopak, pokud
budeme chtit explicitné vyznacit, ze na prostoru V' pouzivame skalarni soucin
g, budeme prostor a skalarni soucin psat jako dvojici (V, g).

7.1 Geometrie definovana skalarnim souc¢inem

Skalarni souc¢in umoznuje definovat na vektorovém prostoru pojem vzdalenosti.
Abstraktné se vzdalenost na néjaké mnoziné zavadi pomoci pojmu metriky:

Definice 24. Nechf M je mnozina. Funkci p : M x M — R nazyvame
metrikou na M, paklize splnuje pro vSechny body z,y,z € M néasledujici
axiomy:

1. p(z,y) >0 a p(z,y) =0 pravé kdyz =z =y

2. p(z,y) = py, v)

3. p(z,y) + p(y,2) > p(z, 2)

Dvojici (M, p) pak nazyvame metricky prostor.
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Prvni axiom fika, ze vzdéalenost je vzdy nezdpornd a zddné dva ruzné body
nemohou mit nulovou vzdalenost. Druhy axiom vyjadiuje symetrii pojmu
vzdalenosti a tretimu se iika trojihelnikova nerovnost.

Priklad. Na prostoru R" lze zavést metriku ruznymi zpusoby. Tradicni je
metrika euklidovska, po(z,y) \/ Yo (x; —y;)%. Jsou ale i jiné zpusoby,
napiiklad metrika manhattanska p(z,y) = lel |z; — y;|, nebo metrika
maximova, poo(x,y) = maxi<;<n |r; — yi|. Zkuste si u kazdé z nich oveérit
platnost axiomu.

Véta 22. Necht V' je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem. Pak pro
libovolné vektory u,v € V' plati

1| (u, )] < Jullffo]]
2 Nl = fl < Jlulf + o]

3. Duvojice (V,p), kde p : V x V — R je definovina p(u,v) = |ju — ||,
tvori metricky prostor.

Diikaz. Pro v =0 je prvni tvrzeni zfejmé. Pokud v # 0, pak
2
o fum Gl (o ), ),
o] o] o]

P PR T PR R T
= = 0 = o (0 + S

— ||u||2_2’( ) )|2 + |(U,U)|2 _ HUH2_ |< Uu, )|2

[o]|* [l lvl*

coz vede po upraveé na dokazovanou nerovnost. Tu pak vyuzijeme na dokazani
druhého tvrzeni:

lu = ol* = (u—v,u—v) = Jul* = (u,v) = (v,u) + [Jo]|* =
= [[ull* = 2Re(u, v) + [[v]|* < [Jul® + 2/ (w, v)| + [|v]|*
2
< flll® + 2l o]l + [[ol* = (lfull + [lv]l)
Treti tvrzeni je zfejmé: prvni axiom metriky je dusledkem c¢tvrté vlastnosti

skalarntho soucinu, druhy axiom plyne z prvni vlastnosti a trojihelnikovéa
nerovnost je dusledkem druhého tvrzeni této véty. ]
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Prvnimu tvrzeni se ik Cauchyova nerovnost (nékdy téz Schwarzova nebo
Bunakovského). Véta vlastné ovéruje korektnost nasledujici definice, ktera

trické pojmy:

Definice 25. Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem, u,v € V.
Pak &islo ||u— v|| nazgvdme vzdalenosti vektorti u a v. Rekneme, ze u, v €
V jsou kolmé, pokud (u,v) = 0, zna¢ime u L v. Pokud V' je redlny vektorovy
prostor, pak ¢islo ¢ € (0, 7), pro které plati cos ¢ = m, nazyvame tihlem
mezi vektory u a v.

Metrice p(u,v) := |[[u—v|| se fkd metrika indukovana skaldrnim soucinem.
Pokud V' je redlny vektorovy prostor, spliuje tato metrika vztah

(1,0) = § (ol —0)* = plus, %)
kterému se nékdy iika polarizaéni identita a ktery se da snadno dokézat
z definic (zkuste si a pokuste se také napsat verzi pro komplexni vektorovy
prostor). Je to vlastné rekonstrukce skaldrniho soucinu z jim indukované me-
triky. Zkuste dokéazat, ze pokud p spliuje vlastnosti metriky a definujeme
Yu,v € V ¢islo (u,v) pomoci polarizaéni identity, pak toto zobrazeni spliuje
vlastnosti skaldrniho soucinu.

Pokud (M, p) a (N, o) jsou dva metrické prostory a f : M — N je zobra-
zeni, které Vx,y € M splauje p(z,y) = o(f(z), f(y)), pak se toto f nazyva
izometrie. Z polarizacni identity plyne, ze homomorfizmus f : (V,g) —
(W, h) dvou vektorovych prostoru se skalarnim soucinem je izometrie, prave
tehdy kdyz Vu,v € V plati g(u,v) = h(f(u), f(v)). Linedrni zobrazeni s touto
vlastnosti se nazyvaji v realném, resp. komplexnim piipadé ortogonalni,
resp. unitarni. Ze c¢tvrté vlastnosti skalarniho soucinu plyne, ze takové zob-
razeni musi byt monomorfizmus. Pokud je (V, g) = (W, h) vektorovy prostor
koneéné dimenze, a jde tedy o endomorfizmus, musi byt f izomorfizmem. Je
jednoduché ovérit, ze mnozina vSech ortogonalnich endomorfizmu prostoru
(V,g) tvori grupu, a stejné tak i mnozina vsech unitdrnich endomorfizmu.

7.2 Skalarni soucin v souradnicich

Je-li V' vektorovy prostor konecné dimenze se skalarnim soucinem, M =
{uy,...,u,} jeho baze, u,v dva vektory z V a z = (z1,...,z,)" = (u)u,
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y= (Y1,---,Yn)" = (v)a jejich soutadnice, potom
(u,v) = (Z Tilli, Z%‘%‘) = Z i (i, uj) = ' Q,
i=1 J=1 i,j=1

kde jsme ¢islo (u;, u;) identifikovali jako ij-ty element matice (). Ta se nazyva
matici skalarniho souc¢inu vzhledem k bazi M. Je to symetricka, resp.
hermitovskd matice, nebot (u;, u;) = (uj,u;), tedy @ = Q*. Jak se na matici
budeme moci Tict az v pristim semestru, kdy budeme studovat bilinearni
formy podrobnéji. Zde se omezime jen na pozorovani, ze pro Q = E je

(u’ U) = Z T:Y;
=1

lull = Vw1 + |z2l? + . . + |2al?

a pozitivni definitnost je zjevné zarucena. Skalarnimu soucinu na R", resp.
C", jehoz matice vzhledem ke kanonické bazi je E, se iikd standardni
skalarni soucin. Vidime, ze standardni skalarni soucin je pravée ten, ktery
indukuje na R" euklidovskou metriku.

Co se stane s matici () pti zméné baze? Pokud M’ je dalsi baze ve V a R
je matice prechodu od M k M’, tedy pro soufadnice plati x = Rx’, pak také
2T =2TRT = Ry, a tudiz

(u,v) = 27 Qy = 2" R"QRY, (7.1)

¢ili matici skaldrniho souéinu vzhledem k M’ je RTQR. Pokud chceme, aby

matice skaldrniho souc¢inu vzhledem k bézi M’ byla stejné jako k M, dostavame
podminku @ = RTQR. Vsechny matice R, které pro dané pevné ) tuto

podminku spliuji, tvoii grupu vzhledem k ndsobeni (ovéfte sami!). Specidlné

pokud @ = E, zjednodusi se podminka na R™R = E v komplexnim piipadé,

resp. na R'R = E v redlném pifpadé. Takovym maticim R se pak ifkd

unitarni, resp. ortogonalni, a piislusnd grupa matic stupné n se znaci

U(n), resp. O(n).

Jaky je vztah mezi unitarnimi maticemi a unitarnimi endomorfizmy? Po-
kud V;, je prostor se skaldrnim souc¢inem, f € End(V') je unitdrni endomor-
fizmus, M je baze V,,, vuci niz maji vektory u,v € V soutadnice (u)y = =z,
(v)ar =y, f matici A a skaldrni sou¢in matici @), pak

2" Q= (u,v) = (f(u), f(v)) = 2" ATQAY
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Pokud Q = F, dostavdme ATA = E. Tedy vzhledem k bézi, vuci niz je
matice skaldarniho souc¢inu jednotkovd, ma unitarni endomorfizmus unitarni
matici a podobné ortogonalni endomorfizmus ma vuéi takové bazi ortogonélni
matici. Existuje takova baze vzdy a pokud ano, jak ji najit?

7.3 Ortonormalni baze

Definice 26. Necht V je prostor se skaldrnim souc¢inem. Bazi prostoru V, v
niz je kazdy vektor kolmy na vSechny ostatni, nazyvame ortogonalni baze,
pokud navic je norma vSech vektoru rovna jedné, mluvime o ortonormalni
bazi.

Pokud V,, je vektorovy prostor konecné dimenze, pak matice skaldrniho
soucinu vzhledem k ortogonélni bazi je diagonélni s kladnymi hodnotami na
diagondle a vzhledem k ortonormaélni bazi je to jednotkova matice £. Vidime
tedy, ze je-li M ortonormalni baze, pak M’ je také ortonormalni pravée kdyz
matice prechodu od M k M’ je ortogondlni, resp. unitdrni matice. Pokud
najdeme jednu ortonormélni bézi, pak uz se dokazeme alespon teoreticky
dostat ke vSem ostatnim prostiednictvim elementu O(n) resp. U(n). Postup,
jak ortonormalni bazi ziskat postupnymi ipravami libovolné baze, nese nazev
Gramova-Schmidtova ortogonalizace. Uvazujme M = {uy, ..., u,} bazi
V,, a definujme vy := u;. Vektor

(U27 U;)vla
[[o]]

Vg = U9y —

je kolmy na vy, staci dosadit. Déle definujme

(uz, v1) (us, v2)

V3 1= U3 — ot U] — U
U el el

opét vidime, Ze vz je kolmé na vy i na vy. Pokracovanim tohoto postupu
ziskdme ortogonalni bazi a vydélenim kazdého vektoru jeho normou béazi
ortonormalni. Presnéji to formuluje nasledujici véta:

Véta 23. Necht V, je wvektorovy prostor se skaldrnim soucinem a M =
{u1,...,u,} jeho bdze. Pak existuje ortonormdlni bize M’ = {u!,... u,}
prostoru V,, takovd, zZe Yk € {1,...,n}, (uy,...,ux) = (u},...,up).
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Diukaz. Budeme postupovat indukci podle n. Pokud n = 1, pak definujme

vy = Uy, U = ”E”, tvrzeni véty plati. Necht nyni n > 1 a predpoklddejme

platnost tvrzeni pro vSechny prostory dimenze mensi nebo rovné n. Takovym

prostorem jei (uq, ..., u,), takze podle indukéniho predpokladu v ném mame
ortonormalni bazi {u},...,u,}, pro kterou Vk € {1,...,n}, (uy,...,ux) =
(u},...,u}). Definujme nyni

n

/ !
Un+1 = Un41 — E (un+l>ui)ui'
i=1

Tento vektor je kolmy na u}, Vi € {1,...,n}. Dale po upraveé vidime, ze w1
je linedrni kombinaci vektoru u} a vpy1, Cili Upi1 € (Vpi1) V (U], ..., ul) =
(Uny1) V (ug, ..., uy), tedy v,41 nemuze byt nulovy vektor. Proto mé smysl
definovat u;, , = IIZZEH' Je pak zjevné, ze ||u;, || = 1, u,,; je kolmy na
vSechny vektory wj,...,u;, a (u},...,ul, ) = (U1,...,upy1). Tim je véta

dokéazana. H

Trividlnim dusledkem véty je, ze v kazdém vektorovém prostoru (V;,, g)
nad I existuje ortonormalni baze. Je ziejmé, Ze linearni zobrazeni, které i-
tému bazovému vektoru této baze priradi i-ty prvek kanonické baze F”, je
izometrie prostoru (V,,, g) a prostoru F" se standardnim skaldrnim soucinem.
Dostavame tedy zesileni diive dokazaného tvrzeni, ze kazdy vektorovy pro-
stor konecné dimenze je izomorfni néjakému F", nyni jiz vime, Ze je mu
dokonce izometricky (at uz je skaldrni sou¢in na V' jakykoli).

Zastavme se jeSté u klicového kroku v dukazu véty. Mame ortonormalni
mnozinu M = {u), ..., u,}, jejimz linedrnim obalem je W := (M). Zobrazeni
Py 1V — V, které vektoru u piitazuje vektor > " (u, u})u} je zjevné homo-
morfizmus, jehoz obrazem je pravé W. Navic plati, ze Py Py = Py (ovéite
sami) a vSechny vektory kolmé na W zobrazuje Py na nulu. Je to tudiz
ortogonalni projekce na podprostor W. V dikazu véty tedy vlastné kon-
struujeme v, tak, ze odecitame od w, 1 jeho kolmy prumét na W. Vznikly
rozdil je kolmy na W a tedy i na vSechny vektory z M.

Mezi ortogonalnimi maticemi a ortonormdlnimi bazemi je jesté jeden
zajimavy vztah. Podminka ortogonality matice R se d4 piepsat jako RTR =
E. Prvek na pozici 77 souc¢inu matic na levé strané je vlastné euklidovskym
skaldrnfm soucinem i-tého a j-tého fddku matice R”, takze podminka orto-
gonality znamena, Ze sloupce matice R tvoii ortonormalni bazi R™. Podobné
sloupce unitarni matice tvori ortonormalni bézi C". Vyndsobenim rovnosti
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RTR = E, resp. R"R = E zleva R a zprava R~! dostavame RRT = E, resp.
RR"™ = E, tedy ze ortonormaln{ bézi tvoii i radky.

Priklad. Naleznéme ortonormalni bazi podprostoru ((1,2,2,—1),(1,1,-5,3),(3,2,8,-7))
v R* se standardnim skaldrnim soué¢inem. Oznaéme vektory po fadé uq, us, us
a vezmeéme vy := uy. Plat{ ||v1||* = 10 a (ug,v1) = 142 —-10—3 = —10. Tedy

—1
o) 41, -5,3) - “20(1,0,2,-1) = (2,3,-3,2)

TR R 10

Vidime, ze skutetné vy L vy. Spocteme ||vg||* = 26, (u3,vi) = 30 a (u3, ve) =
—26, takze

30 —26
v3=(3,2,8,-7) = 5(1.2.2,-1) = 5 ~(2,3,-3,2) = (2. -1, -1, -2),

coz je opét vektor kolmy na vy i vy, |jvs]|? = 10. Nakonec vydélime kazdy
vektor jeho normou a ziskavame ortonormaéalni bazi

1 1 1
{\/—1_0(1,2,2, ~1), \/—2_6(2, 3,-3,2), \/—1_0(2, —1,-1, —2)}

Pokud M = {uy,...,u,} je baze R™ se standardnim skaldrnim soucinem,
pak muzeme sestavit matici B, jejimz i-tym fadkem bude vektor u;. Pokud
se budeme divat na algoritmus GS-ortogonalizace jako na posloupnost uprav
matice B, pak v prvnim kroku nedéldme nic, ve druhém pricteme do druhého
radku néjaky nasobek prvniho, ve ttetim do tietiho néjakou linedarni kombi-
naci prvnich dvou a obecné v kazdém kroku do radku linearni kombinaci
predchozich Fadku. Matice takové upravy je dolni trojuhelnikova a soucin
dolnich trojihelnikovych matic je dolni trojuhelnikova matice. Poslednim
krokem GS-ortogonalizace je normalizace kazdého vektoru na jednicku, coz
odpovida nasobeni diagonalni matici. Vyslednd matice uz ma ortonorméalni
radky a je to tudiz ortogonalni matice. Celkové tedy pro libovolnou regularni
matici B existuje dolni trojuhelnikova matice L, diagonalni matice D a or-
togonalni matice O, takové, ze plati

O=DLB

Pokud tuto rovnost transponujeme, ozna¢ime K := O a ndsobime zprava
maticemi A := D™t a N := (LT)~!, dostavdme, 7e libovolna reguldrn{ matice
BT se d4 (jednoznacné) zapsat jako soucin K AN ortogondlni, diagonalni a
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horni trojihelnikové matice s jednotkami na diagonadle, tzv. K AN-rozklad.
Je mozné jej modifikovat i pro piipad komplexni matice a také lze zahr-
nout matice singuldrni. Pti oznaceni ) = K a R = AN rovnou dostavame
specialni piipad tzv. () R-rozkladu libovolné matice na sou¢in ortogonalni a
horni trojihelnikové matice. Obecny @) R-rozklad funguje i pro matice, které
nejsou ctvercové.

Dalsi zajimavy rozklad matice, ktery plyne z GS-ortogonalizace, je Cho-
leského rozklad libovolné ¢tvercové symetrické pozitivné definitni matice A
na sou¢in UTU, kde U je horni trojihelnikovd matice s kladnymi ¢&fsly na,
diagonale. Zde staci definovat na R™ skalarni soucin, ktery ma vzhledem ke
kanonické bazi matici A, a pak provést GS-ortogonalizaci kanonické baze. V
takto vzniklé bazi M ma skalarni soucin matici F a staci vzit za U matici
prechodu od K k M.

7.4 Ortogonalni doplnék a dualita

Mnozinu vSech vektoru kolmych na vSechny prvky mnoziny M C V nazyvame
ortogonalni doplnék M, zna¢ime M. Jak souvisi tento pojem s doplitkem
podprostoru definovanym v kapitole o vektorovych prostorech?

Véta 24. Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim soucinem, W jeho pod-
prostor konecéné dimenze. Pak ortogondlni doplnék W+ podprostoru W je
dopliikem podprostoru W wve V,,, tedy W @ W+ =V,.

Diikaz. Dokazujeme vlastné dvé tvrzeni: WNW=+ = 0a W VWL = V. Pokud
uw € WNWHL pak v L u, &li (u,u) = 0 a tudiz u = 0. Pro druhé tvrzen{
piedpoklddejme, Ze existuje u € V,,, u ¢ W@W. Zvolme ve W ortonormaln{
bazi {uy, ..., ux} a polozme v := u— 3% (u, u;)u;. Pak také v ¢ W Wt a

tedy i v ¢ W+. Na druhou stranu pro libovolny vektor w = 2?21 riuj z W
plati

k k

(v,w) = <u — Z(u,ui)ul, eruj>
i=1 j=1
k k
= Zf](u,uj) - ZZE(U, i) (ui; uj) =0,
j=1 j=1 i=1

tedy v € W+, coz je spor. O
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Ortogonalni doplnék podmnoziny ve V je podprostorem V. Staci ovérit,
ze ut = {u}* je podprostor, pak jiz musi byt M+ = (,.,, v jakozto prinik
podprostort také. Plati téz, ze M+ = (M)*, nebot pokud je vektor kolmy na
vSechny prvky z M, je kolmy i na kazdou jejich linearni kombinaci a naopak,
pokud je kolmy na vSechny linearni kombinace, pak je specidlné kolmy i na
ty z nich, které jsou rovny piimo vektorum z M. Operace ortogonalniho
doplnku tedy prifazuje podprostorum ve V jiné podprostory. Pokud navic V'
je prostorem konecéné dimenze n a W jeho podprostor, pak z predchozi véty
plyne dim W+ = n — dim W. Pouzijeme-li operaci ortogonalntho doplitku
dvakrat, vidime jednak, ze Vw € W je w kolmé na vsechny prvky z W+,
tedy W < (W)L, Zéroven dim(W+)+ = n — dimW+ = dim W, tudiz
musi byt (W)L = W. Operacim, které jsou stejné jako ,vzeti ortogonalniho
doplinku k podprostoru“ samy sobé inverzni, se obecné tika involuce nebo
duality, dalsimi piiklady jsou tfeba komplexni sdruzeni nebo stfedova ¢i
osova soumeérnost v prostoru. Dualita zprostfedkovana skalarnim soucinem
paruje podprostory do dvojic, jejichz ¢lenové jsou si navzdjem ortogonalnim
doplinkem. Podobné jsou parovana do dvojic i linearni zobrazeni:

Definice 27. Necht (V,g),(W,h) jsou dva prostory nad F se skaldrnim
souc¢inem a f € Hom(V,W). Pak homomorfizmus f* € Hom(W, V), ktery
Yv e V, Yw € W splnuje

h(w, f(v)) = g(f"(w), v),
nazyvame dualnim nebo téz adjungovanym homomorfizmem k f.

Necht M je ortonormdlni béze (V;,,g), N je ortonormdlni béze (W, h),
f e Hom(V,,, W), Wy =2 = (z1,.. ., 20)", (W =y = (y1,...,u0) a
A= (f)nm, B = (f*)un. Matice skaldrniho sou¢inu ¢ i h je vzhledem k
libovolné ortonormalni bazi jednotkova. Pak

Zyi (Z aij$j> = (w, f(v)) = (f*(w),v) = (Z bji@li) z;

Porovnéame-li obé strany, vidime, ze rovnost pro libovolna v a w vyzaduje, aby
a;; = bj; pro libovolné indexy i, j, ¢ili B = A" nebo v realném piipadé B =
AT Pokud tedy A je matice zobrazeni f, pak matice transponovani, resp.
hermitovsky sdruzend, je matici zobrazeni adjungovaného. Odtud je konecné
vidét, ¢im je zavedeni operaci transponovani a hermitovského sdruzeni matice
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motivovano. Protoze jsou tyto operace definovany pro libovolnou matici, je
ziejmé, ze na prostoru konecné dimenze ma kazdy homomorfizmus k sobé
homomorfizmus adjungovany. Z (A7) = Aa (A*T)" = Aplyne, ze (f*)* = f,
jedna se tedy skuteéné o dualitu.

Konecné se dostdavame do bodu, kdy muzeme nové interpretovat a ele-
gantnéji dokdzat tvrzeni h(A) = h(AT) a h(B) = h(BT) z kapitoly o hodnosti
matice. Tvrzeni vlastné 1ika, ze obraz homomorfizmu f z F™ do F" ma stej-
nou dimenzi jako obraz jeho dualntho homomorfizmu f*. Vektor w € F" je
prvkem (Im f)*, prave kdyz Yo € F™ plati h(w, f(v)) = 0. To nastane prave
kdyz g(f*(w),v) = 0, tedy f*(w) € (F™)* = 0 neboli w € Ker f*. Tedy
(Im f)* = Ker f* < F", cili

dimIm f + dimKer f* =n
Podle véty o dimenzi jadra a obrazu ale také
dim Im f* 4+ dim Ker f* =n

Tedy dim Im f = dim Im f*.

Cviceni

1. (3) Dokazte alternativni verzi polariza¢ni identity na realném vekto-
rovém prostoru

(u,v) = 5 (llu+vl* = flul® = [l0]]*)

N —

2. (3) Dokazte tzv. rovnobéznikové pravidlo
4 wl* + flu = v]|* = 2[jul* + 2/|v]?

Plati toto pravidlo pouze na realném vektorovém prostoru, nebo i na
komplexnim?

3. (3) Dokazte na redlném vektorovém prostoru tzv. cosinovou vétu
lu = vl* = [lull* + vl* = 2l|ullllv]| cos ¢,

kde ¢ je thel mezi vektory u a v.



102 KAPITOLA 7. SKALARNI SOUCIN

(21

matici skaldrnfho sou¢inu na R??

(07

matici skaldrniho sou¢inu na R??

4. (4) Je matice

5. (4) Je matice

6. (3) Je matice

matic{ skaldrniho sou¢inu na R??
7. (1) Odvod'te polariza¢ni identitu pro komplexni vektorovy prostor.

8. (3) Bud (R3, g) prostor se skaldarnim sou¢inem danym predpisem g(u, v) =
T1Y1 + TaYo + 223Y3 + T3y2 + Toy3. Najdéte ortogondlni bazi {uq, ug, us}
prostoru (V3, g), kterd obsahuje vektor u; = (1,2, 0). Najdéte piislusnou
ortonormalni bézi.

9. (3) Na stejném prostoru se stejnym skaldrnim soucinem najdéte or-
tonormalni bazi podprostoru (u,v), u = (5,1,—1), v = (0,1,—-1) a
rozsifte ji na ortonormalni bazi celého R3

10. (3) V R* se standardnim skaldrnim sou¢inem naleznéte ortonormalni
bézi podprostoru ((1, —1,2,4), (1, —2,2,3), (2, —2, 5, 7)) obsahujici kladny
nasobek vektoru (1,0,2,5). Najdéte ortogonalni doplnék tohoto pod-
prostoru.

11. (3) Najdéte vsechny ruzné dihly a délky vyskytujici se mezi hranami,
sténovymi tihlopifckami a télesovymi thlopiickami krychle v R3. Reste
analogickou tilohu v R*.

12. (4) Najdéte v R* se standardnim skaldrnim sou¢inem ortogonélni do-
plnék prostoru ((1,1,2,3), (3,1, 1,0))
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(3) Najdéte v R’ se standardnim skaldrnim souc¢inem ortogonalni do-
plnék prostoru ((2,0,1,0,1),(1,-1,1,0,1),(1,1,0,0,1)) a najdéte v
tomto doplinku ortonormaélni bazi.

(2) Ozna¢me P™ prostor vSech redlnych polynomu stupné nejvyse n na
intervalu (—1, 1). Dokazte, ze zobrazeni

() :P" x P - R
pX g / parer

je skalarni sou¢in na P". Ortogonalizaci bdze {1,x, 2%} najdéte orto-
normdlni béazi prostoru P? s timto skaldrnim soucinem.

(1) Pro vsechna n € Z7 zaved me polynomy
1 d”
Pu(z) = ————((a2 = 1)
(1) == o (2~ 1))
Dokazte, ze mnozina {P,, Py,... P,} tvoii ortogondlni bézi prostoru

vSech polynomu stupné nejvyse n. Dokazte, Ze jsou to az na nasobek
pravé ty polynomy, které ziskate ortogonalizaci béze {1,x,..., z"}.

(1) Dokazte, ze pro libovolnou symetrickou matici ) existuje reguldrni
matice R takovd, ze RTQR je diagondlni. Navod: interpretujte matici
R resp. R jako sou¢in matic fadkovych, resp. sloupcovych tprav.
Odvod'te z toho postup, jak poznat, Ze matice @ je pozitivné definitni.

(2) Necht W je podprostor ve vektorovém prostoru V,, se skaldrnim
sou¢inem, M ortonormalni baze v ném a N ortonormdlni baze W+,
Dokazte, ze M U N je ortonormalni baze prostoru V,, a najdéte matici
projekci Py a Pyy1 vzhledem k této bazi.

(2) Dokazte, Ze matice rotace v R? je ortogonalni matice. Plati, Ze
kazda ortogonalni matice je matici rotace?

(2) Necht u je vektor v R™ se standardnim skaldrnim souc¢inem. Dokazte,
ze libovolny vektor z € R™ je mozné jednoznacné rozlozit na soucet
x| +x1, kde z je ndsobkem u a x, je kolmy na u. Ukazte, Ze zobrazeni
prifazujici vektoru x vektor x), resp. z jsou homomorfizmy a najdéte
jejich matici vzhledem ke kanonické bazi a matici vzhledem k néjaké
ortonormalni bazi R? obsahujici ndsobek vektoru u.
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20.

21.

22.

23.
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(1) Dokazte, ze pokud je W podprostorem V,, se skaldarnim soucinem,
pak pro libovolny vektor u € V,, ma vektor Py (u) mensi vzdalenost od
u nez vsechny ostatni vektory W.

(1) Metoda nejmensich ¢tvercu je specidlnim piipadem pocitani pro-
jekce na podprostor. Méme n € N a y1,...,y, € R naméfené hod-
noty néjaké veliciny v bodech zy,...,2, € R. Chceme tuto zavislost
y na x co nejlépe aproximovat linearni funkci, tedy najit takova cisla
a,b e R, aby > | (y; —ax; —b)? bylo co nejmensi. Interpretujeme proto
y = (Y1,--.,Yn) jako prvek vektorového prostoru R"™ se standardnim
skaldarnim soucinem. Mnozina vSech vektoru z R", které se dostanou
jako (axy +b,...,ax, + b) pro néjakd a,b € R je vlastné podprostor
W= {((1,...,1),(z1,...,2,)) v tomto prostoru. Pak projekce Py (y) je
hledany vektor, protoze podminka minimality souc¢tu ¢tvercu je vlastné
podminka nejmensi vzdalenosti v euklidovské normé. Tato projekce je
vektor W, ktery je urceny konkrétnimi hodnotami a a b v zavislosti na
xi, y;- Najdéte vztahy vyjadiujici tuto zavislost.

(3) Urcete délku uhlopticky n-rozmérné jednotkové krychle, jeji ihel s
libovolnou hranou a délku prumétu hrany do sméru thlopricky. Dokazte,
ze ortogonalni prumeéty vrcholu déli uhlopticku na n stejnych césti.

(2) Necht Vj, je vektorovy prostor se skaldarnim soucinem a M =
{uq,...,u,} jeho baze. Dokazte, ze pak existuje M* = {vy,...,v,},
tzv. baze dudlni k M, splnujici podminky (u;,v;) je rovno 1 proi = j a
0 jindy. Jaka je dudlni baze k ortogonalni bazi? A k ortonormalni? Jak
souvisi matice prechodu od béze M k M’ s matici prechodu od M"™ k
M*?



Kapitola 8

Determinant matice

V kapitole o maticich jsme definovali pojem stopy ¢tvercové matice A stupné
n, TrA=>"" a;. Jednou z jejich vlastnosti je, ze pro tii matice A, B,C €
M, (F) je Tr ABC = Tr C AB. Specidlné pro R reguldrni plati Tr R"'AR =
Tr RR7'A = Tr A. Pokud A je matice endomorfizmu f € End V,, vzhledem k
bazi M, pak matice tohoto endomorfizmu vzhledem k jakékoli jiné bazi M’
mé tvar R7'AR, kde R je matice piechodu od M k M’, a tedy m4 i stejnou
stopu. Lze tedy definovat Tr f stopu endomorfizmu f. Je to ¢islo, které je
treba spocitat z vyjadieni f vzhledem k néjaké bazi, ale vysledek na volbé
této baze nezavisi. Takovému cislu se v matematice fika invariant. V této
kapitole se budeme zabyvat jinym invariantem, kterému se fika determinant
matice. Determinant ma oproti stopé nazornéjsi geometricky vyznam, jeho
definice je ale komplikovanéjsi, a nez ji budeme moci napsat, musime se
néjaky cas zabyvat nééim, co samo o sobé s linearni algebrou nemé prilis
spole¢ného.

8.1 Permutace

Permutace je bijektivni zobrazeni konecné mnoziny na sebe. Mnozina muze
byt jakakoliv, ale obvykle se bere prosté {1,...,n}. Mnozinu v8ech permu-
taci této mnoziny znacime .S,,. Slozeni dvou permutaci je permutace, iden-
tické zobrazeni je permutace a inverzni zobrazeni k permutaci je také per-
mutace. Tedy S5, s operaci skladani tvoii grupu, tzv. symetrickou grupu
na n prvcich. Misto sklddani nékdy mluvime o sou¢inu permutaci. Obvykly
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zapis permutace 7 je pomoci dvou radku

<7r(11) w(Qz) . W?m)’

a pokud nehrozi nedorozumeéni, muzeme psat jenom fadek obrazu (7 (1), 7(2), ...

Pozor, neplette si tento zapis s podobnym zdpisem pro vektory a matice. Je
snadné dokazat indukci, ze na n prvcich existuje pravé n! permutaci.
Priklad. Grupa S3 sestava pravé z Sesti prvku: (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3),
(2,3,1), (3,1,2) a (3,2,1). Inverzn{ prvek k 7 = (2,3,1) je 7! = (3,1,2),
protoze m(1) = 2, takze musi byt 7—'(2) = 1, atd. Piiklad slozen{ dvou
permutaci zapiSeme pro piehlednost ve dvourdadkovém zapise:

(123 123\ (123
ToP=1\9 31 321/ 132

Leva strana je slozeni dvou permutaci, takze nejprve je tfeba zobrazit kazdy
prvek permutaci p a poté permutaci 7, napft.

(mop)(1) = 7(p(1)) = n(3) =1

Definice 28. Necht 7 € S, a (4,7), ¢ < j je dvojice indexu z {1,...,n}
Rekneme, ze (7(i), 7(j)) tvori inverzi v m, paklize (i) > 7(j). Pocet vSech
takovych dvojic nazveme I(7), pocet inverzi permutace 7.

Pozor, pojmy tvorit inverzi a pocet inverzi nemaji zadnou souvislost s
inverzni permutaci, jsou to prosté ty dvojice ¢isel, které se na druhém radku
zapisu permutace vyskytuji v opacném potradi nez na prvnim. Naptiklad pro
permutaci (4,2, 1,3) tvoif inverzi dvojice (4,2), (4,1), (4,3) a (2,1).

Lemma 14. Necht 7, p € S,. Pak existuje celé éislo k takové, ze I(m o p) =
I(m) + I(p) + 2k.

Diikaz. Necht i < j, pak nastdva pravé jedna z nasledujicich moznosti:

(==): p(@) < p(5),7(p(i)) < 7(p(5))
(=) p(@) < p(h), 7(p(i)) > 7 (p(j))
(=) p(i) > p(4), m(p(i)) > 7(p(4))
(++) = p() > p(4), m(p(i)) < 7(p(4))
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Oznac¢me pocty dvojic odpovidajici témto variantam jako I, I, [, a
I,,. Varianty (+—) a (++) dédvaji inverzi permutace p, varianty (—+) a
(++) inverzi permutace 7 a varianty (—+) a (4+—) inverzi permutace 7 o p.
Tedy

I(mop) =T+ 1=+ L)+ Lo+ Ly) =20 = I(m) + 1(p) + 2k,
kde k& = —[++. ]

Definice 29. Necht 7 € S,. Znaménkem permutace budeme rozumét
¢islo sgn(m) = (—1)1™,

Identicka permutace id neobsahuje zadnou inverzi, tedy jeji znaménko je
sgn(id) = 1. Z lemmatu plyne, Ze sgn(mw o p) = sgn(m)sgn(p), a z téchto
dvou vlastnosti dohromady, ze sgn(n=! o m) = 1, tedy sgn(m~') = sgn(m).
Oznaé¢ime-li Zy grupu tvorenou mnozinou {1, —1} s operaci ndsobeni, zna-
menaji tyto vlastnosti, ze zobrazeni sgn : S,, — Zs je grupovy homomor-
fizmus.

Definice 30. Necht G je grupa s operaci * a neutrdlnim prvkem eg a H
je grupa s operaci o a neutralnim prvkem ey. Zobrazeni f : G — H, které
splinuje pro vsechna g1, 9, € G

f(eG) = €H

f(g1%g2) = f(g1) o f(g2)

nazyvame homomorfizmem grup G a H.

V nasem ptipadeé je tedy operace * skladani permutaci a operace o nasobeni
na Zs. Podobné jako u vektorovych prostoru, i u grup pojem homomorfi-
zmus vyjadiuje, ze se zobrazeni ,chova hezky“ k dané struktufe, v tomto
pripadé struktute grupy. Muzeme definovat jaddro grupového homomor-
fizmu Ker f jako mnozinu vsech g € G, pro néz f(g) = eg, ovéite sami, ze to
je také grupa (s operaci *). V nasem piipadé oznacujeme Ker sgn =: A, je to
mnozina vSech m € S, takovych, ze sgn m = 1. Mluvime o grupé vsech sudych
permutaci nebo téz alternujici grupé. Permutace, pro které sgnm = —1
se nazyvaji liché a zjevné grupu netvorii.

Priklad. Mame-li definovédn grupovy homomorfizmus, jeho jadro a obraz (to
je prosté obraz zobrazeni f), muzeme definovat grupovy monomorfizmus, epi-
morfizmus, mluvit o izomorfnich grupach. Naptiklad grupa S; je izomorfni
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grupé vsech symetrii rovnostranného trojihelnika: staci ocislovat vrcholy
1,2, 3 a priradit kazdé permutaci m shodné zobrazeni, které prevadi vrchol 1
na 7(1), 2 na m(2) a 3 na m(3). To je bijekce, ktera splnuje vlastnosti homo-
morfizmu, tedy je to izomorfizmus grup. Podobné je izomorfni .S, s mnozinou
vSech symetrii pravidelného ¢tyrsténu. Podgrupa As, resp. Ay se pak v tomto
izomorfizmu zobrazuje na podgrupu primych shodnosti. Neni tézké si rozmys-
let, ze ve skutecnosti kazda koneéna grupa G je izomorfni podgrupé v S,
kde n je pocet prvku G.

Oznacme Supp 7 nosi¢ permutace, tedy mnozinu vsech indexu i €
{1,...,n} takovych, ze w(i) # i. Permutace s dvouprvkovym nosicem se
nazyvaji transpozice, vlastné pouze vyménuji néjaky prvek ¢ s jinym prv-
kem j. Takovou transpozici budeme znacit [z, j], naptiklad (1,4, 3, 2) je trans-
pozice [2,4] = [4,2].

Transpozice [1,2] obsahuje pravé jednu inverzi a je to tedy lichd permu-
tace. Transpozici [i, j], 1 < j lze zapsat jako p~1 o [1,2] o p, kde p je libovolna
permutace, pro kterou p(i) = 1, p(j) = 2. Pak ale

sgn([i, 1) = sgn(p™") sgn([1, 2]) sgn(p) = sgn([1,2]),

tedy kazda transpozice je licha permutace.

Transpozice je specidlni piipad cyklu, coz je permutace s k-prvkovym
nosicem {4y, io, . .. 4} takovd, ze 7(i;) = i;41 pro vSechna j € {1,...,k — 1}
a m(ix) = i1. Cyklus oznacime [iq, io, . .., ix], ¢islo k se nazyva délkou cyklu.
Dva cykly nazveme nezavislymi, pokud jsou jejich nosice disjunktni.

Véta 25. Kazdou permutaci lze zapsat jako soucin nezdvislyjch cykli. KazZdou
permutact lze zapsat jako soucin transpozic.

Diikaz. Staci vzit libovolny prvek 41 ; € Supp 7. Jeho obraz oznac¢ime % 5 :=
7(i1,1), dale 41 3 := m(412) atd. Mnozina je konecnd, takze pro néjaké k; € N
musi nastat iy x, 41 = 41,1. Definujme 7 permutaci, jejiz nosic je {iy 1, ..., %14 }
a na této mnoziné ma stejné hodnoty jako m, je to zjevné cyklus délky k;.
Zvolme iy € Supp \ Supp 7 a opakujme postup, ziskdme takto N cykla
m; o délce kj, které jsou nezavislé a plati 7 = 7 0... o7y,

Cyklus [i1, . .., 1] je roven napiiklad sou¢inu transpozic [iy, io][iz, i3] . . . [ik—11k]
(rozmyslete si podrobné). Pokud tento rozklad pouzijeme pro kazdy cyklus
T, ..., TN, dostavame zapis permutace jako soucinu transpozic. O

7 dukazu je ziejmé, ze rozklad na nezavislé cykly je az na poradi jed-
nozna¢ny. Rozklad na transpozice jednoznacny zdaleka neni, uz cyklus lze
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rozlozit na transpozice mnoha jinymi zpusoby (najdéte néjaky) a také lze do
kteréhokoli mista rozkladu vlozit souc¢in typu [i, j][j, ], ¢imz dostaneme jiny
rozklad s jinym poctem transpozic. Protoze ale vime, ze transpozice je liché
permutace a ze sgn je grupovy homomorfizmus, vidime, ze znaménko permu-
tace lze také spocitat jako (—1)Y, kde N je pocet transpozic v néjakém (a
tedy libovolném) rozkladu na transpozice, nebo také (—1)¢, kde C' je pocet
cyklu sudé délky v rozkladu na nezavislé cykly. To byva obvykle rychlejsi
metoda vypoctu znaménka permutace nez vypisovani seznamu vsech inverzi.

Priklad. Uréeme znaménko permutace m = (7,3,5,1,2,4,6,8). Vidime, ze
7(1) =7, n(7) =6, 7(6) = 4 a w(4) = 1, coz dava cyklus [1,7,6,4]. Dale
m(2) = 3, 7(3) = 5 a 7(5) = 2, dalsim nezavislym cyklem je [2,3,5]. Tim
jsme vycerpali cely Suppw, tedy 7 = [1,7,6,4][2,3,5] a znaménko je —1,
protoze v rozkladu je jeden cyklus sudé délky.

Véta 26. Necht n > 1. Grupa A, md % proki.

Diikaz. Zvolme pevnou transpozici, napiiklad [1,2]. Zobrazeni T : S, — S,
definované jako T'(m) = [1,2] o m je bijekce na konetné mnoziné, pricemz
obrazem liché permutace je suda a naopak. Pak ale mnozina lichych a sudych
permutaci musi byt stejné velka, tedy sudych permutaci je prave %' ]

8.2 Determinant

Vétsina pojmu, které jsme dosud definovali, byla zavedena induktivné, tedy
zdola. Existovala pro né motivace v podobé prikladu, které bylo vhodné zo-
becnit, presnéji pojmenovavaly néco, co uz bylo v dané situaci intuitivné
pritomno, nebo odpovidaly na prirozené otazky, které by si clovék mohl klast,
casto v analogii s jinou podobnou situaci. Determinant oproti tomu budeme
budovat deduktivnim zpusobem. Definice bude na prvni pohled naprosto
znebespadla a teprve poté, az dokazeme, ze z ni plynou pékné vlastnosti,
zjistime, k ¢emu je ndm ten determinant vlastné dobry.

Definice 31. Necht A € M,,,(F). Determinantem matice A nazveme &fslo
det A := Z sgn(7)A1r(1)A27(2) - - - Cnr(n)
ﬂ'ESn

Vidime tedy, ze determinant je soucet n! ¢lenu, z nichz kazdy je sou¢inem
n elementu matice vynasobenym znaménkem permutace. V kazdém takovém
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soucinu se vyskytuje pravé jeden element z kazdého radku a pravé jeden
element z kazdého sloupce. Definice je tedy nejen znebespadla, ale také prak-
ticky neprilis pouzitelnd, protoze s rostoucim n roste pocet operaci velmi
rychle.

Misto det A budeme také pouzivat oznaceni |A| nebo u konkrétni matice
nahradime zavorky svislicemi. Pokud A je matice 2 x 2, pak

_ | @11 Q12
det A = = sgn(12)aiiag + sgn(21)aizas1 = a1a22 — a12a2
Q21 Q22
Podobné
11 Aiz2 i3
Q21 Q22 Q23 | = Q11A22033 + G12G23031 1+ A13021G32
a31 a3z as3
— Q11023032 — (13022031 — A120A21033
Oznac¢me tadky matice A jako aq,as,...,a,, determinant matice A bude
vyhodné obcas znacit také jako |ay,. .., a,|.

Véta 27. Necht A € M, (F), a, € F", r € F.
1|4 = [A7)
2. |ay, ... ra;, ... an| =Tlag, . ah, .. ay].

3. Pokud 1 <1i <n, pak

lat, ..., a; + @y | = ag, .0, an| + lar, . dk, L ay

4. Pokud 1 <1< j<n, pak
lat, . ooy Qe Ay = —ar, GG, Gy Ay,
Diikaz. Podle definice

|A| = Z Sgn(ﬂ')alﬂ(l)agﬂ(g) e Opg(n) = Z Sgn(p_l)alp—l(l)agp—l(Q) oo Qpp=1(p)
TESH pPESH

= > sen(p)ayn e - Gpem = Y 580(P)aly1) @502y - Aoy = |A”]

pPESH PESn
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Nejprve jsme vyuzili toho, Zze pokud p bézi pies celou S, pak p~! také, pak
jsme pieusporadali ¢initele v soucinu a pouzili sgn(p) = sgn(p™1).
Druhé tvrzeni plyne z

Z sgn(m)air1) - - - (TQins)) - - - npn) =T Z sgn(T)a1x(1) - - - Qin(i) - - - Anr(n)

TES TESH

a podobné zfejmé je i tvrzeni treti.
Zobrazeni, které 7 ptirazuje ©’ = 7 o [i, j], je bijekce S, na S, takze

|A| = Z Sgn(ﬂl)alﬂ-/(l) e Gt (4) + o - Agrt(5) « + - Ayl (n)
m'eSy

= Z sgn(w o [i,j])alﬂ(l) e Qir(5) - - - Ajre(i) - - - Qnm(n)
TESH

= — Z sgn(ﬂ)alw(l) e Gin(i) - - - Qim(5) - - - Ana(n),
TI'ESn

¢imz je dokézano i posledni tvrzeni. ]

Tato véta ma tadu dusledku. Z prvniho tvrzeni plyne, ze druhé a treti
tvrzeni plati i pro sloupce. Z druhého je jasné, ze determinant matice, kterd
obsahuje nulovy fadek (nebo sloupec), je nulovy. Druhé a tfeti tvrzeni dohro-
mady znamenaji, ze pokud budeme determinant chapat jako zobrazeni det :
F* x...xF" — [F, které prifazuje n-tici vektoru z F™ ¢islo, pak je toto zobra-
zeni multilinedrni. Ctvrté tvrzeni vlastné ifkd, ze pii transpozici na Fadky se
determinant vynésobi znaménkem transpozice, a protoze libovolnou permu-
taci lze ziskat jako soucin transpozic, permutace fadku zpusobi vynasobeni
determinantu znaménkem permutace. Ze ctvrtého tvrzeni také plyne, ze po-
kud ma matice dva stejné radky, pak je jeji determinant nulovy. Pokud tedy
do i-tého tadku matice pricteme r-nasobek j-tého radku pro ¢ # 7, pak je
ve druhém tvrzeni s a] = ra; posledni clen nulovy, takze se determinant
nezmeéni. Pri¢itanim nasobku ostatnich rfadku, prehazovanim potradi radku a
nasobenim tadku ¢islem je mozné matici prevést na horni trojihelnikovou.
Determinant horni trojihelnikové matice je ale roven soucinu diagonalnich
elementt, protoze v definici determinantu vSechny cleny kromé ¢lenu ptislusejiciho
m = id obsahuji alespon jeden prvek pod diagondlou, a ten je roven 0. De-
terminant matice lze tedy pocitat Gaussovou eliminaci, jen si musime dat
pozor, ze zmény poradi radku a nasobeni ¢islem determinant zméni. Na dru-
hou stranu ale muzeme vyuzivat i sloupcové tpravy, pokud je to vyhodné.
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Véta 28. Matice A € M,,,(F) je reguldrni, prdvé kdyz |A| # 0.

Diikaz. Matice A je regularni préave kdyz h(A) = n. Pokud matici prevedeme
Gaussovou eliminaci na horni trojihelnikovou, pak se hodnost zachova a nu-
lovost ¢i nenulovost determinantu také. Ale determinant horni trojihelnikové
matice je nenulovy, pravé kdyz jsou nenulové vSechny prvky na diagondle a
praveé tehdy je i hodnost matice rovna n. O]

To je tedy prvni dilezitd véc, na kterou se determinant hodi: jeho nulovost
¢i nenulovost detekuje regularitu matice. Sou¢in dvou regularnich matic je
regularni matice a soucin dvou singularnich je singularni, takze nulovost de-
terminantu se musi zachovavat i pti soucinech. Ve skutecnosti plati mnohem
silnéjsi tvrzeni:

Véta 29. Nechf A, B € M,,(F). Pak |AB| = |A||B|.

Diikaz. V matici AB je i-ty tadek linearni kombinaci fadkt matice B s koe-
ficienty z ¢ tého radku matice A. Z multilinearity determinantu plyne

n n n
|AB|: E alilbilag a?izbizw"ag aninbin

ir=1 ig=1 in=1
n n n
= E E E aula%...amn|bi1,bi2,...,binl
in=lig=1  ip=1
Determinant |b;,,b;,, ..., b;, | je nulovy, pokud jsou v ném dva fadky stejné,
jinymi slovy pokud zobrazeni mnoziny {1,...,n} do sebe, pfitazujici indexu

k index ik, neni permutace. Stac¢i tedy zachovat jen ty cleny, pro které to
permutace je:

|AB| = Z A (1)027(2) - - - One(n) [ O (1)5 Ox(2)s - - - D)

WESn

= Z A17(1)A27(2) - - - Anz(n) sgn7r|b1, bQ, ce >bn| = |A||B|

WESTL

Zde jsme vyuzili toho, ze preusporadani fadku permutaci m méa za nasledek
vynasobeni determinantu ¢éislem sgn(7) a posledni krok uz je jen definice
determinantu. O
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Protoze |E| = 1, plyne z této véty, ze |[A~*A| = 1 neboli |[A™}| = ﬁ a také
ze |R"*AR| = | A]. To podobné jako u stopy znamena, ze determinant matice
endomorfizmu je invariantni vuci volbé baze a mé tedy smysl definovat pro

f €V, velicinu det f jako determinant matice f vzhledem k libovolné bazi.

8.3 Aplikace determinantu

Definice 32. Necht A € M, (F). Necht A;; je podmatice A vznikla vy-
nechanim fadku s indexy z mnoziny I C {1,...,n} a sloupcu z mnoziny
J C {1,...,n}. Pokud I a J maji stejny pocet prvku, pak lze spocitat
|Az,|, takovému determinantu se iikd /.J-ty minor matice A. Pokud [ = J,
mluvime o hlavnim minoru a pokud I = {i} a J = {j}, je to prvni mi-
nor, znacime |A;;|. Cislo A;; := (—1)"|A;| nazgvame ij-tym kofaktorem
nebo téz algebraickym doplikem matice A.

Nasledujici véta ndm mimojiné dava rekurzivni formulku, jak spocitat
determinant matice pomoci jejich algebraickych doplnku.

Véta 30. Necht A € M, (F), j,k €{1,...,n}. Pak

" . |A| proj=k
E ajiAki = LT
— 0 pro j #

Diikaz. Necht nejprve j = n. Vytknéme v definici determinantu z kazdého
clenu prvek na n-tém tadku. Pak

|A| = Z a”l’L7i Z Sgn(ﬂ-)al,ﬂ'(l) L) anfl,rr(nfl)
=1

ﬂ'ESn
w(n)=i

Pokud i = n, pak muzeme 7 chéapat jako permutaci mnoziny {1,...,n—1} a
n-ty séitanec v sumeé je roven |A,,| = A,,. Pro ostatni ¢leny 7 zobrazuje n na
jiny index j. Slozend permutace 7’ := mjom, kde 7; := [n,n—1,...,5+1,7]

zobrazuje opét n na n a sgn(n’) = (—=1)"7sgn(n) = (—=1)"" sgn(rw). Tedy
J-ty scitanec lze prepsat jako

(_1>n+j Z Sgn<7[—/)a1,ﬂ’(l) s anfl,ﬂ(nfl) = (_1)n+j|Anj| = Anjv

' E€Sp—1
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protoze prvek a; (; je vlastné prvkem a;?ﬂ,(i) matice A’ = A,,; po precislovani
sloupct zptusobeném vynechanim indexu j z {1, ...,n}. Tim je tvrzeni dokdzéno
pro j =k =n.

Pokud j = k # n, pak staci pireuspoiddat fadky matice A permutaci 7},
ktera prevadi j-ty radek na pozici n a posouva vSechny nasledujici radky
beze zmény jejich poradi, plati sgn7; = (—1)" 7. Oznacime-li takto vzniklou
matici fl, pak

Al = (=1)"7| 4] = ”“Za ”“lAm\—Zaﬂ )| 4],

coz jsme chtéli dokazat.

Konecné pokud j # k, pak soucet > . | ajiflki vibec nezavisi na hod-
notach elementu na k-tém radku matice A. Pokud tedy na k-tém tadku
budou napiiklad samé nuly, musi byt vysledek stejny. Takovy determinant
je ale nulovy. O]

Véta nam také dava primé vyjddrent jednotlivych prvku inverzni matice.
Definujeme-li bj, := Akj, pak je

n

1 o
Z a,»jb = W aijAkj

7j=1 =1

rovno jedné pro i = k arovno 0 pro i # k, ¢ili AB = E, B = A~!. Pro matice
2 x 2 odtud dostavame snadno zapamatovatelné Cihakovo pravidlo:

a b\ ' 1 d —b
c d Cad—be\ —¢ a )’

tedy ze inverzni matice se dostane prohozenim prvku na hlavni diagonadle,
yzominuskovanim* prvku na vedlejsi diagondle a vydélenim determinantem.

7 vyrazu pro inverzni matici muzeme také odvodit vztah pro feseni sou-
stav rovnic, znamy jako Cramerovo pravidlo. Pokud A je regularni matice,
pak fesenfm soustavy rovnic Az = b je + = A~'b. Dosazenim vzorce pro in-
verzni matici dostavame, ze

ZA”\A!
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Ozna¢me Ap; matici, kterda vznikne z A nahrazenim i-tého sloupce vekto-
rem b, pak rozvoj podle tohoto sloupce dava |A,;| = 2?21 A;ib;, protoze
kofaktory matic A, a A odpovidajici vynechani i-tého sloupce jsou stejné.
Dostavame tedy

Véta 31. Necht A € M,,(F) je requldrni matice a b € F". Pak hodnota i-té

|4, ]
[A] -

slozky (jediného) teseni x € F™ soustavy rovnic Ax =b je rovna

Podobné jako skalarni soucin nam umoznuje zavést pojmy thlu a vzdalenosti,
determinant s sebou nese mnohé vlastnosti objemu. Pokud ay,...,a, € R,,
pak vyraz |aq,...,a,| spliuje témér vsechny prirozené vlastnosti, které by
meél spliovat objem rovnobéznosténu urceného vektory a;. Skuteéné: po-
kud jeden z vektoru r-krat prodlouzime, pak determinant r-nasobné vzroste,
stejné se chova i objem. Pokud k vektoru pri¢teme linearni kombinaci ostatnich
vektoru, pak se ,vyska“ rovnobéznosténu nezméni, a tedy ani jeho objem.
Stejné tak se nezméni ani determinant. Pokud a; jsou prvky kanonické baze,
je rovnobéznosténem krychlicka o hrané jedna, kterd ma objem také jedna a
stejnou hodnotu ma i determinant. Pokud jsou a; linedrné zavislé, pak jsou
objem i determinant rovny nule. Jedinou vadou na krase tedy zustava, ze de-
terminant muze narozdil od objemu byt i zaporny. Ve skutecnosti to ale neni
vada, nybrz vlastnost: znaménko determinantu nam umoznuje definovat, kdy

je baze {ay,...,a,} kladné a kdy zaporné orientovana.
Pokud étvercova matice R spliiuje RT R = E, znamen4 to, Ze je R orto-
gondlni. Podle véty o determinantu souc¢inu matic mame 1 = |E| = |RTR| =

|RT||R| = |R|?, tedy determinant (redlné) matice R muze byt +1 nebo —1.
Mnozina vSech ortogonédlnich matic s determinantem 1 je grupa (ovéite),
kterda se oznacuje SO(n), specidlni ortogonalni grupa. Je to mnozina
vSech matic prechodu, které prevadéji kladné orientované ortonormaélni baze
na kladné orientované ortonormaélni baze. Je mozné ukazat, ze kazda ta-
kovad matice se d& napsat jako sou¢in matic rotace kolem néjaké osy. Po-
dobné muzeme definovat i grupu SU(n) a také SL(n) (mnozina vsech re-
gularnich matic s determinantem 1). Posledné jmenovanou je mozné chapat
jako mnozinu vSech matic prechodu, které zachovavaji orientaci baze a objem
rovnobéznosténu vytyceného bazovymi vektory.

Cviceni

1. (4) Je souc¢in permutaci komutativni?
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(1) Dokazte, ze grupa vsech symetrii ¢tyfsténu je izomorfni (tedy exis-
tuje bijektivni grupovy homomorfizmus) grupé Sy;. Cemu v tomto izo-
morfizmu odpovida grupa A4?

(1) Patndcka je klasicky hlavolam tvaru ¢tvercové miizky 4 x 4, v
niz je 15 pohyblivych dlazdic oc¢islovanych 1 az 15. V zdkladni pozici
je volné pravé dolni pole a dlazdice 1 az 15 jsou srovnany v potadi
odleva doprava a odshora dolu. Hlavolam se stal slavnym v roce 1880,
kdy Samuel Lloyd nabidl odménu 1000 dolaru tomu, kdo se dokaze ze
zakladni pozice dostat do pozice, v niz je volné pole na stejném misté,
ale dlazdice 14 a 15 jsou vyménény. Dokazte, ze tato iloha nema reseni.

(HC) Dokazte, ze na Rubikové kostce neni mozné vyménit dvé kosticky,
zatimco vSechny ostatni kostky zistanou na svém misté.

(3) Permutaci
7T:(123456789>
6 32917458
rozlozte na soucin transpozic dvéma zpusoby.
(4) Rozlozte nasledujici permutaci na nezavislé cykly a urcete znaménko:

12 34 5 678 910 11 12 13 14 15 16 17
10 8 12 3 16 11 4 5 15 1 14 7 2 9 6 17 13

2006

(3) U permutace z predchozi dlohy urcete m a nejmensi k£ > 1000

takové, ze mF = L.

(3) Spoctéte prevodem na trojihelnikovy tvar determinant

a T T ... X
T ay X T
r T az ... T
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9. (4) Spoctéte determinant

z a b 0 ¢
0y 00 d
0 e z 0 f
g h k u I
0000w
10. (4) Vycislete determinant
11 2 2 5
51 3 =2 1
17 -4 3 3
20 0 4 =2
16 1 -1 2
11. (4) Spoctéte determinant
212 2 3
013 41
1 21 3 3
2104 3
1113 2

12. (2) Jak se zméni determinant, pokud jeho elementy prevratime vuci
stredu matice. Zduvodnéte.

13. (4) Ovéite, ze pro matice

cosip —sing 0 1 0 0
R.(¢)=| sing cosp O R.(¢¥)=1| 0 cosyp —siny
0 0 1 0 siny  cost

plati det R, ()R, (1) = det R, () det R, (1)).

14. (4) Reste pomoci Cramerova pravidla

2 + 3y + 52 =10
3r+Ty+4z =3
rT+2y+22=3
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15

16

17

18

19

. (4) Reste rovnici
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. (3) Vypoctéte determinant

. (3) Reste rovnici

—_

Qo
Qo
Qo

o

1—=x

. (2) Vypoctéte determinant

aby
aby
a1 bz

albn

=N K

(431

a1

ai

Zo
X
X2

T

a1 by
asby
asbs

a2bn

arR O

D W =

a2
a2

az

apbs
asbs
asbs

a3bn

an
7
an

albn
a2bn
a3bn
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

(2) Dokazte, ze mnozina redlnych ¢tvercovych matic fadu n s nenu-
lovym determinantem tvoii grupu vuéi nasobeni (znac¢ime GL(n,R) -
general linear group).

(1) Numerické piiblizeni n-té derivace: Pro kazdé n € N a kazdou volbu
vesmeés ruznych redlnych cisel ag, aq, ..., a, najdéte realné koeficienty
qo, 41 - - - qn, aby

lim Zi:O g f(x + hai)
h—0 hn

_ f(").

Pomoci L'Hospitalova pravidla pfevedte tuto podminku na soustavu
n + 1 linearnich rovnic a tu pak feste Cramerovym pravidlem.

(1) Dokazte

2 cos« 1 0 ... 0
1 2cosa 1 ... 0 i
0 1 2cosa ... 0 :w
: _ : sin o
0 0 0 ... 2cos«

(2) Dokazte, ze pokud pro libovolné indexy iy, ..., ix; ji,--.,J plati
a;,j, = 0 a k+1>n, pak je determinant matice a;; roven nule.

(2) Jak se zméni determinant matice, pokud jeji (4, j)-ty element vyndsobime

¢, ¢ € R? Zduvodnéte.
(2) Dokazte, ze determinant antisymetrické matice lichého fadu je nula.

(2) Spoctéte determinant

z y 0 . 0 0
0 y . 0 0
0 0 x . 0 0
0 0 0 Ty
y 0 0 0 =z
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

KAPITOLA 8. DETERMINANT MATICE

(2) Spoctéte determinant

10 ... 00
1 21 .00
01 2 .00
000 21
000 1 2

(3) Reste pomoci Cramerova pravidla
l+a)r+y+z=1
r+(l+a)y+z=a

z+y+ (1+a)z=ad’

(3) Spoctéte determinant

3 2 2 .22
2 3 2 .22
2 2 3 .2 2
2 2 2 3 2
2 2 2 2 3

(3) Jak se zmeéni determinant, pokud od kazdého fadku odecteme
nasledujici fadek, jen od posledniho fadku odecteme prvni fadek? Zduvodnéte.

(2) Jak se zméni determinant, pokud matici poto¢ime o 90 stupnu
okolo ,stredu® matice? Zduvodnéte.

(2) Urcete soucet determinantu vsech matic stupné n takovych, ze v
kazdém sloupci a kazdém tadku je pravé jeden element roven jedné a
ostatni jsou nuly. Zduvodnéte.

(3) Reste pomoci Cramerova pravidla pro ta a € R, pro néz se toto
pravidlo da pouzit:

ar+y+z=1

r+ay+z=1

r+y+taz=1
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Jinou metodou pak dofeste pro ostatni hodnoty a.

34. (3) Urcete pouze element na pozici 12 inverzni matice k

N SO

co O N

O O W

35. (3) Vypoctéte determinantovou metodou inverzni matici k

1
A= 2
-1

W W =

1
3
-2
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36. (2) Dokazte, ze mnozina SO(n) je grupa vzhledem k ndsobeni matic.

37. (2) Dokazte, ze mnozina SU(n) je grupa vzhledem k ndsobeni matic.

38. (2) Dokazte, ze mnozina SL(n) je grupa vzhledem k ndsobeni matic.

39. (2) Dokazte, ze determinant blokové diagonalni matice

je roven det Adet B.

40. (1) Spoctéte determinant

ai
21

751

\)

0

~J

Q12
22

%)

0

ot

=}

(077% 0
Aot 0
0
(075 0
0 bll
0 bn

o O O O

bu
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41. (2) Dokazte, ze inverzni matice k regularni antisymetrické matici je
antisymetricka.

42. (1) Dokazte, ze hodnost matice je rovna velikosti nejvétsiho jejtho ne-
nulového minoru.



