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Sada 7 - Kvadratické formy

1. Necht’ V = ℝn,  ∈ V ∗ je lineárńı funkcionál, jehož souřadnice vzhledem k duálńı kanonické bázi jsou (ai)
n
1 .

Definujme zobrazeńı Q : V → ℝ předpisem Q(u) =  (u)2. Dokažte, že je to kvadratická forma, najděte jej́ı
matici vzhledem ke kanonické bázi a určete jej́ı hodnost.

2. Necht’ V = ℝn, �,  ∈ V ∗ jsou dva lineárńı funkcionály, jejichž souřadnice vzhledem k duálńı kanonické bázi
jsou (ai)

n
1 , (bi)

n
1 . Definujme zobrazeńı B : V ×V → ℝ předpisem B(u, v) = �(u) (v). Dokažte, že je to bilineárńı

forma, najděte jej́ı matici vzhledem ke kanonické bázi a rozložte ji na symetrickou a antisymetrickou část.

3. Na prostoru V = M22(ℝ) definujme zobrazeńı B : V × V → ℝ vztahem B(X,Y ) = Tr(XY ). Ověřte, že B je
bilineárńı forma a najděte jej́ı matici vzhledem k bázi

M =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
4. Necht’ M = {(1, 3), (1, 2)} je báze ℝ2, (

1 2
4 3

)
matice bilineárńı formy vzhledem k M . Najděte jej́ı matici vzhledem k M ′ := {(2, 3), (3, 5)}.

5. Bilineárńı forma B na ℝ3 má v̊uči kanonické bázi matici⎛⎝ 0 1 1
1 0 1
1 1 0

⎞⎠
Najděte bázi M , vzhledem k ńıž má B diagonálńı tvar s celými č́ısly na diagonále, a určete tuto matici.

6. Proved’te ortogonálńı diagonalizaci kvadratické formy 7x2 − 12xy − 2y2 na ℝ2.

7. Proved’te diagonalizaci kvadratické formy na ℝ3, jej́ıž předpis je

Q(x) = x2 + y2 + 5z2 − 2xy − 4xz + 2yz

8. V ℝ3 se standardńım skalárńım součinem najděte ortonormálńı polárńı bázi kvadratické formy Q(x) = x21 +
7x22 + x23 + 8x1x2 + 16x1x3 − 8x2x3. Můžete využ́ıt faktu, že vlastńı č́ısla jsou ±9.

9. Dokažte, že množina všech kvadratických forem na prostoru ℝn je vektorový prostor, a určete jeho dimenzi.
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