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Sada 4 - vlastńı č́ısla a vektory

1. Určete

(
0 2
5 −3

)100

2. Najděte vlastńı č́ısla a vektory matice

⎛⎜⎜⎝
1 0 1 2
1 1 3 4
0 0 −2 4
0 0 1 1

⎞⎟⎟⎠
3. Najděte nějakou matici 2× 2, která neńı horńı ani dolńı trojúhelńıková a má vlastńı č́ısla 5 a 6.

4. Dokažte, že každá symetrická reálná 2× 2 matice má dvě r̊uzná reálná vlastńı č́ısla, právě když neńı násobkem
jednotkové matice. Dokažte dále, že pro každou takovou matici jsou vlastńı podprostory na sebe kolmé.

5. Spočtěte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory zobrazeńı f : P 2(x,ℂ) → P 2(x,ℂ) daného vztahem f(a + bx + cx2) =
(5a+ 6b+ 2c)− (b+ 8c)x+ (a− 2c)x2

6. Diagonalizujte matici A =

⎛⎝ 4 −3 1
2 −1 1
0 0 2

⎞⎠
7. V prostoru reálných polynomů stupně nejvýše 2 najděte bázi, v ńıž je matice zobrazeńı T , které reálnému

polynomu f(x) přǐrazuje polynom (Tf)(x) = f(0) + f(1)(x+ x2), diagonálńı.

8. Najděte vlastńı č́ısla a vektory lineárńıho zobrazeńı f : M2(ℂ)→M2(ℂ), které je definováno předpisem

f

((
a b
c d

))
=

(
2c a+ c

b− 2c d

)

9. Spoč́ıtejte charakteristický polynom matice

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0 0 1
−p0 −p1 −p2 . . . −pn−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
10. Každý rok se 1/10 z celkových K obyvatel Kocourkova odstěhuje do Tramtárie a 1/5 z celkových T obyvatel

Tramtárie se zase odstěhuje do Kocourkova. Kdo se neodstěhuje, z̊ustává na mı́stě. Určete matici zobrazeńı,
které přǐrazuje vektoru (K,T ) vektor počtu obyvatel př́ı̌st́ı rok a poté určete, kolik obyvatel bude kde bydlet
až naprš́ı a uschne (tj. za 42 let).

11. Necht’ A,B jsou n × n komplexńı matice, � je vlastńı č́ıslo matice A a � je vlastńı č́ıslo matice B. Pak �k je
vlastńı č́ıslo Ak, protože Akv = Ak−1Av = Ak−1�v = �Ak−1v = . . . = �kv a �� je vlastńı č́ıslo AB, protože
ABv = A�v = �Av = ��v. Plat́ı to? Pokud ne, kde je chyba?

12. Ověřte pro obecnou matici 2×2, že když ji dosad́ıme do jej́ıho charakteristického polynomu, dostaneme nulovou
matici (Cayley-Hamiltonova věta).

13. Najděte zobecněné vlastńı podprostory matice A =

⎛⎝ 1 −3 4
4 −7 8
6 −7 7

⎞⎠
1


