
Lineárńı algebra pro matematiky - LS 11/12

Sada 2 - Vektorové prostory a lineárńı zobrazeńı

1. Rozhodněte, zda následuj́ıćı množiny jsou podprostory prostoru všech reálných matic n×n s operacemi sč́ıtáńı
a násobeńı č́ıslem z ℝ. Zd̊uvodněte.

(a) množina všech symetrických matic

(b) množina všech ortogonálńıch matic

(c) množina všech matic v odstupňovaném tvaru

(d) Pro pevné b ∈ ℝn, množina všech matic A takových, že soustava s matićı (A∣b) má řešeńı.

2. Rozhodněte, zda následuj́ıćı množiny jsou podprostory prostoru všech nekonečných reálných posloupnost́ı {ai}∞0
s operacemi sč́ıtáńı posloupnost́ı a násobeńı posloupnosti reálným č́ıslem. Zd̊uvodněte.

(a) množina všech konvergentńıch posloupnost́ı

(b) množina všech periodických posloupnost́ı

(c) množina všech posloupnost́ı splňuj́ıćıch rekurentńı vztah an+1 = an + an−1 pro všechna n ∈ ℕ
(d) množina všech posloupnost́ı se sudým počtem nenulových člen̊u

3. Rozhodněte, zda následuj́ıćı množiny jsou podprostory prostoru všech reálných polynomů se sč́ıtáńım polynomů
a násobeńım polynomu č́ıslem. Zd̊uvodněte.

(a) množina obsahuj́ıćı všechny polynomy stupně n a nulový polynom

(b) množina všech polynomů maj́ıćıch pouze reálné kořeny

(c) množina všech polynomů, pro něž je aritmetický pr̊uměr jejich hodnot na množině {−1, 1, 3, 7} nulový

(d) množina všech polynomů, které maj́ı nenulové pouze koeficienty u sudých řádech

4. Rozhodněte, pro která a ∈ ℝ je lineárně nezávislá množina {5x2 + 2x− 1, x2 +x, 2x2−ax− 1} funkćı z ℝ do ℝ.

5. Rozhodněte, jestli je funkce cos 3x v lineárńım obalu množiny funkćı {1, sinx, sin2 x, sin3 x} (ve vektorovém
prostoru všech reálných funkćı nad ℝ)

6. Rozhodněte, jestli je funkce cos 3x v lineárńım obalu množiny funkćı {1, cosx, cos2 x, cos3 x} (ve vektorovém
prostoru všech reálných funkćı nad ℝ)

7. Rozhodněte, která z ńıže uvedených zobrazeńı f : V →W jsou lineárńı:

(a) V = W = ℂ a f je komplexńı sdružeńı f(v) = v̄

(b) V je prostor všech reálných čtvercových matic stupně n, W = ℝ, f(A) =
∑n

i=1 aii.

(c) V = W je prostor všech reálných funkćı na ℝ a F je zobrazeńı přǐrazuj́ıćı funkci jej́ı absolutńı hodnotu
F (g) = ∣g∣.

(d) V = W je prostor všech reálných funkćı na ℝ a F je zobrazeńı přǐrazuj́ıćı funkci g funkci F (g) předpisem
[F (g)](x) = g(x)− g(−x).

8. Najděte matici zobrazeńı f : P 2(x,ℝ)→M22(ℝ)

f(p(x)) =

(
p(0) p(1)
p(2) p(3)

)
1



vzhledem k báźım {1, x, x2} a {(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
9. Najděte matici zobrazeńı f : M22(ℝ)→ P2(x,ℝ), definovaného vztahem

f

((
a b
c d

))
= a + d + (c + 2b)x2

vzhledem k báźım {(
1 0
0 0

)
,

(
1 1
0 0

)
,

(
1 1
1 0

)
,

(
1 1
1 1

)}
a {x2, 2x2 − 1, x + 3}.

10. Určete matici lineárńıho zobrazeńı f : ℝ3 → ℝ4, f((x1, x2, x3)) = (x1, x1, x2, x3) vzhledem ke kanonickým báźım
ℝ3 a ℝ4 a vzhledem k báźım M = {(2, 1, 1), (1, 2, 1), (1, 1, 2)} a M ′ = {(1, 1, 0, 0),(1, 0, 1, 0),(1, 0, 0, 1),(0, 1, 0, 1)}.

11. Určete matici lineárńıho zobrazeńı f : P2(x,ℝ)→ P2(x,ℝ) přǐrazuj́ıćıho polynomu p(x) polynom p′(x)− 2p(x),
kde p′(x) je prvńı derivace p(x), vzhledem k báźım M = {x2 + 2x+ 1,2x2 + 1,x2− x} a N = {x2 + 2, x2− 3x+
1, x2 + x + 3}.

12. Necht’ V je prostor všech reálných čtvercových matic stupně 2 a definujme zobrazeńı f : V → V vztahem
f(X) = BXB−1, kde

B =

(
a b
c d

)
je nějaká regulárńı matice. Určete matici zobrazeńı fB vzhledem k bázi

M =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
,

(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
13. Určete matici ortogonálńı projekce Pu : ℝ3 → ℝ3 na vektor u = (1, 2, 4) vzhledem ke kanonickým báźım.

14. Najděte matici lineárńıho zobrazeńı f : Pn(x,ℝ) → Pn(x,ℝ) přǐrazuj́ıćı polynomu p(x) polynom p(x − 1)
vzhledem k bázi {1, x, . . . , xn}.
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