ZAPISEK CTVRTY O SAMOSDRUZENYCH OPERATORECH

LAF, LS10/11, DALIBOR SMID

ADJUNGOVANY OPERATOR

Pokud nebude fec¢eno jinak, budeme se v tomto zapisku zabyvat komplexnimi
konecnédimenzionalnimi vektorovymi prostory se skaldrnim sou¢inem. Skaldrni sou¢in
budeme znag¢it zavorkou (-, ), piipadné indexem vyznacime, na kterém vektorovém
prostoru jej uvazujeme. Linedrni zobrazeni A : V. — W budeme nazyvat také
operatorem a ve shodé s definici v zimnim semestru budeme znacit A* : W — V
k nému adjungovany nebo téz sdruzeny operator, ktery je jednozna¢né urcen
pozadavkem Yv € V,w € W

(Ao, w)w = (v, A*w)y

Spolu s pojmem operator zde zavadime zjednodusené znaceni Av misto A(v). Pokud
V =W a A = A*, pak je operdtor A samosdruzeny. Zopakujme formou tvrzeni
nékolik faktu o adjungovanych operatorech:

Véta. Necht V,W, X jsou tri vektorové prostory, M = {v;} CV, N = {w;} C W
jsou ortonormdlni bdze, AB:V — W, D: W — X jsou operdtory. Pak Vo, € C
plati

(A" )arn = (A) R
det(A*) = det A
) Pokud je A samosdruZeny, pak je (A)nar hermitovskd matice.

) (ah+ BB)* = aA* + BB*

) (DA)* = A*D*

) (A7) = A

) KerA = (ImA*)+, Ker A* = (ImA)*+
) Ker A = Ker A*A

)

)

Diukaz ponechdvame ¢tenafi za cviceni, s ptipadnym vyuzitim zdpisku z minulého
semestru.

Priklad. Uvazujme operdtor A : C* — C™ definovany piedpisem Ax = Az, kde
A € M, (C). Predpoklddejme, ze v C™ i C™ mame standardn{ skaldrn{ souéin. Pak
je matice A* rovna AT. Necht b € C™. Soustava rovnic Az = b m4 feseni pravé kdyz
b€ ImA =: Im A, jinymi slovy, pokud b je linearni kombinaci sloupcti matice A.
Pokud feseni neexistuje, muzeme hledat alespon jeho nejlepsi aproximaci, uréenou
pozadavkem, aby ||Az — b|| bylo minimélni. To nastane pravé tehdy, kdyz je Ax
ortogondlni projekce b do Im A. Staci tedy Gram-Schmidtovou metodou ortogona-
lizovat sloupce matice A, spocitat Py ab jako soucet projekei na jednotlivé vektory
ortogondlni baze a poté vyresit soustavu rovnic

Az = PImAb.

Date: 2. kvétna 2011.
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Existuje ale jednodussi metoda. Je-li Ax ortogondlni projekce b na Im A, pak pro
v8echny sloupce a; matice A plati

m

0= (b— Ax,a;) = Z@i(b — Ax);

i=1

Posledn{ vyraz je vlastné k-ta slozka sloupcového vektoru A*(b — Az). Hledané x
tedy najdeme jako feSeni soustavy rovnic

At Az = A"b.

Pokud je A prosty operdator (¢ili sloupce A jsou linedrné nezdvislé), pak je dle
predchozi véty A*A izomorfismus, tedy AT A je reguldrni matice. Potom je feseni
soustavy mozné ziskat aplikaci inverzni matice z = (AT A)~*ATb a odtud vyjadiit
projekci na Im A jako

Pimab = Az = A(ATA)"1A%p

Priklad. Vyse uvedenou metodu lze pouzit naptiklad na fitovani dat linedrnim
obalem mnoziny funkci. Nejjednodussim piikladem je linedrni regrese, kdy fitu-
jeme funkcemi tvaru az + b. Uvazujme data ve tvaru dvojic (z;,v;) € R? pro
i € {1,...,k}. Pak minimalizace vyrazu

k
> lax; +b -yl
i=1

odpovida aproximaci feSeni soustavy rovnic

zp 1 Y1
1) 1 a Y2
Co b ) : ’
zp 1 Yk

Hledand dvojice (a,b) se najde jako feseni soustavy rovnic

T 1 Y1
T1 Ty ... Tp zy 1 a\ [ x1 2 ... my Y2
T o )"\ 1 E
T 1 Yk

¢ili
22:1 5 Zf:l T < a ) _ Z%l ZiYi
die T k b dim1 Yi

UNITARN{ OPERATOR

Nésledujici jednoduché zobecnéni Pythagorovy véty formulujeme pod nazvem,
pod nimz je zndmo v teorii Fourierovych fad:

Lemma (Parsevalova rovnost). Necht V je vektorovy prostor dimenze n, M = {v;}
jeho ortonormdlni bdze, x = >, xv; € V. Pak ||z|* = Y1, |zi|?.

Diitkaz. Staci dosadit do definic

n n n n n
2] = D wvs D wjuy | =YD wmidi(vi,0)) =Y Jal?
i=1 j=1 i—1

i=1 j=1
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Operator U : V — V je unitarni, pokud zachovavd normy vektoru: Vv € V,
[[Uv|| = ||v]|. Dalsi mozné charakterizace unitdrnich operdtoru shrnuje nésledujici
veta:

Véta. Nechf V je vektorovy prostor dimenze n, M = {v;}} C V ortonormdin{

baze, U:V =V je operdtor. Pak jsou ndsledujici turzeni ekvivalentni:

(1) U je unitarni operdtor.

(2) Ywi,wg € V, (Uwy, Uws) = (wy, we)

(3) U*U =UU* =1y.

(4) U := (U) s je unitdrni matice, tedy UTU = UUT = E.

(5) Radky i sloupce matice U tvori ortonormdlni bdzi C" vzhledem ke stan-
dardnimu skaldrnimu soucinu.

(6) {Uv;}T je ortonormdlni bize V.

Dikaz. 1) & 2) plyne z polarizacni identity, 2) < 3) z definice adjungovaného
operdtoru, 3) < 4) z vlastnosti matice adjungovaného operédtoru, pro 4) < 5) si
sta¢i uvédomit, Ze souéin UU ™ lze chapat jako poéitdni skaldrnich souéinii fadkii
U mezi sebou, podobné pro UTU a sloupce. Tvrzeni 6) plyne z 2) a naopak z 6)
vyplyvé 1) pomoci Parsevalovy rovnosti. O

Pokud U je unitdrni operédtor, M ortonormélni baze a M’ baze {Uv;}} z Sestého
bodu, pak je matice (U)ps s jednotkové. Podle ¢tvrtého bodu pak plati
U=Upm = Ov)pumr (Vv = (L) mmars
tedy matice prechodu od M k M’ je stejné jako matice unitdrniho operatoru, ktery
pievadi M na M’. Tim znovu dostdvdme vysledek z minulého semestru, ze matice
prechodu mezi dvéma ortonormélnimi bézemi je unitarni. Protoze pro unitarni

matici platf UT = U~!, plati pro transformaci matice operdtoru A : V — V pii
prechodu od jedné ortonormalni baze ke druhé vztah

A = (W) = (L) (A) v () = UTAU,
kde U je matice prechodu od M k M’.
Snadno se ovéfi, ze mnozina vSech unitdrnich operdtor na V' je grupa vzhledem

ke skladani operdtort, totéz pro unitarni matice vzhledem k operaci nasobeni matic.
Ze ¢tvrtého bodu véty plyne, ze pro kazdy unitdrni operator plati | det U] = 1.

Pozndmka. Redlnd unitarni matice spliituje U~! = U7, nazyva se pak matici orto-
gonalni.

SPEKTRUM SAMOSDRUZENYCH OPERATORU

Véta (Schurova reprezentace operdtoru). Pro kazdy operdtor A :V — V existuje
ortonormdlni bdze, vzhledem k niZ je jeho matice horni trojuhelnikovd.

Dukaz. Budeme postupovat indukci podle dimenze V. Ptipad dim V' = 1 je trividlni.
Predpokladejme, ze tvrzeni plati pro vSechny operatory na prostorech dimenze n—1,
nechf V mé4 dimenzi n a A m4 vlastni vektor u s vlastnim &slem A, lze pfedpokladat
|lu|| = 1. Oznaéme W = (u)* a zvolme néjakou ortonormalni bazi M ve W. Pak
vzhledem k bézi {u} U M m4a matice operdtoru A blokovy tvar

Az
0 B )’
kde B je matice (n—1)x (n—1) ax € C"~!. Matice B definuje operator B : W — W
a podle indukéniho predpokladu existuje ve W ortonormélni baze M’, vzhledem k
niz je matice
B := B)mrm = Aw) v (B vt (Aw ) vener = UTBU

Kdybychom
nepozadovali or-
tonormalitu, stacilo
by se odvolat na vétu
o Jordanové tvaru
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operatoru B horn{ trojihelnikovd. Matice operdtoru A vzhledem k {u} U M’ pak je

A 10 Az 10\ (X 22U (A aU
—\0 Ut 0 B o Uv) \0 UtBU ) \\0 B )’

coz je horni trojuhelnikovd matice. Béze {u} U M’ je hledanou ortonormélni bazi
ve V. O

Daisledek. A : V — V je samosdruZeny operdtor, pravé kdyz existuje ortonormdlni
bdze, vzhledem k niZ je matice operdtoru A diagondlni a redlnd.

Driikaz. Necht A je samosdruzeny operator. Pak horni trojihelnikova matice A’ v
dikazu predchozi véty je zaroven hermitovska, musi tedy byt diagonalni s redlnymi
hodnotami na diagonale. Naopak, pokud D je diagonalni a redlnd, pak D = DT a
tedy i A = A*. |

Pozndmka. Dusledek lze pieformulovat i tak, ze samosdruzeny operdtor mé bézi z
vlastnich vektoru a vSechna jeho vlastni ¢isla jsou realnd. Prvnf tvrzeni lze dokazat
i nezavisle. Pokud v je vlastni vektor A = A* s vlastnim ¢islem A, pak

Aol = (v, v) = (v, M) = (v,bv) = AJv]|* = X = A

Rovnéz kolmost vlastnich vektorti u a v operatoru A vzhledem ke dvéma riznym
vlastnim ¢islum p # A je na jeden fadek:

AMu,v) = (Au,v) = (u, Av) = f(u,v) = plu,v) = (u,v) =0

Priklad. Provedme unitdrni diagonalizaci matice

0 2 2
2 0 2
2 20

Vlastni ¢isla jsou 4 a —2, druhé z nich je dvojnasobné. Prislusné vlastni podpro-
story jsou ((1,1,1)) a ((1,—1,0),(0,1,—1)), vidime, ze jsou skuteéné navziajem
kolmé. Ve druhém z nich pomoci Gramovy-Schmidtovy metody najdeme orto-
gonalni bazi {(1,—1,0),(1,1,—2)}. V predpisu pro diagonalizaci A = UDU™ je
matice U pfechodu od kanonické baze do baze z vlastnich vektoru unitdarni, jeji
sloupce tedy tvoii normalizované vlastni vektory. V tomto piipadé, kdy bylo mozné
vzit véechny vlastni vektory redlné, je UT = UT, tedy U je ortogondlni matice.
Celkové méame

1 1 1 1 1 1
V32 V6 4 0 0 V3 V3 V3
A=| &= & =+ 0 -2 0 4 L
\{ﬁ \/5 \/62 0 0 2 \{5 i@ 2
v R 7 - VR A

Priklad. Operator, ktery ma vzhledem k ortonormélni bézi {u;}} matici

Ex 0
0 0 )’

kde Ej je jednotkova matice stupné k < n, zobrazuje vektor na jeho ortogonalni
projekci do linearniho obalu prvnich & vektoru béze. Pro kazdou ortogondlni pro-
jekci Py : V. — W na podprostor W < V muzeme takovou bazi najit, staci vzit
libovolnou ortonormalni bazi W a doplnit ji na ortonormalni bazi V. Tedy Py je
samosdruzeny operator, ktery spliiuje Im Py = 0 a (Py)? = Py,. Zdroven ho tyto
tii podminky jednoznac¢né charakterizuji.

Véta (Spektralni rozklad samosdruzeného operdtoru). Necht A:V — V je samo-
sdruzeny operdtor, o(A) = {\1,..., A} mnoZina jeho vlastnich éisel, Py : V =V
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operdtor ortogondlni projekce na vlastni podprostor prislusny vlastnimu ¢islu . Pak
lze operdtor zapsat jako

A= )\1[P>\1 ++)\k[P>\k

Diikaz. Necht {u;}7 je ortonorméalni béze, vzhledem k niz m4 A diagonalni matici.
Vektor w; je vlastnim vektorem A s vlastnim ¢islem A € o(A), takze Pyu; = u; a
Puu; = 0, pokud p # A. Prava i levd strana rovnosti tedy maji na u; hodnotu Au;,
rovnaji se proto na bazi a tudiz i jako operatory. ([l

Pokud A # p, plati PAP, = 0, tedy
A = (MPy, + .+ APy = (M)?Pa, 4. 4 (AR)?Pa,

To muzeme zobecnit na libovolnou mocninu, potazmo polynom nebo mocninnou
fadu. Je proto prirozené definovat pro libovolnou funkci f : R — R samosdruzeny
operator

) = FA)Px, + -+ F(AR)P,

Vidime, ze f(A) zavisi pouze na hodnoté f v bodech spektra operdtoru A. Toho lze
vyuzit k vypoctu funkci operatoru bez nutnosti hledat vlastni vektory:

Priklad. Druhd odmocnina matice
19 -15
A= < 10 —6 ) ’
kterd md vlastni ¢isla 4 a 9, je rovna p(A), kde p je jakdkoli funkce, pro kterou

p(4) = 2, p(9) = 3. To samoziejmeé spliuje odmocnina, ale napiiklad také linedrn{
funkce p(z) = £ (x + 6). Tedy

1 5 —3
s =avon) = (5 )
je odmocnina z A, jak muzeme ovéfit pfimym vypoctem.

Definice. Operdtor N : V' — V se nazyva normdlni, paklize komutuje se svym
adjungovanym operatorem, tedy N*N = NN*. Normdlni matice je takova, pro
niz NtN = NN+,

Je vidét, ze pojem normélniho operdtoru zahrnuje jak operatory unitarni, tak
samosdruzené. Véta o diagonalizaci samosdruzeného operatoru se da zobecnit prave
na normalni operatory:

Veéta. Kazdy normdlni operdtor md ortonormdlni bdzi z vlastnich vektoru.

Pozndmka. Ekvivalentné lze tict téz, ze pro kazdou normélni matici N existuje
unitarni matice U a diagonalni matice D, ze N = UDU™. Pokud D je redlna, pak
D=D%a

Nt =UDUNT =UN*DtUT =UDU™T = N,
tedy IV je hermitovskd. Jinymi slovy, normalni operator méa realné vlastni hodnoty
praveé kdyz je samosdruzeny.

Diikaz. Vzhledem k vété o Schurové reprezentaci operatoru staéi ukazat, ze kazda
normalni horni trojihelnikovd matice je diagonalni. Pro matice 1 X 1 je to jasné,
predpoklddejme, Ze to plati pro vSechny matice az do stupné (n — 1) x (n — 1).
Zapisme horni trojihelnikovou n x n matici N a jeji hermitovské sdruzeni blokové

jako
(A =z + [ A 0
= (om0 an )

Pasaz o normalnich
operatorech je bonu-
SOVA.
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kde A e C, z € My ,—1(C) a M € M;,_1 ,—1(C) Podminka normality matice N se
prepiSe jako rovnost matic

A 0 Az \ [P Az
zt Mt 0 M ) \ )t a2ta+MTM

A A0 (AP Hatr aMT

0 M zt Mt )T Mzt MM+
Porovnanim levého horniho rohu vidime, ze 0 = ztz = Y77 |214]?, tedy = = 0.
Pak ale MTM = MM, tedy M je normalni horni trojihelnikovd matice, ta je
podle indukéniho predpokladu je diagonalni, tedy NV je diagonalni. ]

Véta (Spektralni rozklad normdlniho operdtoru). Necht A : V — V je normdini
operdtor, Py : V. — V operdtor ortogondlni projekce na vlastni podprostor prislusny
vlastnimu ¢islu \. Pak lze operdtor zapsat jako spektrdlni rozklad

A= Z APy,

Aeo(A)
Diikaz je stejny jako pro spektralni rozklad samosdruzeného operatoru.

Véta. Operdtor N : V — V je normdlni, pravé kdyz Yv € V' plati |[Nv|| = ||[N*v]|.

Dukaz. Pokud N je normélni, pak
[Nv[|? = (Nv,Nv) = (v, N*Nv) = (v, NN*v) = (N*v, N*v) = [|[N*v|]?
Naopak, s vyuzitim polariza¢ni identity plati Yu,v € V
(u, N*Nv) = (Nu, Nv) = (N*u, N*v) = (u, NN*v),

z ¢ehoz plyne normalita N. ([l

POLARNI ROZKLAD OPERATORU

Definice. Samosdruzeny operator A : V' — V nazyvdme pozitivné definitni,
resp. pozitivné semidefinitni, paklize pro kazdy nenulovy v € V je

(Av,v) > 0, resp. (Av,v) >0,

znacime A > 0, resp. A > 0. Analogicky definujeme pojem negativné (semi)definitniho
operatoru. Vsechny ostatni operatory nazyvame indefinitni. Signaturou samo-
sdruzeného operdtoru oznacujeme trojici ¢isel (p,q,n), kde p je pocet kladnych
vlastnich ¢isel A véetné nasobnosti, ¢ pocet zapornych vlastnich ¢isel a n nasobnost

nuly jakozto vlastniho éisla.

Pozndamka. Vsechny tyto pojmy budeme pouzivat i v souvislosti s maticemi. Zave-
deme je také pro hermitovské seskvilinedrni formy. Souvislost je ziejma: pokud g je
hermitovska seskvilinearni forma, pak je jeji matice hermitovska a odpovida tedy
samosdruzenému operatoru A predpisem

g(u,v) =Y auv; = (Au,v),
i

kde u;,v; jsou soufadnice u, v vzhledem k néjaké ortonormalni bazi M a a;; je jak
matice formy g, tak operatoru A vzhledem k této béazi.

7Z véty o diagonalizaci samosdruzeného operatoru je ziejmd souvislost mezi defi-
novanymi pojmy a vlastnimi ¢isly operdtoru. Signatura ma tvar
e (p,0,0) pro pozitivné definitn{ operétor
e (p,0,n) pro pozitivné semidefinitn{ operdtor
e (0,q,0) pro negativné definitni operdtor
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e (0,¢,n) pro negativné semidefinitn{ operétor
e (p,q,0) pro reguldrn{ indefinitni operdtor
e (p,q,n) pro singuldrni indefinitni operator,

pricemz vSechny vyznacené hodnoty p, ¢, n se rozumi nenulové.

Véta. Necht A > 0 je pozitivné semidefinitni operdtor. Pak existuje prdvé jeden
pozitivné semidefinitni operdtor /A, ktery splituje (vVA)? = A.

Diikaz. Operator A mé vzhledem k ortonormadlni bazi M diagonalni matici D =
diag(A1,...,An) s nezdpornymi elementy, lze predpoklddat Ay > ... > A,. Defi-
nujme /A jako operator, ktery ma vzhledem k M matici diag(v/Aq,...,vA,). Je
ziejmé, ze VA mé pozadované vlastnosti.

Ukazme jesté jednoznacnost. Pokud B je pozitivné semidefinitni operator spliujici
B? = A, pak lze najit bdzi M’, vzhledem k niz ma B matici diag(p1,...,/un) S
nezapornymi elementy, opét predpokldadejme puq > ... > u,. Pak ale ma A vzhle-
dem k této bazi matici diag(u?,...,u2), tedy vlastni podprostory B a A, a tedy i
VA se shodujf a pro viechna i € {1,...,n} plati u? = \;. Tedy B = v/A. O

Definice. Necht A : V — W je operator. Modulem operatoru A rozumime pozi-
tivné semidefinitni operator |A| := VA*A:V — V.

Definice je korektni, nebot A*A = (A*A)* a (v, A*Av) = ||Av||? je vZdy nezdporné
¢islo. Plati

Al = (1&]v, [AJv) = (v, |A]Pv) = (v, AAv) = [[Av]?
a tedy i Ker A = Ker|A| a dimIm A = dimIm |A|.

Véta (Polarni rozklad operdtoru). Necht A : V — V je operdtor. Pak eristuje
unitdrnd operdtor U : V. — V takovy, zZe A = UJA|.

Diikaz. Zkonstruujeme operdtor U nejprve na Im |A|. Necht |Alv = w, definujeme
Uw = Av. To je korektni definice, protoze pro jiny vektor v' € V spliujici |Ajv' = w

jev—1v" € Ker|A] = KerA, a tedy Av' = Av = Uw. Je ziejmé, Zze U je linedrni
zobrazeni na Im |A|. Plati
[Vwl[* = [UA[o]* = [[av]]* = [[|Al0]]* = [Jw]|?

Zbyvé piedepsat operator U na (Im|A|)+. Prostory Im|A| a Im A maji stejnou
dimenzi, stejné tak jejich ortogondlni dopliiky. Zvolme {u;} C (Im|A|)*, {v;} C
(Im A)* ortonorméln{ béze a definujme Vi, Uu; = v;. Tim je definovdn na celém V
unitarni operétor, ktery zjevné spliiuje A = U|A|. O

Z dukazu je vidét, ze je operator U definovan jednozna¢né pouze pokud je A na.
Polérn{ rozklad 1 x 1 komplexn{ ,matice“ z je z = €!?|z|. I ve vyssich dimenzich
se jedna o rozdéleni linedrni transformace na slozku dilata¢ni a slozku rotacni.

SINGULARNI ROZKLAD OPERATORU

Definice. Singuldrnimi hodnotami operatoru A : V — W rozumime kladnd
vlastni ¢isla jeho modulu |A|.

Véta. Necht A : V — W je operdtor se singuldrnimi hodnotami o1, ...,01. Pak
existugi ortonormadlni baze ve V.a W, vzhledem k nimzZ ma A matici

o 0
==(50):

kde o = diag(oy,...,0%).
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Diikaz. Pro samosdruzeny operator A*A existuje ortonormalni béze {v;}} C V
takova, ze A*Av; = o2v; pro i € {1,...,n}, kde 0; = 0 pro i > k. Pro i > k je
Av; = 0, protoze

||A’Ui||2 = (A*Avi,vi) = (O,’Ui) =0
Pro i < k definujme u; := U%Avi. Plati

1 1 y o
(ui, uj) = T%(A%AW) = ?O,j(%/‘\ hv;) = ;;(Ui,vj) = 0y
Dopliime {u;}¥ na ortonormélni bazi {u;}7* C W. Mnoziny {v;}} a {u;} jsou
hledané baze.

Poznamky:

(1) Maticové formulace: Kazdou matici lze zapsat jako A = PX.Q™, kde P, Q
jsou unitarni matice a ¥ je matice z tvrzeni.

(2) Pokud je matice A redlnd, je redlnd i ATA a tedy i matice Q slozena z
vlastnich vektori AT A (kterd ma redlnd vlastni ¢isla). Matice P a @ jsou
pak ortogonalni.

(3) Zndme-li singuldrni rozklad ¢tvercové matice A, muzeme ziskat rozklad
poléarni:

A= PSQ* = (PQT)QEQT = UlA]
7 toho plyne, zZe redlnd matice ma redlny také polarni rozklad.

(4) Problém hleddn{ aproximativniho feSeni soustavy rovnic Az = b, kde b ¢
Im A vede na feseni soustavy AT Ax = ATb. To se pomoci singuldrniho
rozkladu ptepiSe na

¥2Qtz =xPtb
Pokud h(¥) = k a (z)r oznacuje vektor v CF sestdvajici z prvnich k
soufadnic vektoru z, muzeme rovnici vyjadiit jako
(Q+J})k = 0_1(P+b)k
Hledané z tedy muzeme ziskat tak, Ze uréime prvnich k-slozek Q" z z rov-
nice, zbylych n—k slozek QT x libovolné a aplikujeme Q. Zvolime-li posledn{
slozky jako nulové, bude mit QT z a tedy i  nejmensi moznou normu. Pak
Ize psét aproximativni feSeni rovnice Az = b s miniméalni normou jako

z = A'b, kde
at=q( 7" )P
o 0 0

Matici AT se k4 (Mooreova-Penroseova) pseudoinverzni matice k matici

A.

Véta (Mooreova-Penroseova pseudoinverze). Necht A € M,,,(C) je matice. Pak
ezistuje jednoznacné uréend matice Ay, kterd splriuje

(1) AAgA=A

(2) AgAAy = Ay

(3) ApA a AAg jsou hermitovské matice.
Navic Ag = At. Necht b € C™, oznaéme xg := Atb. Pak Vz € C*

[Azo — b|| < || Az — b]|
a pokud nastane rovnost, pak ||zo|| < ||z

Diikaz. Snadno se ovéif, ze AT ma pozadované vlastnosti. Naopak, pokud Ag je
matice spliujici podminky a PYX.Q™T singuldrni rozklad A, zapisme

R S
+
QAOP _<T U)u
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pricemz blokova struktura je stejnd jako u X. Postupnou aplikaci prvni, tieti a
druhé podminky zjistime, ze R = o~ a S, T i U jsou nulové, detaily pienechdvime
¢tenafi. Tedy Ag = AT. Druhou ¢ést véty jsme jiz dokdzali v poznamce vyse. [0

OPERATOROVA NORMA

Uzavienou jednotkovou kouli B C R" rozumime mnozinu vsech vektori
spliyjicich ||z|| < 1. Pokud A € M,,,(R™) je pozitivné definitn{ diagondlni matice
A = diag(oy,...,04,), pak A(B) jednotkové koule je mnozina

yi Yn
{(yl,...,yn)|a% +...+ p < 1},

cili elipsoid s poloosami o;. Hlavni osy elipsoidu lezi v osach soutradnic.

Pro obecnou matici A € M,,,,(R) nenf situace ptili§ odlisnd. Matice Q@+ = Q7
v singuldrnim rozkladu A = PYXQ" je regularni a zachovdva normu, pievadi tedy
jednotkovou kouli samu na sebe. Matice ¥ ji prevede na elipsoid v R™, ktery ve
skutecnosti lezi v R¥, pokud ma ¥ hodnost h(c) = k. Matice P ,pootoéi“ tento
elipsoid tak, ze ma nyni osy podél vektoru sloupcu matice P, velikosti poloos se
nezméni. Nejvétsi singuldrni hodnota o7 uddva maximalni prodlouzeni, které matice
s néjakym vektorem provede.

Definice. Necht A : V — W je operator. Veli¢ina
Al := max{||Av[[[v € V, [v]| < 1}
se nazyva operatorova norma operatoru A.

Lemma. Necht A, N :V — W, B: W — X jsou operdtory, o € C. Pak
Mo < Clv]l

vsox

(1) [|A|l je nejmenst cislo C takové, Ze Vv € V' plati
(2) [l = lalliAl

(

(

(

)
3) A+ A < (Al + (a7

4) |A|| > 0, pricemz rovnost nastdvd pouze pro A = 0.

5) [IBA[l < [|BI[[| A

Diikaz. 7 definice plyne, ze Vv € V je ||Aﬁ|| < ||A|l, tedy ||Av|| < ||A||||v]]- Naopak,
pokud vy € V, ||vo|| < 1 je vektor, pro ktery ||Avg|| dosahuje maxima ||A||, pak musf
byt |lvol| = 1, ¢ili [|Avg|| = ||A||||vo]]. Tim je dokézdno prvni tvrzeni. Druhé z néj
snadno plyne. Pouzitim trojihelnikové nerovnosti a prvniho tvrzeni dostdavame

I(A+ &)l < (A + ([ < [IAllv]+ 271l = (1Al + 1Dl

¢ili podle prvniho tvrzenf ||A + A'|| < ||A]| + ||2]|. Ctvrté tvrzeni plyne snadno z
prvniho a paté také diky

[BAv[| < [[Bl[[lAv] < [IBIIAllv]
O

Poznamka. Prvni tvrzeni je vlastné ekvivalentni definice operatorové normy, v této
podobé funguje i na prostorech nekonetné dimenze (operator, ktery méa koneénou
normu, se tam nazyvd omezeny). Proto také dokazujeme zbylé vlastnosti pomoc{
této ekvivalentni definice, i kdyz by to 8lo i tfeba z faktu, ze ||A|| je nejvétsi singularn{
hodnota. Tvrzeni 2 az 4 ovétuji, ze || - || je opravdu norma. Multiplikativita v patém
tvrzeni je vlastnost, kterd zvyhodiiuje operatorovou normu oproti ostatnim normam
na maticich, srovnejte s poznamkou za definici exponencidly.
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Necht A je reguldrni n x n matice, jejiz nejvétsi a nejmensi singularni hodnoty
jsou oy a 0, b € C" je nenulovy vektor. Jak se zméni feSeni x = A~'b, pokud b
zménime na b + 6b? Nové feseni x + 0z se lis{ o A~16b. Pak

o] _ |lA~"db] || Az| “agy g 180l _ o [[0b])
= < [[ A=Al =

] ol ] 16l on (Bl

Tedy relativni zména pravé strany se na relativni zméné feSeni projevi faktorem,
ktery je roven poméru nejvétsi a nejmensi singularni hodnoty. Tomuto ¢islu se #iké
podminénost matice A. Ze singularniho rozkladu se snadno ukéze, Ze existuje
pravé strana b a perturbace db, pro néz nastane rovnost, odhad je tedy nejlepsi
mozny. Matice, které maji podminénost ,velkou* se nazyvaji Spatné podminéné,
znamena to, ze pfi numerickém vypoctu mohou mit zaokrouhovaci chyby v zadani
velky vliv na hodnotu feSeni.

KVADRATICKE FORMY

V tomto oddile budeme predpokladat, ze vSechny vektorové prostory jsou realné
a kone¢nédimenziondlni.

Definice. Necht g : V x V — R je symetricka bilinedrni forma. Kvadraticka
forma piislusnd g je zobrazeni @, : V' — R definované predpisem Q,(v) = g(v,v).
Signaturou, resp. matici kvadratické formy rozumime signaturu, resp. matici
piislusné formy bilinedrni. Nulovou mnozinou kvadratické formy @), rozumime
vBechny vektory v € V, pro néz Q4(v) = 0. Poldrni bazi rozumime béazi prostoru
V', vzhledem k niz ma matice kvadratické formy diagonalni tvar.

Poznamky:

(1) Ze znalosti kvadratické formy muzeme zrekonstruovat piislusnou symetric-
kou bilinearni formu polariza¢ni identitou

9(0,0) = 3 (@0 +w) ~ Qyv) ~ Qy(w)

Tedy symetrické bilinedrni a kvadratické formy jsou ve vzajemné jedno-
znacné korespondenci.

(2) Spolu se signaturou méame pro kvadratické formy definovdny i pojmy inde-
finitni a pozitivné/negativné (semi)definitni.

(3) Pokud je g skaldrni soucin, pak Q,(v) = ||v|2.

Véta. Necht Q je kvadratickd forma na V. Pak md poldrni bdzi.

Dikaz. Necht Q = Q. Budeme postupovat indukef podle dimenze V. Pro dim V' =
1 neni co dokazovat, predpokladejme, Ze tvrzeni plati pro vSechny prostory dimenze
mensi nez n a ze V mé dimenzi n. Pro ¢ = 0 neni co dokazovat. Pro g # 0 je i
Qg # 0, vyberme vektor u; tak, aby Q4(u1) # 0 a dopliime jej na bédzi M = {u;}7.
Pokud M’ = {u;}7 je dalsi bdze V, pak plati Vv, w € V

g(v,w) =2TGy = 2TRTGRy,

kde z,y, resp. x’, 3’ jsou sloupcové vektory souradnic vektoru v, w vzhledem k M,
resp. M', G je matice g vzhledem k M a R je matice prechodu od M k M’. Ze
vztahu vyplyva, ze G’ := RTGR je matice g vzhledem k M’. Chceme najit R
takové, aby G’ byla diagonalni.

Volme nejprve matici prechodu ve specidlnim tvaru a pisme blokové

LT (1 0 g11 h~T TN g11 rTg11~+ I
Gl.RlGRl(r E>< h G 0 E - 7’911+h G/
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kde G’ := G +rhT + hr'T + g117r'T je symetrickd matice. Protoze g11 = Qg(u1) #0,
muzeme volbou r = —g%h zajistit, ze G’ bude blokové diagondlni. Podle indukéniho

predpokladu existuje matice R, ze RTG'R je diagonélni. Pak ale

1 0 T 10
(oRT)RlGR1<oR>

je hledan4 diagonalni G'. O

Priklad. Diagonalizujme kvadratickou formu Q(x) = z?+4x1x2+23 na R?. Pislusnd
symetricka bilinedrni forma je

9(z,y) = z1y1 + 2x1Y2 + 2221 + T2y2

Vzhledem ke kanonické bazi m4 forma matici

o-(1 1)

Chceme najit matici S takovou, ze SG'S7 je diagonalni (S = R” z diikazu). Element
g11 je nenulovy, muzeme tedy jako v dukazu volit

=(% 1)

To je vlastné matice fddkové dpravy, kterd do druhého fadku matice G pficte (—2)-
nésobek prvniho fadku. Nasobeni matici ST zprava je pak odpovidajici sloupcova,
uprava, kterd do druhého sloupce matice SG pficte (—2)-ndsobek prvniho sloupce.
Mluvime proto o metodé diagonalizace symetrickymi tpravami. Vyslednd ma-

tice je
T 1 0 1 2 1 -2\ (1 0
sas’= (L Y )(a1) (0 7)=(0 &)

Vsimnéte si, ze sloupcova Cast tpravy uz jenom vynulovala prvek na pozici 12 a
prvek na pozici 22 zustal zachovan. Pokud by G byla matice typu n x n, pak by S
zahrnovala vSechny fadkové tpravy nulujici prvni sloupec pod pivotem a nasledné
aplikace ST zprava by na n—1xn—1 blok G neméla vliv, pouze by dopsala nuly do
prvniho fadku. Podobné jako v Gaussové eliminaci by se pak algoritmus aplikoval
na blok G.

Komplikace muze nastat, kdyz g11 = 0, jako u kvadratické formy Q(z) = 2z122+
2x123 na R3, jejiz matice je

1 1
0 0

1 00
Hleddme matici S takovou, aby SGST byla diagonalni (S = RT v diikazu). Pak je
nejsnazsi provést symetrickou upravu, kterd G prevede na matici, v niz uz je pivot
nenulovy. Zde napiiklad pri¢teni druhého fadku do prvniho a nésledné pricteni
druhého sloupce do prvniho vede na matici

G:

2 11 2 0 0 2 0 0 2 0 0
100~0—%—%~0—%0~0—20
100 0 -3 —3 0 0 0 0 0 0

kterou jsme pak uz normélné diagonalizovali. Posledni symetricka iprava je nasobeni
druhého Fadku a sloupce dvojkou. Vsimnéte si, ze takova uprava zachovava znaménko
prvku na diagonéle.

Obvykle chceme znat i bazi, v niz je matice formy diagonalni, tedy matici S,
jejiz radky jsou soutadnicemi nové baze vzhledem ke staré. Pouziva se podobny
trik jako pfi vypoctu inverzni matice, tedy rozsifeni matice formy o pravou stranu,
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ktera je za zacatku jednotkovou matici a do niz se zaznamendvaji pouze fadkové
tipravy (jinak bychom skonéili s matici SST). Pro prvni formu z tohoto pifkladu
vypadé takovy vypocet

1 2]1 0 1 0 1 0
2 110 1 0 -1|-2 1
Hledand béze je tedy {(1,0), (—2,1)}.

Veéta. Necht Q je kvadratickd forma na prostoru V se skaldrnim soucinem. Pak
existuje poldrni baze Q, kterd je zdrovern ortonormdlni.

Diikaz. Necht Q = Qg, M = {u;}} je ortonormaln{ béze a G je matice g vzhledem
k M. Matice G je symetrickd a tedy existuje ortogonalni matice R takova, ze
RTGR je diagondlni. Matice R je matici pFechodu od ortonormalni baze M k jiné
ortonormaln{ bazi M’ = {u}}? a RTGR je matice Q vzhledem k M’. Tedy M’ je
hledand baze. O

Ortogonélni diagonalizace kvadratickych forem tedy vyuzivéd ortogonalitu vlastnich
vektoru symetrickych matic. Vznikla polarni baze sestdava z vlastnich vektoru a
vzhledem k této bazi ma matice formy na diagondle vlastni ¢isla. Signaturu kvad-
ratické formy pak uréime pfimo z definice. Vypocet vlastnich ¢isel je ale z poc¢etniho
hlediska velmi naro¢nd tuloha, kterou vétsinou umime vyfesit jen pfiblizné. Proto
mé smysl umét i jiné metody (neortogondlni) diagonalizace a presvédcit se, ze se po-
moci nich da signatura spocitat také. K tomu nam poslouzi nésledujici geometricka
charakterizace signatury:

Lemma. Necht D je diagondlni matice se signaturou (p,q,n), p+q+n =m. Pak
p je maximdlni dimenze podprostoru v R™, na némz je D pozitivné definitni a q je
mazximdlni dimenze podprostoru v R™, na némz je D negativné definitni.

Diikaz. Oznaéme D = diag(A1, ..., \n), Q(z) = 27 Dx a predpoklddejme, ze prvnich
p cisel \; je kladnych, dalsich g zdpornych a poslednich n jsou nuly. Linedrni obal
prvnich p vektoru kanonické baze oznac¢me W. Je ziejmé, ze @ je na W pozitivné
definitni. Necht W’ je jiny podprostor, na némz je () pozitivné definitni. Definujme
linedrni zobrazeni f : W/ — W predpisem

fl(z1,. o 2m)) = (x1,...,2p,0...,0)

Pokud z € Ker f, pak z; = ... =z, =0, a tedy
Q)= > Na? <0
1=p+1

Protoze @ je na W' pozitivné definitn{ a € W', musi byt 2 = 0. Tedy Ker f = 0.
Pak je ale f monomorfismus a

dim W’ = dimIm f + dimKer f = dimIm f < dimW =p
Druhé tvrzeni plyne z prvniho pro matici —D. O

Signaturu kvadratické formy lze tedy ekvivalentné definovat pomoci maximalnich
dimenzi podprostoru, na nichz je forma pozitivné, resp. negativné definitni. Tyto
dimenze se daji spocitat z kazdého jejtho diagonalniho vyjadfeni. Proto k urceni
signatury nemusime pocitat vlastni ¢isla, sta¢i pouzit neortogonalni diagonalizaci
a spocitat, kolik je na diagondle kladnych a zdpornych cisel.

Treti metodou, jak diagonalizovat kvadratickou formu, je uzit{ Gramovy-Schmidtovy
ortogonalizace, misto skalarniho soucinu ale vezmeme regularni symetrickou bi-
linedrni formu g na V', kterou chceme diagonalizovat. Dva vektory u,v € V jsou
na sebe kolmé vzhledem ke g, pokud g(u,v) = 0, analogicky se definuje i norma
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l|-]l4, ortogonalni doplnék a ortogonélni béze vzhledem ke g. Drobnou komplikaci je,
Ze existujf nenulové vektory u € V', pro néz g(u, u) = 0, tedy vektory kolmé samy na
sebe ¢i jinak feteno s nulovou normou. Mohou existovat také vektory se zdpornou
normou, ani ty nebude mozné vzhledem k g normalizovat, pojem ortonormalni baze
vzhledem ke g tedy zavadét nebudeme.

Necht A je matice n x n. Pro k € {1,...,n} ozna¢me Ay jeji k x k podmatici
vzniklou vyskrtnutim poslednich n — k fddku a sloupcu.

Véta (Jacobi-Sylvesterova). Nechf g je requldrni symetrickd bilinedrni forma na
V, M ={u;}} je bdze V a A je matice g vzhledem k této bdzi. Predpoklddejme, Ze
Vk € {1,...,n}, det Ay, # 0. Definugme navic det Ay = 1. Pak existuje ve V bdze
M = {v}}, v = Z?:l rikuj, ortogondint vzhledem ke g, kde
det Ak—l

det Ak

Tedy signatura g je (p,q,0), kde q je pocet znaménkouvych zmén v posloupnosti

det A1,det Ay, ..., det A,

g(’l)k,’l)k) =

Diikaz. Pro k = 1 zvolme vy = ﬁul, tedy g(vy,v1) = ﬁ Predpokléddejme, ze
jsme zkonstruovali vektory v az vg_1, tedy i matici Rx—1 = (145;¢,7 < k—1). To je
horni trojihelnikova matice s nenulovou diagonalou, je tedy regularni, proto je to
matice pfechodu od {u;}¥~" k {v;}¥~" v prostoru (ui,...,u,_1). Hleddme vektor
v tak, aby byl kolmy na vy, ...,vr_1, tedy ekvivalentné na uq,...,u;_1. To dava
k — 1 podminek na ¢éisla ry; az rgg:

k

0= g(ui, ) rjkus) = Y airin

=1 i=1

Pfidejme k tomu normalizaéni podminku g(ug,vr) = 1 a mdme soustavu rovnic s
rozsifenou matici

ai1 a2 aig | 0
a1 @G22

0
ak1 a2 ... Qg 1

Protoze det Ay, # 0, feSeni existuje a je jednoznacné. Z Cramerova pravidla pak

dostavame

( ) ( ) det Ak—l
Vi, Vk) = g(TkpUk,Vk) = Tkk = —————
g\Vk, Vg I\TkrUk, Vk kk det Ay,

KVADRIKY
Kvadrika je mnozina bodu z € R" zadana rovnici f(z) =0, kde
f(z) =2 Az + 20Tz + c.

Zde A je néjaks symetrickd matice, b € R, ¢ € R. Necht U je ortogondlni matice,
pro kterou D := UT AU je diagonélni. Pak

f(x)=2TUDUTz + 267 UU Tz + ¢ = 2'T D2’ + 2072’ + ¢

=Y (Nil@))? +2bia)) + ¢
i=1
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kde 2/ = UTz, v/ = UTb a D = diag(\1,...,\,). Pfedpoklddejme, Ze prvnich k
¢isel A1, ..., A\, je nenulovych, zbytek jsou nuly. Pak 1ze prvnich k zavorek doplnit
na Ctverec, tedy

Zx\<$+ ) Zblmz—i-( i;)

i=k+1

—Z)‘Zyz + Z 2bLy; + ¢

1=k+1

Z tohoto tvaru muzeme zjistit typ kvadriky a dalsi informace o ni. V R? mohou
nastat piipady

e )\ >0, >0,¢ <0 - elipsa s poloosami +/|¢//\;]

e A\ >0, <0,¢ #0 - hyperbola s poloosami /|c’/ ]

e )\ #0,A =0,b) # 0 - parabola s parametrem —i—%
a vedle toho spousta dalsich, kdy je feSenim préazdnd mnozina, jeden bod, pfimka
nebo dvojice pfimek, podrobny rozbor prenechdvame Ctendii za cviceni. Elipsa a
hyperbola maji v soutadnicich y = Uz + v stied v bodé y, = (0,0), v piivodnich
soufadnicich x tedy v bodé x; = U(ys — v) = —Uv. Sméry hlavnich os jsou vlastni
vektory matice A. Smér osy paraboly je vlastni vektor A s vlastnim ¢&islem 0. Po-
dobné je mozné postupovat ve vyssich dimenzich.

Systematicky pristup ke kvadrikdm spociva v zavedeni dalsi soutfadnice g, tedy

vnofenfm R do R™*! pomoci = — (29, 7). Pak je mozné funkci f(x) chdpat jako
restrikci kvadratické formy

Q(wo, ) = ( o ﬂ)(‘g i)(“;)

na mnozinu Aff(R™) = {(zo, z) € R*|z¢ = 1}, kterd se nazyvé afinni prostor nad
R", a kvadriku {x € R™|f(z) = 0} jako prunik nulové mnoziny kvadratické formy
Q@ a Aff(R™). Linedrni zobrazeni tvaru

() (U () = ()

zachovévajl jak mnozinu Aff(R™), tak mnozinu N = {(x¢,z) € R™|zo = 0}, tzv.
nevlastni nadrovinu. Afinni prostor muzeme interpretovat jako ,,mnozinu bodu“,
nevlastni nadrovinu jako prostor smérovych vektora mezi nimi a U, jako slozeni
linedrniho zobrazeni, které je ddno matici U, a posunuti o r. Pokud U je ortogonalni
matice, pak navic U, zachovava skalarni sou¢in v N, tedy i délky a thly dsecek v
Aff(R™), je to proto shodnost. Zvolime-li U tak, aby diagonalizovalo matici A =
UDUT, pak

1 0 c bT 1 TN e+bTr+rTo+rTAr (T +07T AU

r U b A o vt )~ UT(b+ Ar) UT AU
Omezme se na piipad reguldarni kvadratické formy . Pokud je matice A také
reguldrni, vede volba r = —A~1r k diagonalizaci matice celé formy Q:

c—bTA % 0
0 D

V zévislosti na signatufe D a znaménku ¢ — b7 A~1b zjistime, zda je pifslusnd
kvadrika elipsoid, hyperboloid nebo prazdnd mnozina.

Pokud je A singularni, pfedpokladejme, ze nulova vlastni ¢isla jdou na diagonéle
D jako posledni. Pak je ale vidét, Ze jich nemuze byt vic nez jedno, jinak by byly
posledni dva fadky matice formy @ linearné zavislé a forma @ by nebyla regularni.
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Tedy h(A) = n — 1. Oznac¢me b = UTb, v’ = UTr, D = diag(A1,..., A\n_1),
vo= (b,,...,0

~, _ ! / . . z ~ Z.
, 7171): = (rf,. .. rp1). Matici formy @ lze timto oznacenim a
néslednou volbou ' = —D~1¥ pievést na

b
U
0

c+ 0T + " To+ "Dy T +9'TD 0 0 b
(o 5 )= D

557 ~1p). Vysledkem je
matice paraboloidu, jehoz typ je urCen signaturou matice D a tedy A.

~T ~
piicemz nula na pozici 11 odpovidé volbé r!, = -k-(c — b D

CVICEN{
(1) (4) Najdéte aproximativni FeSeni soustavy rovnic
10 . 1
0 1 ( ' ) =(1
11 2 0

(2) (4) Proved'te ortogondln{ diagonalizaci matice

(2 1)

(3) (4) Proved'te ortogonélni diagonalizaci matice

(33)

(4) (4) Proved'te unitdrni diagonalizaci matice

0 -1
1 0
(5) (4) Spocitejte /A, kde

7 2
(51
(6) (4) Urcete, pro kterd A je kvadratickd forma

fa(u) = x% — 2 \x122 + 22123 + x% + 4xoxs + 533%
pozitivné definitni.
(7) (4) Diagonalizujte nasledujici kvadratickou formu na R* pomoci symet-
rickych tprav a uvedte matici pfechodu od baze kanonické do béze polérni.
922 + 5y? 4 522 + 8t2 4 8yz — Ayt + 4zt

(8) (4) Proved'te ortogondlni diagonalizaci kvadratické formy 7x? — 122y — 21>
na R2.
(9) (3) Prolozte body (—2,4), (—1,3), (0,1), (2,0) piimkou.
(10) (3) Prolozte body (1,1,3), (0,3,6), (2,1,5), (0,0,0) rovinou.
(11) (3) Najdéte projekei na sloupcovy podprostor matice

11
2 -1 |,
—2 4

a to jednak Gramovou-Schmidtovou metodou, jednak pomoci adjungovaného
zobrazeni.
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(12) (3) Proved'te unitérni diagonalizaci matice
cosa —sina
sina  cosa
(13) (8) Provedte ortogonalni diagonalizaci matice

1
1
1

— = =
—_ =

(14) (3) Proved'te singuldrni a polarn{ rozklad matice

(52)

(15) (8) Proved'te singuldrni rozklad matice

71
0 0
5 5

(16) (3) Proved'te singuldrni rozklad matice

1 1
0 1
-1 1

(17) (8) Urcete operatorovou normu a podminénost matice

-3 1
6 -2
6 -2

rcete operatorovou normu a podminénost matice
(18) (3) Urcete opera podminé '
0 -3 0 -2
0 2 0 3
rcete operatorovou normu a podminénost matice
(19) (3) Urc perat podminé i
2 1 1
1 2 1
1 1 2
(20) (3) Na R® pomoci Jacobi-Sylvestrovy véty uréete signaturu kvadratické
formy
Q(z) = 2 — 223 + 22 + 22120 + 42123 + 22073
(21) (8) Urcete signaturu kvadratické formy na R*:
Qx) = x% +2x1x9 + dx123 + 221704 + x% +4xoxs + drowa + x§ + 2x3x4 + xi
(22) (3) Na R* diagonalizujte kvadratickou formu
Q(x) = 2x110 — 43y

pomoci symetrickych tprav.
(23) (3) Najdéte poldrni bazi nésledujici kvadratické formy v R?* Gramovou-
Schmidtovou metodou:

1722 + 14y® + 142? — 4oy — dxz — 8yz



(24)

(25)

(29)
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(3) Diagonalizujte kvadratickou formu, jejiz matice vzhledem ke kanonické
bézi je

-2 2 4
2 -5 -2 |,
—4 -2 -2

a to vSemi t¥emi zpusoby: ortogonalné, symetrickymi tpravami a Gramovou-
Schmidtovou metodou.
(8) Urcete kuzelosecku (kvadriku) v R? s rovnic{

322 + 2zy + 3y* — 10z — 14y + 7 =0,
napiste jeji rovnici v kanonickém tvaru a vyjadieni novych soufadnic po-
moci starych.
(3) Urcete kuzelosecku v R? s rovnici:

22 —6zy +9y? + 14z — 2y — 27 =0
(2) Prolozte body (—2,4), (-1,2), (0,1), (2,1), (3,1) parabolou.
(2) Najdete ortogonalni projekce na podprostory Ker A, Im A, Ker A*, Tm A*,
kde A : C3 — C3 je operdtor Ax = Az definovany matici

1 11
A=11 3 2
2 4 3

(2) Proved'te ortogonalni diagonalizaci matice
cosa  sina

( sinae —cosa )
Co znamena toto zobrazeni geometricky?
(2) Nechf U je unitarni operdtor, A jeho vlastni &fslo. Dokazte, Ze [A| = 1,
tedy ze A = e*® pro néjaké redlné ¢.
(2) Necht A je matice. DokaZte, ze matice E + A1 A je regularni.
(2) Necht U je unitdrni matice. Dokaite, ze E + $U je reguldrni.
(2) Dokazte, ze kazdy normdlni operdtor, jehoz vechna vlastni ¢isla lezi
na jednotkové kruznici, je unitarni.
(2) Dokazte, ze pro ¢tvercovou matici plati | det A| = det |A|.
(2) Necht A : V — V, o1 je jeho nejvétsi singuldrni hodnota. Dokazte, Ze
p(A) < o1, ale rovnost obecné neplati.
(2) Necht A € M,,,,(C) je matice, k < h(A). S vyuzitim singuldrniho roz-
kladu najdéte matici A’ hodnosti k takovou, aby ||A’ — Al| bylo co nejmens.
(2) Necht B je jednotkové koule v R2. Popiste jeji obraz pomoci matice A,

kde
2 3
(5 3)

(2) Dokazte, ze operdtorové norma neni normou zaddného skaldrniho souc¢inu.
(2) Dokazte, ze zobrazeni (A,B) — Tr(A*B) je skaldrni sou¢in na prostoru
v8ech operdtoru z V do W. Oznaéme pfislusnou normu || - ||o. Dokazte, ze
pro kazdy operator A je ||All2 < [|A].
(2) Prepiste dukaz véty o neortogondlni diagonalizaci kvadratické formy
pro komplexni ptipad.
(2) Necht ¢ je netrividln{ linedrn{ forma na R™. Uréete signaturu kvadra-
tické formy dané vztahem fo(u) = ¢(u)?.
(2) Popiste vSechny vektory v nulové mnoziné kvadratické formy na R2
dané vztahem

f(z) =22 — 2z 129



(43)

(52)
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(2) Popiste viechny vektory v nulové mnoziné kvadratické formy na R?* s
matici vzhledem ke kanonické bazi

-1 0 0 O
0 0 0 O
0 010
0 0 0O

(2) Rozhodnéte zda plati: Necht A je pozitivné definitni matice a B je ne-
gativné semidefinitni matice stejného typu, pak A— B je pozitivné definitni
matice.

(2) Necht @Q je kvadraticka forma na P?(R) definovana vztahem Q(p) =
fol p?(z)dz. Uréete bazi, vzhledem k niz ma @ diagondln{ matici.

(2) Prizpusobte metodu symetrickych dprav pro seskvilinedrni formy na
komplexnim prostoru, které maji hermitovskou matici (hermitovské kvad-
ratické formy). Najdéte pomoci ni bazi, vzhledem k niz m& hermitovska
kvadratickd forma na C? zadand piedpisem

fQ(ZL') = -2 Imfﬂli’g - 3|l‘2|2 = Z..le'l — ingl - 3|£L'2|2
diagonalni matici.
(2) Ortogonalné diagonalizujte hermitovskou kvadratickou formu na C2:
2|z|* + 5ly|* + R((3 + 3i)zy)

(2) Urcete nésledujicf kvadriku (tj. typ vzhledem ke shodnostem, sméry os,
délky poloos, piipadné stied) v R? se standardnim skaldrnim souéinem:

522 — 16zy — 1622 — Ty? — 32yz — 722 + 62 + 66y + 122 + 27 =0

(2) Urcete nasledujici kvadriku (tj. typ vzhledem ke shodnostem, sméry os,
délky poloos, pifpadné stted) v R? se standardnim skaldrnim soucinem:

522 — day + 8xz + 8y? + 4yz + 522 — 86z — 88y + 322 + 161 =0

(2) Urcete ndsledujici kvadriku (tj. typ vzhledem ke shodnostem, sméry os,
délky poloos, pifpadné stied) v R? se standardnim skaldrnim soucinem:
—2? Az +y? +4yz — 14x 4+ 6y — 1424+ 14 =0

(1) Pii definici podminénosti jsme neuvazovali perturbaci matice A sa-
motné. Dokazte, ze pokud ||[0A]| < || A||, pak

Izl _ NATIIIAL [ 0A] bl

< I +
ol = 1= [JAZTSA[ \ (Al ol

(1) Necht A je samosdruzeny operdtor na prostoru V dimenze n, ozna¢me

A1 > ...\, jeho vlastni &isla. Nechf W je podprostor ve V, oznaéme Ay
restrikci operatoru A na W. Dokazte, ze

Ao = min{||Aw [|W < V,dim W =n — k + 1}

(53)

= min{max{(Aw,w)|w € W, |lw| = 1}|W < V,dimW =n — k + 1}
= max{min{(Aw, w)|lw € W, |lw|| = 1}|W < V,dim W = k}

Odvod'te odtud, ze pokud A je hermitovskd matice nxn a A jej{ podmatice
vznikld vynechdnim posledniho Fadku a sloupce, pak vlastni éisla A lezi mezi
vlastnimi éisly A.

(1) Ukazte, ze pro kazdou kvadratickou formu @ na signatury (p, g, n) obsa-
huje mnozina nulovd mnozina kvadratické formy néjaky vektorovy podpro-
stor dimenze N = min(p, q) + n a neobsahuje vektorovy podprostor vyssi
dimenze. Ukazte, ze pro kazdy vektorovy podprostor W, ktery lezi v nulové



(54)

(55)
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mnoziné, existuje podprostor IV, ktery obsahuje W a také lezi v nulové
mnozingé.

(1) Podle véty o ortogonélni diagonalizaci kvadratické formy existuje or-
togondlni baze, vzhledem k niz je matice formy @), diagonalni. Jsou tedy
vlastné vzhledem k této bézi diagondlni dvé symetrické bilinearni formy:
forma g a skalarni sou¢in. V prvnim zapisku jsme ale dokazali, ze dvé ma-
tice mohou byt soucasné diagonalizovatelné, pouze kdyz komutuji. To pro
libovolné dvé symetrické matice urcité neplati. V ¢em je problém?

(1) Dokazte, ze pokud A je matice bilinedrni formy f na R™ a B je matice
skaldrnfho soucinu g tamtéz, pak Feseni ulohy det(A — AB) = 0 vede nako-
nec k nalezeni baze R", vzhledem k niz je matice f diagondlni a kterd je
ortonormdélni vzhledem ke g.



