ZAPISEK TRETI O TENZORECH

LAF, LS10/11, DALIBOR SMID

MULTILINEARNI ZOBRAZEN{
Definice. Necht Vi,..., Vi a W jsou vektorové prostory nad F. Zobrazeni
T:VixVox...xV,—>W,

které je v kazdém argumentu linedrni, tedy Vi € {1,...,k}, Vr,s € F, Yo; € V},
v; € V; plati

/
T(v1y...,0i—1,T0; + SU, Vig1,. .., VL)
/
= 7T (U1, Vi1, Uiy Vi1 e oy Uk ) + ST (V1,0 U1, U, Vi1, « -+ V)

nazveme multilinearnim, nebo specifictéji k-linedrnim zobrazenim. Pokud navic
Vi=Vo=...=V, =V aW =TF, mluvime o multilinearni formeé nebo o k-krat
kovariantnim tenzoru na V. Mnozinu vsech k-linearnich forem na V' oznacujeme

Tu(V).

Piiklady a poznamky:
(1) Obycejné linedrni zobrazeni z V do W je ve smyslu této definice 1-linedrnim
zobrazenim.
(2) Skaldrni soucin na V je bilinedrni forma.
(3) Pokud A je ctvercovd matice, jejiz radky jsou aq, ..., a,, pak zobrazeni

det :F" x ... xF*" > TF
~—_——
(a1,a2,...,a,) — det(A)
je n-linearni forma.
(4) Nejjednodussim pripadem je k =1 a W = R, tedy linedrn{ forma. Piiklady
linearnich forem jsou
V=F"2— x
V=Mu[F),A—TrA
V =P"(xz,F),p— p(2)

V:cw(<0,1>,R),fH/0 f(x)dx

a podobné. Linedrnim formédm, tedy jedenkrat kovariantnim tenzorum, se
také tika kovektory.

(5) Z véty o dimenzi jddra a obrazu plyne, ze kazda netrivalni linedrni forma
na prostoru koneéné dimenze V ma jadro dimenze dimV — 1. Kazdému
prostoru s takovou dimenzi se fika nadrovina. Neni tézké dokazat, ze
kazda nadrovina je jadrem nékteré linedrni formy:.

Date: 3. dubna 2011.
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(6) Kazdd mnozina funkei z mnoziny M do vektorového prostoru W tvoii vek-
torovy prostor s operacemi zavedenymi

(f +9)(m) := f(m) +g(m)
(rf)(m) :=r.f(m),

pro vSechna m € M. Specidlné je tedy vektorovym prostorem i Ty (V).
(7) Necht T' € T,(V), v € V. Zobrazen{

T :Vx..xV->F
n—1

(V1. Un—1) = T(v,v1,. .., Vp—1)

je prvkem Tj,_1 (V). Napiiklad dosazenim pevného vektoru do jednoho z ar-
gumentu bilinedrni formy ziskdme linedrni formu. Obecné se vznikld forma
nizsitho fadu bude lisit podle toho, do kterého argumentu dosadime.

Definice. Necht p,q € N. Tenzorovym souéinem rozumime zobrazeni
@ Tp(V) x Tg(V) = Tpiq(V)
které je definovadno pro libovolné vektory vi,...,vp4+q € V vztahem
(TR S)(v1y.. -, Vptq) =T (v1, -, 0p)S(WVpg1, - Vpiq)

Poznamky:
(1) Z definice snadno plyne, ze pro T,U € T,,(V), S € T,(V), r,s € F

(rT+sU)@S=rT®S+sU®S,

totéz ve druhém argumentu tenzorového soucinu. Tedy tenzorovy soucin je
bilinedrni zobrazeni.

(2) Z definice je také ihned vidét, ze tenzorovy soucin neni komutativni, ale je
asociativni.

(3) Pokud «, 8 jsou linedrni formy, pak o ® 8 je bilinedrni forma. Existuji ale
bilinearni formy, které nelze napsat jako soucin dvou linedrnich forem. Po-
kud by se napiiklad skaldrni soucin g rovnal a® 8 a vzali bychom nenulovy
vektor v € Ker 3, pak g(v,v) = a(v)B(v) = 0, coz je v rozporu s definici
skalarniho sou¢inu. Tenzorovy soué¢in tedy neni zobrazeni na. Tenzory, které
se daji zapsat jako tenzorovy soucin tenzoru nizsiho stupné, se oznacuji jako
rozlozitelné.

Definice. Nechf V je vektorovy prostor, M = {ei,...,e,} je bdze v ném, T €
T,(V). Soufadnicemi kovariantniho tenzoru T vzhledem k M jsou ¢isla

Tcd...k = T(eC7ed7 (R ,€k>,
kde ¢,d, ...,k € {1,...,q}.

Mnozina T, (V') je vektorovy prostor, takze bychom ¢ekali, ze soufadnice na ném
budou definovany pomoci néjaké baze v T, (V), ne ve V. V dalsim oddile ukazeme,
ze v T, (V) existuje baze, kterd je zkonstruovédna pouze pomoci M a kterd zavadi
na T, (V) prévé tyto soufadnice.

Jak vypadaji soufadnice tenzoru, s nimiz jsme se dosud setkali?

(1) Pokud T € T1(V) je kovektor, pak souradnice T, neni nic jiného nez a-ty
element matice homomorfismu 7' : V' — F vzhledem k bédzim M C V a
{1} C F. Posledné jmenovand baze je vlastné kanonickou bézi v prostoru F.

(2) Pokud g : VxV — C je skaldrni soudin, pak g., = g(eq,€p) je ab-ty element
matice skalarniho sou¢inu vzhledem k M.
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(3) Pokud Ty,p..  a Si;.. ¢ jsou souradnice T' a S vaci M, pak
(T'® S)ab...t = Tap...kSi...t
jsou soutradnice T'® S vucéi stejné bazi.

Necht M’ = {¢€},... e} je dalsi baze V a A= (1y)mm je matice prechodu od
M k M’. Matice prechodu obsahuje ve sloupcich souradnice nové baze vuéi staré:
el = Ale,

V tomto vztahu automaticky predpokldadame, ze pres index b bézi sumace od 1 do n.
Je to bézna konvence, které se budeme i nadale drzet, kdykoli bude ve vztahu stejny

index jednou nahofe a jednou dole. Vidime, ze v tomto zapisu odpovida horni index
matice pfechodu indexu fadkovému a dolni indexu sloupcovému. Snadno odtud To je konvence

plyne predpis pro transformaci souradnic libovolného kovariantniho tenzoru: tykajici se matice
pfechodu, napiiklad
ab = Ty vey) = T(AGer, ... Ajey) matice skaldrniho
=Al . AT (ep,...,e5) = Al ... AT, s souéinu gqp se netyka.
Priklady:
(1) Pokud « je kovektor, pak se jeho soutadnice transformuji podle vztahu
al = Al
V maticovém zapise to muzeme piepsat na
T T
(@) = (@) 4,
kde (a)T, je Fddkovy vektor soufadnic a vitéi M. Srovnejme tento vztah s
transformaci soufadnic vektoru
(v)ar = A(v)ar nebo téz (v)%, = (v)i,(A™H7T
Matici (A~1)7 se iiké matice kontragredientni k A.
(2) Pokud g je bilinedrn{ forma, pak se jeji souradnice transformuji podle vztahu
Gab = A Apgrs-
V maticovém zapise to muzeme pirepsat jako
G' = ATGA,
kde interpretujeme soutradnice g, jako matici G's prvnim indexem fadkovym
a druhym sloupcovym (matice bilinedrni formy). Je to stejny vztah,
ktery jsme v prvnim semestru dostali pro transformaci matice skaldrniho
soucinu.
(3) Pro trilinedrn{ formu T muZeme interpretovat soutadnice Typ. jako fadkovy
vektor matic T; je vlastné ma-
tice bilinedrni formy
(lec; Tope, - - - aTan) = (((Tl)bC)v ((TQ)bC)a R ((Tn)bc)) T(eu Y ) vzniklé
Transformaé¢ni vztah dosazenim i-tého vek-
¢ toru béze do prvniho
‘;bc = AgApATrs argumentu.

se pak da prepsat jako

n n n
(T1/7 . ’TT/L) = (Z aﬂATTZ-A, Z aigATTi/L ey Z amATTZA> .
i=1 i=1 i=1
Samoziejmé nés nic nenuti vzit jako ,maticové® indexy zrovna ty dva po- Soutfadnice Tape si
sledni a jako ,vektorovy“ ten prvni. Zavedeni matic T; je jenom pocetni muZeme vizualizo-
a nota¢ni pomtcka, coz je zdiiraznéno i tim, ze v poslednim vztahu ne- vat jako n X n x n
pouzivame sumacni konvenci a piSeme elementy a;; matice A tak, jak zvykli kryc.hliéku ) 61,?6}1
z difvéjska. {natlce T; jsou jeji
fezy.
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DUALNI PROSTOR
Piipomenme definici ze zimniho semestru:

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad F. Prostor Hom(V, R) vSech kovektori
na V nazyvame dualnim prostorem k V', znac¢ime V*.

Standardni bdze na prostoru homomorfismu Hom(V, W) mé pro piipad W = F
specialni jméno:

Definice. Necht V je vektorovy prostor nad F dimenze n, M = {e1,...,e,} baze
v ném. Mnozinu kovektori M* = {e!,... e"}, definovanou piedpisem

Va,be {1,...,n},e*(ep) = 0y,
kde 6 =1 pro a =b a 0 pro a # b, nazyvame dudlni béaze k M.

Priklady:
(1) Pokud K je kanonicks baze v F", pak K* je mnozina {e',...,&"}, kde i-ty
kovektor £! piitazuje vektoru x € F” jeho i-tou slozku z’.
(2) Vektor v € V lze rozvinout do baze M vztahem v = v7e;. Hodnota kovek-
toru e! € M* na vektoru v je

e'(v) = e'(vie;) = viel(ej) = vj§§ =,

¢ili opét e’ je kovektor, ktery vektoru piifazuje jeho i-tou soufadnici. I z
tohoto divodu budeme od nynéjska psat souradnice vektori vzdy s indexy
nahote, narozdil od soufadnic kovektori, které piseme dole.

(3) Dudlni béze je vidy bdzi V*, coz je mozné bud ovéfit pifmo, nebo se od-
volat na dukaz véty o dimenzi Hom(V, W) z prvniho semestru. Odtud také
dimV* =dimV.

(4) Pokud V = R? M = {(3,2),(4,3)} = {e1,ea}. Prvky dudlni bdze M* =
{e!,€?} lze zapsat jako el = ae! + be?, €2 = cet + de?, kde a,b, ¢, d jsou
néjaka c¢isla. Podminky na dualni béazi fikaji, ze

To je vlastné maticova rovnice

(ca)(2s)=(a 1)

¢ili tiloha na inverznf matici. Jejfm vypoctem dostdvame dudln{ bazi {3e! —
4e%, —2¢! 4 32},

Na duélnim prostoru V* = T7(V) nyni mame dvé definice souradnic, kazdd z
nich zavisi pouze na volbé baze M. Ukazme, ze davaji totéz. Pokud « je kovektor a
& jsou jeho soufadnice vzhledem bazi M*, pak o = @&;e’. Podle definice soufadnic
kovektoru vzhledem k M plati

Oéj = 04(6]‘) = diei(ej) = 6&1(5; = Oéj,

oba pojmy soufadnic tedy skutecné splyvaji. Rozvoj kovektoru do béaze M™ je pak
a = a;e’ a jeho aplikace na libovolny vektor

a(v) = aiei(vjej) = aivjei(ej) = aivjéj- = ;v
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Jak se transformuji prvky dudlni baze pti zméné souradnic? Transformacni vztah
pro soufadnice vektoru je
v = A"
Aplikujme na tuto rovnost inverzni matici:

(Afl)r,ua _ (Afl)ZAgU/b — 5l7)’,ulb _ v/r

a

Protoze v" je vlastné e’®(v), plati odtud (A=1)"e%(v) = e (v). Tedy €” a Aye’ jsou

dvé zobrazeni, kterd se maji rovnat pro libovolny vektor v € V, tudiz

e/r _ (A—l)rea

a

Doposud odvozené transformaéni vztahy muzeme shrnout do tabulky:

Transformace maticove tenzorove
prvky béze e = per(A)pr el = Abey,
prvky dudlni béze e = (A7) et €T = (ATY)heb.
soufadnice vektoru  (v)1, = (0)T (AT " = (A~1)rvb

souradnice kovektoru (@)t = ()T, A al = Abay

Vidime z ni, Ze objekty s dolnimi indexy se transformuji pomoci matice A, tedy
»stejné“ jako prvky baze, kovariantné. Objekty s hornimi indexy se transformuji
pomoci inverzni matice, tedy ,opacné®“ nez prvky baze, kontravariantné.

Lemma. Oznacme
e li=et@... @ €T, (V)
q
MnoZina
(M*)9 = {e*Pla,...,be {1,...,n}
tvor bdzi prostoru T,(V) a soutadnice libovolného T € T, (V) wvudi této bdzi jsou

totozZné se soutadnicemi T vzhledem k M.

Diikaz. Necht T je libovolny tenzor se soufadnicemi 7T;... . Pak pro libovolné vektory
plati
T,...,w):=T0wWepr,...,wes) =v" ... wT(er,...,e5) =v" ... wT, .

.b

Linedrni kombinace T := T,. pe*° méa na stejnych vektorech stejné hodnoty:

T(v,...,w) =Ta pe®(v,...,w) = 0" ... 0°T, pe®

=" 0T, B0 ... 52 =v" . W',

EryeeryEs)

mé na stejnych vektorech stejné hodnoty, tedy T = T, (M*)? generuje T,(V).
Pokud T = 0, pak musi byt nula i vSechny soufadnice
T s =T(er,...,e5),
cili (M™)? je i linedrné nezavisla. Z predpisu
T=T=T,. "

vidime, Ze souradnice vzhledem k bézi (M*)? jsou prévé Ty, p. O

Véta (Dual dudlu). Necht V je wvektorovy prostor konecéné dimenze nad F. Pak
existuje izomorfismus V. a (V*)*, ktery nezdvisi na volbé bdze ve V.



ZAPISEK TRETI O TENZORECH 6

Drikaz. Necht v € V. Definujme homomorfismus f, : V* — R, jehoz hodnota f,(«)
pro libovolnou linedrn{ formu je rovna éislu a(v). Plati, ze f, je linedrni forma na
V*, protoze Va, 8 € V*, Vr,s € F plati

folra+sp) = (ra+sf)(v) = ra(v) + sB(v) = rfu(a) + sfu(B)-
Mame tedy zobrazeni
OV — (V"
v fy
Toto zobrazeni je homomorfismus, protoze Vv, w € V', Vr,s € F, Va € V* plati
[B(rv + 5w))(0) = fruteu(@) = alrv+ sw) = ra(v) + sa(w)
= rfu(@) + sfu(a) = r[@(v)](a) + s[®(w)](a)

Zobrazeni{ ®(rv + sw) a r®(v) + s®(w) se rovnaji pro vsechna a € V*, jsou tedy
totoznd.
Dale ovérime, ze ® je prosté. Podle definic

Ker® ={v e V|®(v) =0} ={veVVae V" f,(a) =0}
={veV|Vae V" alv) =0}

Pro kazdy nenulovy vektor v ale existuje linedrn{ forma «, pro kterou a(v) # 0.
Staci napifklad zvolit doplnék W prostoru (v) ve V' a definovat a(u + rv) = r pro

libovolné w € W a r € F. Tedy Ker ® musi byt nulovy podprostor.
Protoze dimV = dimV* = dim(V*)*, mus{ byt diky vété o dimenzi jadra a
obrazu ® izomorfismus. Byl definovdn bez vybéru béze, ¢imz je tvrzeni dokazéno.
|

Zobrazen{ ® se nazyvé kanonickym izomorfismem V a (V*)*. Umoziuje
ztotoznit prvky V (vektory) a (V*)* (,ko-kovektory“), v jistém smyslu vyhldsit
rovnopravnost vektoru a kovektoru: kovektor je zobrazeni na vektorech, vektor je
zobrazeni na kovektorech. Tuto rovnopravnost muzeme zduraznit i zavedenim zob-
razen{

():VxV*=F
(v, @) = (v, @) == a(v) = [(v)](e) = v(a),

kterému se obvykle k4 parovani vektorti a kovektoru. Prirozend béze (M*)* ve
(V*)* je ztotoznénd piimo s bdzi M = {ey,...,e,} a definici dudlni béze muzeme
pak zapsat pomoci parovani jako

<eja ei> = 5;
. 'V soutfadnicich se pak parovéni vektoru v a kovektoru a vyjadii vztahem
(v,a) = (Vies, aje?) = viajle;, ) = via;d) = viay
Poznamky:

(1) Prostory V a V* jsou samoziejmé také izomorfni, protoze maji stejnou
dimenzi. Jednim z moznych izomorfismu muze byt zvolit ve V bazi M
a vektoru v € V priradit kovektor o« € V*, jehoz soufadnice (a)ps jsou
rovny (v)pr. Pro ruzné baze M C V dostaneme ale ruzné izomorfismy a
vzhledem k tomu, Ze obecné neni zadna baze lepsi nez jina, zadny kanonicky
izomorfismus mezi V' a V* neexistuje.

(2) V nekonecné dimenzi neni obecné zobrazeni ® na, mdme tedy jen kano-
nické vnofeni V do (V*)*.
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Definice. Necht ¢ : V — W je homomorfismus. Pak zobrazenf ¢ : W* — V*
definované Vv € V|, Vo € W* vztahem

(¢"(),v) = (@, ¢(v))
nazyvame dualni homomorfismus k homomorfismu ¢.

Oznacme {e; } bdzi ve V a {f,} bdzi ve W. Matice B homomorfismu ¢ vzhledem
k témto bazim je definovéna predpisem ¢(e;) = B{ f,. Pak plati

(¢*(f7),ei) = (f7, Bl fa) = BI6) = B,

cili ¢*(f7) = BleF. Matice homomorfismu a dudlniho homomorfismu jsou tedy
navzajem transponované. Z toho plyne, ze ¢ a ¢* maji stejnou hodnost.

Definice. Necht ¢ : V — W je homomorfismus, ¢ € N. Pak zobrazen{
¢ Ty(W) = Ty(V)
definované VT' € T,(W), Yvi,...,vy € V vztahem
(¢*T)(U17 cee 71)(1) = T(¢(U1), L) ¢(Uq))
nazyvame indukovany tenzor k T pomoci ¢, nebo téz pullback T pomoci ¢.

Pro ¢ = 1 je pullback totéz co dualni homomorfismus. Pro soufadnice induko-
vaného tenzoru plati

(" T)i...

(¢*T)(ei7 R ej) = T(¢(6i)a ey ¢(6J))
T(Bf fa,..,BYfy) = Bf ... BT,

SMISENE TENZORY

Definice. Necht V je vektorovy prostor. Oznaéme T* (V) prostor véech k-linearnich
forem na V*, budeme mluvit téz o k-krat kontravariantnich tenzorech na V.
Soufadnicemi kontravariantniho tenzoru vuci bazi M C V rozumime ¢isla

T4 :=T(e?,... e

Podobné jako u kovariantnich tenzoru je snadno vidét, ze soufadnice vzhledem
k M jsou vlastné soufadnicemi vuci béazi

M* :={eq.sla,....be{L,...,n}},
kde
Cah =€ ®...Qe, € TFV)
%,_/
k

Definice. Necht V je vektorovy prostor. Symbolem i (V') ozna¢ime mnozinu vsech
zobrazeni

T:V'x..xV*xVx...xV—=R,

p q

ktera jsou linearni v kazdém argumentu. Mluvime o mnoziné p-krat kontravari-
antnich a ¢-krat kovariantnich tenzort na V nebo téz o tenzorech typu (p, q).
Cislo p + ¢ se oznacuje jako stupei tenzoru. Soufadnicemi tenzoru T € TP (V)
vzhledem k bazi M C V rozumime

a...b ,__ a b
T2 =T ..., er, ... €5)

O dolnich indexech hovoiime jako o indexech kovariantnich a horni se nazyvaji
indexy kontravariantnimi.
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Je ziejmé, ze TP(V') je vektorovy prostor. Tenzorovy soucin na smiSenych ten-
zorech

®:TP(V) x TF(V) = TFV)

je definovan nejpfirozengj$im moznym zpusobem:

(T®S)(w1,...,wp+k7v1,...7vq+l) = T(wl,...,wp7v1,...7vq)5(wp+17...,wp+k,vq+17...,vq+l)

Pak je zFejmé, ze definované soufadnice viuci M C V jsou vlastné soutfadnice vzhle-
dem k bazi MP x (M*)? v TP(V) a tedy ze libovolny tenzor lze rozvinout do béze
jako

T=T%"%,0.. 00 ®.. Qe =T"bte"

Casto se pouziva také oznacCeni

TP(V)=V®..0VeV'®...0 V*,

p q

které vyjadiuje, ze libovolny tenzor typu (p, q) lze zkonstruovat jako linedrni kom-
binaci tenzorového soucinu p vektoru a g kovektoru. Nekoneéné dimenziondlni vek-
torovy prostor

(o)
T(V):= € 17(V)
P,q=0
spolu s operaci tenzorového sou¢inu tvori tzv. asociativni algebru, které se fika ten-
zorova algebra. Obsahuje vsechny skalary, vektory, kovektory a vSechny ostatni
typy tenzoru dohromady a vSechny operace s tenzory se odehravaji uvniti ni. Také
se pomoci ni konstruuji dalsi dulezité algebry, jako napiiklad algebra symetricka,
vnéjsi nebo Cliffordova.

Priklad. Prostor T{(V) = V®@V* je piirozené ztotoznén s prostorem End (V) viech
endomorfismu na V. Prvek v ® w, kde v € V a w € V*| definuje linedrni zobrazeni
foew 1 V — V predpisem

fowa(u) = (u,)v = a(u)v.

Bézi {e; ® e’li,j € {1,...,n} v TH(V) v tomto ztotoznéni odpovidd standardn{
béaze na End(V') z minulého semestru, nebot

(e: @ e¥)(er) = €0,

tedy matice endomorfismu e; ® e/ vzhledem k bazi M = {ey,...,e,} ma na pozici
ik jednicku a vsude jinde nuly. Endomorfismus 7" := T7e; ® e/ ma na bdzi hodnoty

T(ex) = (T;ei ®el)(er) = T;eiéi =Tje,

jeho matice vzhledem k M je proto T}, kde horni index chdpeme jako fadkovy
a dolni index sloupcovy. Vsimnéte si, ze to je stejnd konvence jako pro matice
prechodu. To neni pirekvapivé, vzhledem k tomu, ze matice pfechodu se da definovat
jako specialni piipad matice endomorfismu. Odtud je také jasné vidét, ze ptifazeni
TH(V) a End(V) je opravdu izomorfismus. Kroneckerovo delta d; je pak matice
identického endomorfismu, ktera je vuci kterékoli bazi stejnd, rovna jednotkové
matici:
(1v)(ex) = dei = ex

Véta. Necht V je vektorovy prostor, M = {e1,...,en}, M' = {€},... el } dvé bdze
vneém, T € TP(V). Pak

a

T = (AN (AT AL AT

Neékdy se jako ten-

ZOrova algebra
V' definuje  pouze
Do T7(V), tedy

algebra vsech kontra-
variantnich tenzoru.
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Diikaz spo¢iva jen v dosazenf vztahti e/, = Abe, a e = (A71)reb do definice
soufadnic.
Napisme nyni maticové verze transformaci souradnic téch tenzoru stupné mensiho
nez ¢tyti, u kterych jsme tak dosud neucinili:
(1) Tenzoru g = g%e, ® e, € V @ V se iikd bivektor. Jeho soutadnice se
transformuji podle predpisu
g7 = (AT (A g
Definujeme-li matici bivektoru jako (G);; := g"/, pak se d4 transforma¢ni
vztah zapsat jako
G'=A1tGAHT
(2) Interpretujme soufadnice trivektoru T = T, Qep @ e, jako fadek matic
(Tl, SN ,Tn), kde (Ti)jk = T”k. Pak

(T},...,T) = (Z(A‘l)liA‘lTi(A‘l)T,...,Z(A‘l)m-A‘lTi(A‘l)T> .
i=1 1=1
(3) SmiSeny tenzor f typu (1,1) se transformuje predpisem fj' = (A~")L A fg.
Pro matici F' s elementy (F)qp := f z toho dostdvdme
F'=A"'FA
tedy vlastné standardni vztah pro zménu matice endomorfismu pii zméné
béze. B
(4) Soutadnice smfgeného tenzoru T = T}’ e;®e; ®@e” typu (2, 1) milzeme zapsat
napiiklad jako n-tici matic s elementy (T;),i := T}’ . Pak
T, = (A™")aui(A7'T;A)
i=1
(5) Pro tenzor typu (1,2) se soufadnicemi zapsanymi maticemi (T3);r = T},

mame
n

T, = Y (AT)u(A'T1A)

=1
OPERACE S TENZORY

Definice. Necht V je vektorovy prostor, {e,} je baze V, p > 0, ¢ > 0, i €
{1,...,p}, 7 €{1,...,q}. Zobrazeni

Cij 1 TP(V) = TPZ(V)
T—T(...,eq,...,e%...)
L J

7

se nazyvé kontrakce (nebo téz ztizeni) pres i-ty kovariantn{ a j-ty kontravariantnf
index.

Definice samoziejmé predpoklddd, ze pres index a se s¢itd. Na volbé béze {e,}
nezélezi, protoze

T(e, e, ...)= T(Ageb, (A_l)aec, )= 52T(eb, e, ...) =T(ep, el .. )

(&
Soutadnice tenzoru C;;(T) jsou zjevné T .
Parovani kovektoru w a vektoru v lze zapsat pomoci tenzorového soucinu a
kontrakce:

Ci1(w®@v) = (wv)(eq,e”) = wiei(ea)vjej(e“)

= wivjéflé? = wivj(S; = w;e' (viej) = (w,v)
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Analogicky lze vy¢isleni libovolného tenzoru T typu (p, ¢) na libovolnych argumen-
tech psat jako

Tw,...,w)=(Co...cC)(TRVR ... R w),
~—_——
ptq

kde C' jsou kontrakce podle odpovidajicich dvojic indext.

Definice. Necht T € T{?. Pak definujeme tplnou symetrizaci, resp. iplnou
antisymetrizaci tenzoru T' pfedpisem Vvy,...,v4 € V

1
[rs(D))(v1,...,vq) == P Z T(Vp(1)s -+ Vp(q))> TESP.

PESy
Fa(D) (V1. vq) = % S sen ()T (01, - Up(e))
PES,
Snadno se ovéri, ze
adond =g
7 on® =7
rdord=nSond =0

Obé zobrazeni jsou tedy projekce na dva podprostory, podprostor Sg(V) = S?(V*)
dplné symetrickych kovariantnich tenzort a podprostor A4(V) = AY(V*) dplné
antisymetrickych tenzort, v jejichz priniku je pouze nulovy tenzor.

Pro g = 2 definice k4, ze

1
[ms(T)]ab = §(Tab + Toa) = T(ap)

1
[ma(T)]ap = i(Tab — Tya) =: Tiap)

Zde jsme zavedli tradiéni zavorkovou notaci pro symetrizaci a antisymetrizaci in-
dexti. Zjevné plati T(ap) = T(pa) @ Tiap) = —Tipa), tedy matice (T(4p)) je symetricka a
matice (T}qp)) antisymetrickd. Vlastnost Toy = T(qp) +1(ap) znamend, ze kazdy tenzor
typu (0,2) je mozné (jednoznacné) rozlozit na jeho symetrickou a antisymetrickou
cast

T =Tupe @e® = Tiapye® ® e’ + Tiape” ® e’
1

2(ea®eb+eb®e“)

1
= T(ab) §(€a Qe +e® e’) + T[ab]
= T(ab)e(ab) + ﬂab}e[ab]

Linearné nezavislych tenzora el je prave tolik, kolik je dvouprvkovych mnozin

¢isel z {1,...,n}, tedy (g) Pocet tenzori e(®®) se rovna zase rovnd poctu dvou-
prvkovych kombinaci s opakovénim z {1,...,n}, tedy (";1) Soucet obou ¢&isel je
n?, coz je rovno dimenzi T¥(V), jak jsme mohli predpoklddat na zdkladé véty o
dimenzi spojeni a pruniku.

(Anti)symetrizaci indext muzeme zavést i pro tenzory vyssich stupnu:

1
Ta..b) = ] ZS: T(p(eas---,ep))
PESq

1
T{a...b} = a ZS Sgn(p)T(p(eaa R eb))7
PESy



ZAPISEK TRETI O TENZORECH 11

kde p(eq, ..., ep) znamend preusporddéni posloupnosti vektoru e, . . ., €5 permutact
p. (Anti)symetrizaci prvki baze {e® -} v TY(V) dostavame prvky ela0) g ela-bl
které tvoif bazi v S9(V*) a A1(V*). Je vidét, ze

n—i—q—l)

dim S9(V*) = ( .

n
dim A1(V*) = ( )
q
Pro ¢ > n tedy uz zadné netrividlni iplné antisymetrické tenzory nejsou, zatimco
prostor uplné symetrickych tenzoru je nenulovy pro vsechna g. Pro ¢ > 2 stéle plati,
ze SU(V*)N A4(V*) =0, ale narozdil od piipadu ¢ = 2 je

dim SY(V*) + dim AY(V*) < dim T2 (V),

tedy existuji tenzory, z nichz po odecteni tplné symetrické a iplné antisymetrické
Casti jesté néco zbyde.

(Anti)symetrizaci muzeme tuplné stejné zavést i pro kontravariantni tenzory,
pripadné pro tenzory smiSené. U smiSenych méa ale smysl provadét ji pres indexy
stejného typu. Nechf V je redlny vektorovy prostor dimenze m. Skaldrni souéin g

na V je tenzor typu (0,2), muzeme jej zapsat vzhledem k bézi jako
9= gape® @

Tenzoru skaldrnfho soucinu se castéji fikd metricky tenzor. Pokud je {e/,} orto-
normélni baze, pak je ¢/, jednotkovd matice, ¢ili

g:€/1®€/1+€I2®€/2+...+€/n®€ln

Muzeme definovat bivektor
—1._ _ab
g =g e Qep
piedpisem ¢%°gs, = df, ¢ili matice skaldrnfho soucinu g a bivektoru ¢! jsou
navzajem inverzni. Dosazenim transformacnich vztaht pro bilinedrni formy a bivek-

tory snadno odvodime, Ze tato definice nezavisi na volbé baze. Vuéi ortonormalni
bazi {el} je i g’* jednotkova matice a tedy

gl=¢e@e +teh@ehb+...+e, @€

Diky tomu méme zaruéeno, ze i g~! je pozitivné definitni symetrickd bilinedrni
forma na V*, tzv. dudlni metricky tenzor.

Muzete se divit, pro¢ se vibec zaobirdme situaci, kdy (gq») neni jednotkova ma-
tice, kdyz ortonormalni bazi 1ze zavést pro kazdy skalarni soucin. Existuji t¥i oblasti,
kvuli nimZ je dulezité naucit se pocitat s obecnym metrickym tenzorem. Jsou to
kiivocaré systémy soufadnic, kde se metricky tenzor mén{ v prostoru (je to vlastné
tenzorové pole), specidlni teorie relativity, kde neni pozitivné definitn{ (mluvime
o pseudometrickém tenzoru), a analytickd mechanika, ktera se popisuje pomoc{
pojmu symplektické geometrie, v niz je ,skalarni sou¢in“ antisymetricky. Budeme
se tedy snazit, aby se naSe formulace dala snadno adaptovat i na tyto tfi odlisné
situace.

Definice. Necht (V, g) je vektorovy prostor se skaldarnim sou¢inem. Izomorfismy
by V= V* VueV, (u,byv)=g(u,v)
fo:V =V VeV, (fa.B) =g (a,B),

nazyvame spousténim a zdvihanim indexu.
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Vzhledem k bézi {e,} ma kovektor b,v soufadnice (hyv);. Podle definice pak pro

libovolny vektor u = u'e; plati
bgv,u) = (bgv)iu’ = g(u,v) = giju'v?,
tedy (byv); = gijv’. Tedy specidlné
bgea = (bgea)iei = Yaj (Ea)jei = gajégei = gaiei
Podobné pro a € V* je
(ﬁga)i = gijaj'
e’ = g%e;

Vzéjemna inverznost matic metrického a dudlniho metrického tenzoru znamena, ze
izomorfizmy b a f jsou také navzdjem inverzni:

(BgPg0)* = gabgbcvc = dgv° ="

(bgﬁga)a = gabgbcac = 520% = Qg
Obvykle se misto (byv); piSe pouze v; amisto (f,a)" pouze o, odtud ndzev spousténi
a zdvihani indexu. Je dulezité mit na paméti, Ze obecné se napiiklad ¢islo vs nerovnd
¢islu v3, ale &fslu gs;v®. Rovnost nastane pouze tehdy, kdyz je (gap) jednotkova
matice, tedy v* jsou soufadnice vuci ortonormalni bazi.

V zimnim semestru jsme v kapitole o skalarnim souc¢inu zavedli pojem dualniho,
nebo téz adjungovaného homomorfismu. Ke kazdému homomorfismu dvou prostora
se skalarnimi souciny

¢:(V,g) = (W,h)
existuje homomorfismus (ktery nyni musime oznacit trochu jinak nez v zimnim
semestru)

o' (W, h) = (V,g)
definovany Yv € V,w € W predpisem

9(v, ¢'(w)) = h(p(v), w)
Jak souvisi ¢* s homomorfismem ¢*, ktery jsme také nazyvali dudlnim, ale k jeho
definici jsme skaldrni souc¢in nepotiebovali?
Véta. Necht ¢ : (V,g) — (W, h) je homomorfismus prostori se skaldrnim soucinem.
Pak
¢! =ty00" 0by,

Diikaz. Podle definic Vo € V', Vw € W plati

9(8g[0" brw)], v) = (6" brw),v) = Prw, $(v)) = h(w, $(v))
O
Pokud pracujeme se souradnicemi vzhledem k ortonormadlni bazi, jsou matice
zobrazeni by a 4, jednotkové a matice homomorfismi ¢* a ¢* jsou obé rovny trans-
ponované matici k matici homomorfismu ¢.
Zdvihat a spoustét indexy je mozné i u tenzort vysstho stupné. Necht 7' € T (V).
Pak tenzor T'(b,,-,-) € T (V) méa soufadnice
T, b = T(byeq, e’ e®) = T(gaic’, e, e®) = g T
Piseme T}, % misto T ¢, protoze existuji jesté dalsi dva tenzory
T(bg'a R ')7T(" bg" ) € T12(V)
se soufadnicemi
Tb c Tbc
a a’
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které od sebe potiebujeme umét odlisit. Pomoci zdvihu a spusténi indexu je pak
mozné definovat kontrakei pfes libovolné dva indexy: tenzor

ClgT = CllT(bg', ) )
mé soufadnice 4 '
Ta = gaiTuw = giaTmc = Taac‘
Pokud je T tplné symetricky, pak se vSechny jeho kontrakce rovnaji,

Ta ac _ gaiTiac —_ gaiTcia —Tca apod.

a 7

Je-li T tplné antisymetricky, jsou viechny jeho kontrakce nulové, nebof diky syme-
trii gqp mame

Ta ac _ gaiTiaC — gai(_Tiac) — _giaTiaC — —T;-ic

Pullback tenzoru umoznuje zavést skalarni soucin na vektorovém prostoru, ktery
je vnoren do jiného prostoru se skaldrnim sou¢inem pomoci monomorfismu ¢:

Véta. Necht ¢ : V — W je monomorfismus, h je metricky tenzor ve W. Pak ¢*h
je metricky tenzor ve V.

Diikaz. Pro libovolné vektory u,v € V' je g(u,v) rovno h(¢(u), ¢(v)). Symetri¢nost
g je ziejma. Pro u # 0 je ¢(u) # 0, tedy

9(u, u) = h((u), (u)) > 0,

takze g je i pozitivné definitni. |

Matice indukovaného metrického tenzoru g := ¢*h je dana vztahem
g9ij = BfhapBY ¢ili G = BTHB

Srovnejte tento vztah s predpisem pro transformaci matice skaldrniho sou¢inu pii
zméné baze.

CVICENI

(1) (4) Rozhodnéte, ktera z nésledujicich zobrazeni jsou linedrni formy:
(a) f:R?2 = C, f(a,b) =a+ bi
(b) f:R® =R, f(a,b) = Va2 + b2
(c) f:R2 =R, f(a,b) =1+2a+3b
(d) Fp, : C®°(M,R) — R, kde C*°(M,R) je vektorovy prostor vsech
redlnych hladkych funkei na mnoziné M, F,(f) = f(z), kde z € M.
(e) F: M™(R) - R, F(A) =det A
(2) (4) Necht W = ((1,1,2,1),(3,1,2,1)) < R*. Popiste viechny linedrnf
formy, které vymizi na celém W.
(3) (4) Necht W' = (el +e3 4t el —e2+e%,e2+e% + &% — &%) < (R®)*. Popiste
viechny vektory z R®, které patif do nulové mnoziny viech prvkia W'.
(4) (4) Necht M = {(1,1),(1,—1)} je baze R? najdéte souradnice o := ! +2¢2
vzhledem k M.
(5) (4) Necht u = (1,1),v = (1,2) € R2. Vygislete (¢! ® €2 @ &) (u, u,v).
(6) (4) Najdéte dudlni béazi k bazi {(3,—5),(-2,3)} C R
(7) (4) Necht M = {(1,3),(1,2)} je baze R?, o; := (1,2) souiadnice kovektoru
vzhledem k M. Najdéte jeho soufadnice vzhledem k M’ := {(3,1), (3,2)}.
(8) (4) Necht M = {(1,3),(1,2)} je baze R?,

(+3)

matice bilinedrni formy vzhledem k M. Najdéte jeji matici vzhledem k
M’ :=1{(2,3),(3,5)}.
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(9) (4) Najdéte soutadnice bivektoru (1,1)®(1,3) vzhledem ke kanonické bézi.

(10) (4) Necht T je tenzor typu (3,0). Vyjadiete soufadnice jeho symetrizace a
antisymetrizace T(4pc) @ Tjape pomoci souradnic samotného T'.

(11) (3) Najdéte bazi M C R?, k niz je baze {3¢! — &2, —8¢! + 3%} dudlni.

(12) (3) V prostoru R? se standardnim skaldrnfm sou¢inem uvazujme vektory
up = (4,1), ug = (3,1) a definujme kovektory e*(v) := (u;,v) pro i = 1,2.
Najdéte bazi dudlni k {e!, e?}.

(13) (3) Na prostoru P?(R) uvazujme linearni formy e’ : p(z) ~— p(0), i €
{0,1,2}. Dokazte, 7ze {€°,e!,e?} je baze a najdéte bazi k ni dudlni.

(14) (3) Kovektory «, 8, maji vzhledem k bézim M a M’ vyjddien{

a:el+e2+e3:e’1+e’2
6261—63:6/2—"-6/3

’}/26126/1+€/3

Urcete matici prechodu od M k M’.
(15) (3) Necht M = {(1,3),(1,2)} je baze R?,

e =(( 1 5)-(o 1))

matice trilinearni formy vzhledem k M. Najdéte jeji matici vzhledem k
M ={(2,3),(3,5)}.
(16) (3) Necht M = {(1,3),(1,2)} je baze R?,

(35)

matice bivektoru vzhledem k M. Najdéte jeho matici vzhledem k M’ :=

{(2,3),(3,5)}.
(17) (3) Necht M = {(1,3),(1,2)} je baze R?,

(@@ = (1 ¢ )-(0 1)

souradnice tenzoru 7' € T7(R?) vzhledem k M, definované piedpisem (75) 5 :=
T,?. Najdéte jeho soufadnice vzhledem k M’ := {(2,3),(3,5)}.
(18) (3) Necht M = {(1,3),(1,2)} je baze R?,

(v ma=(¢ o )-(o 7o)

soufadnice tenzoru T' € T} (R?) vzhledem k M, definované predpisem (75) , :=
Tj,.- Najdéte jeho soufadnice vzhledem k M’ := {(2,3), (3,5)}.
(19) (3) Necht ¢ = &' + 2¢2 € (R?)*. Definujme tenzor typu (2, 1)

T(u,v,9) = (¢ @) (v, u)
Najdéte jeho soufadnice vzhledem ke kanonické bazi. Najdéte souradnice

79(T) vzhledem ke kanonické béazi.
(20) (3) Necht a = (1, —1) € R? Definujme tenzor typu (1,2)

T(u, ¢, ¢) = p(u)p(a) — 2¢(a)¥(u)
Najdéte jeho soutadnice vzhledem ke kanonické bazi. Najdéte soutadnice
C11T vzhledem ke kanonické bézi.
(21) (8) Necht a = (1,2) € R? se standardnim skaldrnim soucinem. Definujme
tenzor typu (2,1)

T(ua v, "!J) = (a’ “)w(v)



(25)

(26)

(28)

(29)
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Najdéte jeho souradnice vzhledem ke kanonické bazi. Pomoc{ zdvihu/spusténi
indexu pievedte T na kovariantni tenzor a spo¢téte soufadnice jeho tiplné
antisymetrizace vzhledem ke kanonické bézi.

(8) Necht T je tenzor typu (2,2) definovany piedpisem

T(u,v,0,¢) = d(u)p(v)

Uréete soutadnice tenzoru T'(-, -, et, ) vzhledem ke kanonické bézi a k bazi
{(1,1),(1,0)}.
(8) Necht V =R? u = (1,2),v=(1,-1),T : V* x V* = R je zobrazen{
definované

T(¢,9) = dp(w)v(v) — 2¢(v)h(u)
Ovéite, ze se jednd o tenzor, najdéte jeho souradnice vzhledem ke kano-
nické bézi a vzhledem k bézi {(—2,1), (1,1)} a ovéite rovnost pomoci trans-
formaé¢niho vztahu.
(3) Uvazujme V = R? se standardnim skaldrnim souéinem, w = (3,1),
T:V*xV xV — R je tenzor definovany

T(¢,u,v) = p(w)(u,v)
Najdéte jeho soufadnice vzhledem k bazi {(1,0), (1,1)} a vyjadrete je jako
dvojici matic.
(3) Necht a = (a*,a?) € R? a T je tenzor typu (1,2) na R? definovany pro
¢,v € (R?)*, u € R? vztahem

T(p, ¢, u) = ¢p(a)(u) — ¥(a)d(u)

(a) Ukazte, ze T je antisymetricky v prvnich dvou argumentech.

(b) Najdéte souradnice T vué¢i kanonické bazi a zapiste je jako dvojici
matic.

(¢) Napiste transformaéni vztah pro zménu soufadnic tenzoru T' pfi prechodu
do n&jaké baze M’.

(d) Pomoci tohoto transformacéniho vztahu najdéte soufadnice tenzoru T
vuéi bézi {(2,1),(3,1)}.

(3) Necht ¢ : R? — R3 je homomorfismus zadany svou matic{ vzhledem ke

kanonickym bazim:

1 0
0 2
11

Najdéte matici ¢* vzhledem k dudlnim bdzim k {(1,1,0), (0,1,0), (1,0,0)}
a {(1,2),(1,3)}.

(8) Necht M = {(1,1),(2,3)}, N = {(1,0,1),(0,1,1),(0,0,1)}, ¢ : R? —
R3 je homomorfizmus, jehoz matice vzhledem k bdzim M a N je

1 -2
—2 4
-1 2

Urcete matici ¢* vzhledem ke kanonickym bazim.

(3) Necht ¢ : R? — R? je endomorfismus definovany vztahy ¢((3,2)) =
(1,1), ¢((4,3)) = (1,—1). Urcete matici dudlniho endomorfizmu vzhledem
ke kanonické bazi a bazi {(2e! — 2,3t — £2}.

(2) Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim sou¢inem, M = {uy, ..., ux}
mnozina vektoru v ném, pro kazdy z téchto vektoru definujme f; € V*
predpisem f;(v) = (u;,v). Dokazte, ze ﬂle Ker f; (M) =V.

(2) Necht V je vektorovy prostor koneéné dimenze, W jeho podprostor,
g € W*. Dokazte, ze existuje f € V* takovd, ze Yu € W, f(u) = g(u).
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(31) (2) Necht V je vektorovy prostor dimenze n, M C V, N C V*,
O(M) :={a e V*Vv € Ma(v) =0}
U(N):={veV|Vae Na(v) =0} = ﬂ Kera
aEN
Dokazte, ze ®(M), ¥(N) jsou podprostory, ®(M) = ®((M)), U(N) =
T((N)) a pokud W < V, U < V*, pak
dim ®(W) = n — dim (W)
dim¥(U) =n —dim ¥(U)
o(Y(U)) =U
Y(e(W)) =W

(32) (2) Naprostoru (P™(x, R))* najdéte matici pfechodu od baze {p(0), p’(0), ..., p(™ (0)}
k bazi {p(1),p'(1),...,p"(1)}.

(33) (2) Necht V je vektorovy prostor vsech redlnych polynomu stupné nejvyse
n, a uvazujme navzijem ruznd Cisla cg,...,c, € R. Ovéite, Ze mnozina
zobrazeni M = {Fy,..., F,}, kde F; : V. — R je definovéno F;(p) = p(c;),
tvorf bazi V*. Ovérte, ze mnozina {py, . . . p, } tzv. Lagrangeovych polynomu

pi(z) = Hj;éi(%

tvotrf dudlni bazi k M.
(34) (2) Necht V = P™(R) je prostor viech redlnych polynomu stupné nejvyse
n, a,b € R, definujme linedrni formu f € V* vztahem

a endomorfizmus D : V — V vztahem D(p(x)) = p/(x). Cemu se rovnd
D*(f)? Urcete Ker D*.

(35) (2) Necht B je pevnd matice n x n, definujme endomorfizmus prostoru
viech matic n x n vztahem F(A) := AB — BA. Necht f je linearni forma
na tomto prostoru dang vztahem f(A) := Tr(A). Dokazte, ze f € Ker F*.

(36) (2) Necht V je vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem. Definujme Vu €
V linedrni formu f, € V* predpisem f,(v) := (u,v). Tim je definovdno
zobrazeni F': V — V* F(u) = f,. Dokazte, ze F je izomorfizmus.

(37) (2) Necht V, W jsou vektorové prostory kone¢né dimenze. Dokazte, Ze zob-
razeni F' : Hom(V, W) — Hom(W*, V*), které homomorfizmu ¢ pfifazuje
jeho dudlni homomorfizmus F(¢) := ¢*, je izomorfizmus vektorovych pro-
stort Hom(V, W) a Hom(W*, V*).

(38) (2) Dokazte, ze zdvihani a spousténi indexu jsou izometrie prostora (V, g)
a (V*,g71).

(39) (2) Jaky je vztah mezi ¢ : (V,g) — (W, h) a ¢, pokud ¢ je izomorfismus a
g=¢°h?

(40) (2) Dokazte, ze pokud maji dvé linedrni formy na prostoru koneéné dimenze
stejné jadro, pak jsou jedna ndsobkem druhé.

(41) (2) Zkonstruujte tenzor, ktery nelze rozlozit na soucet tiplné symetrického
a uplné antisymetrického tenzoru.

(42) (2) Necht M = {(1,1,1),(1,0,1)}. Na podprostoru (M) indukujte met-
ricky tenzor ze standardniho skaldrniho sou¢inu na R3 pomoci identického
vnoieni ¢ : (M) — R3. Napiste jeho matici vzhledem k bazi M.

(43) (1) Dokazte, ze pokud maji dvé linedrni formy na prostoru V' ( nepredpokldaddme
konec¢nou dimenzi) stejné jédro, pak jsou jedna ndsobkem druhé.



(44)

(45)

(47)
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(1) Pomoci vztahu pro transformaci souradnic bilinedrni formy, ze pro
kazdou symetrickou bilinearni formu g existuje baze, v niz ma g diagonalni
matici.

(1) Necht V je vektorovy prostor dimenze n. Uplné antisymetricky tenzor
z AP(V*) se nazyva p-forma. VnéjSim souéinem rozumime zobrazeni,
které p-formé « a g-formé g pritazuje p + ¢-formu

alf = L ;—'q)!q!ﬂA(a ® B)

Dokazte, Ze se jedné o bilinearni, asociativni zobrazeni, pro které plati gra-
dovana komutativita

aAB=(-1)PTIB A«
Ukazte déle, ze plati

a=—ag, pe®N...Ne°
p!
Vektorovy prostor A(V*) := @Z:O A?(V*) spolu s operaci vnéjsiho soucinu
se nazyvd vnéjsi algebra. Je to zdkladni algebraicky objekt pro teorii
vicerozmérné integrace.

(1) Necht v € V, @ € APV*. Vnitifnim souinem v a a rozumime (p—1)-

formu charakterizovanou predpisem
iy(@)(u,...,v) = a(v,u,...,w)

Dokazte, ze se jedna o bilinedrni zobrazeni, které spliiuje
(a) iyl + iy, =0

(b) (iva)a...b = Uiaia...b

(¢) iv(aAB) = (iva) ANB+ (—1)Pa Aiy(B)

(d) Pokud w € V*, g, := w A € APTIV* pak

EvEw 0L =0
1yEw + Ewly = <U>w>1A(V*)

(1) Necht V je vektorovy prostor dimenze n aw € A™(V*), tzv. top-forma.
Dokazte, ze v bazi {e;} se dd w zapsat jako

w=XelA...ANe",

kde M je néjaké cislo, a ze velicina A, kterd zastupuje vSechny souradnice w,
se pii zméné baze transformuje podle predpisu

N = det(A)A,
kde A je matice piechodu.



