
ZÁPISEK TŘETÍ O TENZORECH

LAF, LS10/11, DALIBOR ŠMÍD

Multilineárńı zobrazeńı

Definice. Necht’ V1, . . . , Vk a W jsou vektorové prostory nad F. Zobrazeńı

T : V1 × V2 × . . .× Vk →W,

které je v každém argumentu lineárńı, tedy ∀i ∈ {1, . . . , k}, ∀r, s ∈ F, ∀vj ∈ Vj ,
v′i ∈ Vi plat́ı

T (v1, . . . , vi−1, rvi + sv′i, vi+1, . . . , vk)

= rT (v1, . . . , vi−1, vi, vi+1, . . . , vk) + sT (v1, . . . , vi−1, v
′
i, vi+1, . . . , vk)

nazveme multilineárńım, nebo specifičtěji k-lineárńım zobrazeńım. Pokud nav́ıc
V1 = V2 = . . . = Vk = V a W = F, mluv́ıme o multilineárńı formě nebo o k-krát
kovariantńım tenzoru na V . Množinu všech k-lineárńıch forem na V označujeme
Tk(V ).

Př́ıklady a poznámky:

(1) Obyčejné lineárńı zobrazeńı z V do W je ve smyslu této definice 1-lineárńım
zobrazeńım.

(2) Skalárńı součin na V je bilineárńı forma.
(3) Pokud A je čtvercová matice, jej́ıž řádky jsou a1, . . . , an, pak zobrazeńı

det :Fn × . . .× Fn︸ ︷︷ ︸
n

→ F

(a1, a2, . . . , an) 7→ det(A)

je n-lineárńı forma.
(4) Nejjednodušš́ım př́ıpadem je k = 1 a W = ℝ, tedy lineárńı forma. Př́ıklady

lineárńıch forem jsou

V = Fn, x 7→ x1

V = Mnn(F), A 7→ TrA

V = Pn(x,F), p 7→ p(2)

V = C∞(⟨0, 1⟩,ℝ), f 7→
∫ 1

0

f(x)dx

a podobně. Lineárńım formám, tedy jedenkrát kovariantńım tenzor̊um, se
také ř́ıká kovektory.

(5) Z věty o dimenzi jádra a obrazu plyne, že každá netriválńı lineárńı forma
na prostoru konečné dimenze V má jádro dimenze dimV − 1. Každému
prostoru s takovou dimenźı se ř́ıká nadrovina. Neńı těžké dokázat, že
každá nadrovina je jádrem některé lineárńı formy.

Date: 3. dubna 2011.
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(6) Každá množina funkćı z množiny M do vektorového prostoru W tvoř́ı vek-
torový prostor s operacemi zavedenými

(f + g)(m) := f(m) + g(m)

(rf)(m) := r.f(m),

pro všechna m ∈M . Speciálně je tedy vektorovým prostorem i Tq(V ).
(7) Necht’ T ∈ Tq(V ), v ∈ V . Zobrazeńı

T ′ : V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
n−1

→ F

(v1, . . . , vn−1) 7→ T (v, v1, . . . , vn−1)

je prvkem Tq−1(V ). Např́ıklad dosazeńım pevného vektoru do jednoho z ar-
gument̊u bilineárńı formy źıskáme lineárńı formu. Obecně se vzniklá forma
nižš́ıho řádu bude lǐsit podle toho, do kterého argumentu dosad́ıme.

Definice. Necht’ p, q ∈ ℕ. Tenzorovým součinem rozumı́me zobrazeńı

⊗ : Tp(V )× Tq(V )→ Tp+q(V )

které je definováno pro libovolné vektory v1, . . . , vp+q ∈ V vztahem

(T ⊗ S)(v1, . . . , vp+q) := T (v1, . . . , vp)S(vp+1, . . . , vp+q)

Poznámky:

(1) Z definice snadno plyne, že pro T,U ∈ Tp(V ), S ∈ Tq(V ), r, s ∈ F

(rT + sU)⊗ S = r.T ⊗ S + s.U ⊗ S,

totéž ve druhém argumentu tenzorového součinu. Tedy tenzorový součin je
bilineárńı zobrazeńı.

(2) Z definice je také ihned vidět, že tenzorový součin neńı komutativńı, ale je
asociativńı.

(3) Pokud �, � jsou lineárńı formy, pak � ⊗ � je bilineárńı forma. Existuj́ı ale
bilineárńı formy, které nelze napsat jako součin dvou lineárńıch forem. Po-
kud by se např́ıklad skalárńı součin g rovnal �⊗� a vzali bychom nenulový
vektor v ∈ Ker�, pak g(v, v) = �(v)�(v) = 0, což je v rozporu s definićı
skalárńıho součinu. Tenzorový součin tedy neńı zobrazeńı na. Tenzory, které
se daj́ı zapsat jako tenzorový součin tenzor̊u nižš́ıho stupně, se označuj́ı jako
rozložitelné.

Definice. Necht’ V je vektorový prostor, M = {e1, . . . , en} je báze v něm, T ∈
Tq(V ). Souřadnicemi kovariantńıho tenzoru T vzhledem k M jsou č́ısla

Tcd...k := T (ec, ed, . . . , ek),

kde c, d, . . . , k ∈ {1, . . . , q}.

Množina Tq(V ) je vektorový prostor, takže bychom čekali, že souřadnice na něm
budou definovány pomoćı nějaké báze v Tq(V ), ne ve V . V daľśım odd́ıle ukážeme,
že v Tq(V ) existuje báze, která je zkonstruována pouze pomoćı M a která zavád́ı
na Tq(V ) právě tyto souřadnice.

Jak vypadaj́ı souřadnice tenzor̊u, s nimiž jsme se dosud setkali?

(1) Pokud T ∈ T1(V ) je kovektor, pak souřadnice Ta neńı nic jiného než a-tý
element matice homomorfismu T : V → F vzhledem k báźım M ⊂ V a
{1} ⊂ F. Posledně jmenovaná báze je vlastně kanonickou báźı v prostoru F.

(2) Pokud g : V ×V 7→ ℂ je skalárńı součin, pak gab ≡ g(ea, eb) je ab-tý element
matice skalárńıho součinu vzhledem k M .
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(3) Pokud Tab...k a Sli...t jsou souřadnice T a S v̊uči M , pak

(T ⊗ S)ab...t = Tab...kSli...t

jsou souřadnice T ⊗ S v̊uči stejné bázi.

Necht’ M ′ = {e′1, . . . , e′n} je daľśı báze V a A ≡ (1V )MM ′ je matice přechodu od
M k M ′. Matice přechodu obsahuje ve sloupćıch souřadnice nové báze v̊uči staré:

e′a = Abaeb

V tomto vztahu automaticky předpokládáme, že přes index b běž́ı sumace od 1 do n.
Je to běžná konvence, které se budeme i nadále držet, kdykoli bude ve vztahu stejný
index jednou nahoře a jednou dole. Vid́ıme, že v tomto zápisu odpov́ıdá horńı index
matice přechodu indexu řádkovému a dolńı indexu sloupcovému. Snadno odtud To je konvence

týkaj́ıćı se matice
přechodu, např́ıklad
matice skalárńıho
součinu gab se netýká.

plyne předpis pro transformaci souřadnic libovolného kovariantńıho tenzoru:

T ′a...b = T (e′a, . . . , e
′
b) = T (Araer, . . . A

s
bes)

= Ara . . . A
s
bT (er, . . . , es) = Ara . . . A

s
bTr...s

Př́ıklady:

(1) Pokud � je kovektor, pak se jeho souřadnice transformuj́ı podle vztahu

�′a = Ara�r.

V maticovém zápise to můžeme přepsat na

(�)TM ′ = (�)TMA,

kde (�)TM je řádkový vektor souřadnic � v̊uči M . Srovnejme tento vztah s
transformaćı souřadnic vektor̊u

(v)M = A(v)M ′ nebo též (v)TM ′ = (v)TM (A−1)T

Matici (A−1)T se ř́ıká matice kontragredientńı k A.
(2) Pokud g je bilineárńı forma, pak se jej́ı souřadnice transformuj́ı podle vztahu

g′ab = AraA
s
bgrs.

V maticovém zápise to můžeme přepsat jako

G′ = ATGA,

kde interpretujeme souřadnice gab jako maticiG s prvńım indexem řádkovým
a druhým sloupcovým (matice bilineárńı formy). Je to stejný vztah,
který jsme v prvńım semestru dostali pro transformaci matice skalárńıho
součinu.

(3) Pro trilineárńı formu T můžeme interpretovat souřadnice Tabc jako řádkový
vektor matic Ti je vlastně ma-

tice bilineárńı formy
T (ei, ⋅, ⋅) vzniklé
dosazeńım i-tého vek-
toru báze do prvńıho
argumentu.

(T1bc, T2bc, . . . , Tnbc) =: (((T1)bc), ((T2)bc), . . . , ((Tn)bc))

Transformačńı vztah

T ′abc = AraA
s
bA

t
cTrst

se pak dá přepsat jako

(T ′1, . . . , T
′
n) =

(
n∑
i=1

ai1A
TTiA,

n∑
i=1

ai2A
TTiA, . . . ,

n∑
i=1

ainA
TTiA

)
.

Samozřejmě nás nic nenut́ı vźıt jako
”
maticové“ indexy zrovna ty dva po- Souřadnice Tabc si

můžeme vizualizo-
vat jako n × n × n
krychličku č́ısel,
matice Ti jsou jej́ı
řezy.

sledńı a jako
”
vektorový“ ten prvńı. Zavedeńı matic Ti je jenom početńı

a notačńı pomůcka, což je zd̊urazněno i t́ım, že v posledńım vztahu ne-
použ́ıváme sumačńı konvenci a ṕı̌seme elementy aij matice A tak, jak zvykĺı
z dř́ıvěǰska.



ZÁPISEK TŘETÍ O TENZORECH 4

Duálńı prostor

Připomeňme definici ze zimńıho semestru:

Definice. Necht’ V je vektorový prostor nad F. Prostor Hom(V,ℝ) všech kovektor̊u
na V nazýváme duálńım prostorem k V , znač́ıme V ∗.

Standardńı báze na prostoru homomorfismů Hom(V,W ) má pro př́ıpad W = F
speciálńı jméno:

Definice. Necht’ V je vektorový prostor nad F dimenze n, M = {e1, . . . , en} báze
v něm. Množinu kovektor̊u M∗ = {e1, . . . , en}, definovanou předpisem

∀a, b ∈ {1, . . . , n}, ea(eb) = �ab ,

kde �ab = 1 pro a = b a 0 pro a ∕= b, nazýváme duálńı báze k M .

Př́ıklady:

(1) Pokud K je kanonická báze v Fn, pak K∗ je množina {"1, . . . , "n}, kde i-tý
kovektor "i přǐrazuje vektoru x ∈ Fn jeho i-tou složku xi.

(2) Vektor v ∈ V lze rozvinout do báze M vztahem v = vjej . Hodnota kovek-
toru ei ∈M∗ na vektoru v je

ei(v) = ei(vjej) = vjei(ej) = vj�ij = vi,

čili opět ei je kovektor, který vektoru přǐrazuje jeho i-tou souřadnici. I z
tohoto d̊uvodu budeme od nyněǰska psát souřadnice vektor̊u vždy s indexy
nahoře, narozd́ıl od souřadnic kovektor̊u, které ṕı̌seme dole.

(3) Duálńı báze je vždy báźı V ∗, což je možné bud’ ověřit př́ımo, nebo se od-
volat na d̊ukaz věty o dimenzi Hom(V,W ) z prvńıho semestru. Odtud také
dimV ∗ = dimV .

(4) Pokud V = ℝ2, M = {(3, 2), (4, 3)} ≡ {e1, e2}. Prvky duálńı báze M∗ =
{e1, e2} lze zapsat jako e1 = a"1 + b"2, e2 = c"1 + d"2, kde a, b, c, d jsou
nějaká č́ısla. Podmı́nky na duálńı bázi ř́ıkaj́ı, že

e1(e1) = a"1(e1) + b"2(e1) = 3a+ 2b = 1

e1(e2) = a"1(e2) + b"2(e2) = 4a+ 3b = 0

e2(e1) = c"1(e1) + d"2(e1) = 3c+ 2d = 0

e2(e2) = c"1(e2) + d"2(e2) = 4c+ 3d = 1

To je vlastně maticová rovnice(
a b
c d

)(
3 4
2 3

)
=

(
1 0
0 1

)
,

čili úloha na inverzńı matici. Jej́ım výpočtem dostáváme duálńı bázi {3"1−
4"2,−2"1 + 3"2}.

Na duálńım prostoru V ∗ ≡ T1(V ) nyńı máme dvě definice souřadnic, každá z
nich záviśı pouze na volbě báze M . Ukažme, že dávaj́ı totéž. Pokud � je kovektor a
�̃ jsou jeho souřadnice vzhledem bázi M∗, pak � = �̃ie

i. Podle definice souřadnic
kovektoru vzhledem k M plat́ı

�j = �(ej) = �̃ie
i(ej) = �̃i�

i
j = �̃j ,

oba pojmy souřadnic tedy skutečně splývaj́ı. Rozvoj kovektoru do báze M∗ je pak
� = �ie

i a jeho aplikace na libovolný vektor

�(v) = �ie
i(vjej) = �iv

jei(ej) = �iv
j�ij = �iv

i
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Jak se transformuj́ı prvky duálńı báze při změně souřadnic? Transformačńı vztah
pro souřadnice vektoru je

va = Aabv
′b.

Aplikujme na tuto rovnost inverzńı matici:

(A−1)rav
a = (A−1)raA

a
bv
′b = �rbv

′b = v′r

Protože v′b je vlastně e′b(v), plat́ı odtud (A−1)rae
a(v) = e′r(v). Tedy er a Arbe

′b jsou
dvě zobrazeńı, která se maj́ı rovnat pro libovolný vektor v ∈ V , tud́ıž

e′r = (A−1)rae
a

Doposud odvozené transformačńı vztahy můžeme shrnout do tabulky:

Transformace maticově tenzorově
prvky báze e′r =

∑
b eb(A)br e′r = Abreb

prvky duálńı báze e′r =
∑
b(A
−1)rbe

b e′r = (A−1)rbe
b.

souřadnice vektoru (v)TM ′ = (v)TM (A−1)T v′r = (A−1)rbv
b

souřadnice kovektoru (�)TM ′ = (�)TMA �′r = Abr�b

Vid́ıme z ńı, že objekty s dolńımi indexy se transformuj́ı pomoćı matice A, tedy

”
stejně“ jako prvky báze, kovariantně. Objekty s horńımi indexy se transformuj́ı

pomoćı inverzńı matice, tedy
”
opačně“ než prvky báze, kontravariantně.

Lemma. Označme

ea...b := ea ⊗ . . .⊗ eb︸ ︷︷ ︸
q

∈ Tq(V )

Množina

(M∗)q := {ea...b∣a, . . . , b ∈ {1, . . . , n}
tvoř́ı bázi prostoru Tq(V ) a souřadnice libovolného T ∈ Tq(V ) v̊uči této bázi jsou
totožné se souřadnicemi T vzhledem k M .

D̊ukaz. Necht’ T je libovolný tenzor se souřadnicemi Tr...s. Pak pro libovolné vektory
plat́ı

T (v, . . . , w) := T (vrer, . . . , w
ses) = vr . . . wsT (er, . . . , es) = vr . . . wsTr...s.

Lineárńı kombinace T̃ := Ta...be
a...b má na stejných vektorech stejné hodnoty:

T̃ (v, . . . , w) = Ta...be
a...b(v, . . . , w) = vr . . . vsTa...be

a...b(er, . . . , es)

= vr . . . vsTa...b�
a
r . . . �

b
s = vr . . . wsTr...s

má na stejných vektorech stejné hodnoty, tedy T = T̃ , (M∗)q generuje Tq(V ).
Pokud T = 0, pak muśı být nula i všechny souřadnice

Tr...s ≡ T (er, . . . , es),

čili (M∗)q je i lineárně nezávislá. Z předpisu

T = T̃ = Ta...be
a...b

vid́ıme, že souřadnice vzhledem k bázi (M∗)q jsou právě Ta...b. □

Věta (Duál duálu). Necht’ V je vektorový prostor konečné dimenze nad F. Pak
existuje izomorfismus V a (V ∗)∗, který nezáviśı na volbě báze ve V .
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D̊ukaz. Necht’ v ∈ V . Definujme homomorfismus fv : V ∗ → ℝ, jehož hodnota fv(�)
pro libovolnou lineárńı formu je rovna č́ıslu �(v). Plat́ı, že fv je lineárńı forma na
V ∗, protože ∀�, � ∈ V ∗, ∀r, s ∈ F plat́ı

fv(r�+ s�) = (r�+ s�)(v) = r�(v) + s�(v) = rfv(�) + sfv(�).

Máme tedy zobrazeńı

Φ : V → (V ∗)∗

: v 7→ fv

Toto zobrazeńı je homomorfismus, protože ∀v, w ∈ V , ∀r, s ∈ F, ∀� ∈ V ∗ plat́ı

[Φ(rv + sw)](�) = frv+sw(�) = �(rv + sw) = r�(v) + s�(w)

= rfv(�) + sfw(�) = r[Φ(v)](�) + s[Φ(w)](�)

Zobrazeńı Φ(rv + sw) a rΦ(v) + sΦ(w) se rovnaj́ı pro všechna � ∈ V ∗, jsou tedy
totožná.

Dále ověř́ıme, že Φ je prosté. Podle definic

Ker Φ = {v ∈ V ∣Φ(v) = 0} = {v ∈ V ∣∀� ∈ V ∗, fv(�) = 0}
= {v ∈ V ∣∀� ∈ V ∗, �(v) = 0}

Pro každý nenulový vektor v ale existuje lineárńı forma �, pro kterou �(v) ∕= 0.
Stač́ı např́ıklad zvolit doplněk W prostoru ⟨v⟩ ve V a definovat �(u+ rv) = r pro
libovolné u ∈W a r ∈ F. Tedy Ker Φ muśı být nulový podprostor.

Protože dimV = dimV ∗ = dim(V ∗)∗, muśı být d́ıky větě o dimenzi jádra a
obrazu Φ izomorfismus. Byl definován bez výběru báze, č́ımž je tvrzeńı dokázáno.

□

Zobrazeńı Φ se nazývá kanonickým izomorfismem V a (V ∗)∗. Umožňuje
ztotožnit prvky V (vektory) a (V ∗)∗ (

”
ko-kovektory“), v jistém smyslu vyhlásit

rovnoprávnost vektor̊u a kovektor̊u: kovektor je zobrazeńı na vektorech, vektor je
zobrazeńı na kovektorech. Tuto rovnoprávnost můžeme zd̊uraznit i zavedeńım zob-
razeńı

⟨, ⟩ : V × V ∗ → F
(v, �) 7→ ⟨v, �⟩ := �(v) = [Φ(v)](�) ≡ v(�),

kterému se obvykle ř́ıká párováńı vektor̊u a kovektor̊u. Přirozená báze (M∗)∗ ve
(V ∗)∗ je ztotožněná př́ımo s báźı M = {e1, . . . , en} a definici duálńı báze můžeme
pak zapsat pomoćı párováńı jako

⟨ej , ei⟩ = �ij

. V souřadnićıch se pak párováńı vektoru v a kovektoru � vyjádř́ı vztahem

⟨v, �⟩ = ⟨viei, �jej⟩ = vi�j⟨ei, ej⟩ = vi�j�
j
i = vi�i

Poznámky:

(1) Prostory V a V ∗ jsou samozřejmě také izomorfńı, protože maj́ı stejnou
dimenzi. Jedńım z možných izomorfismů může být zvolit ve V bázi M
a vektoru v ∈ V přǐradit kovektor � ∈ V ∗, jehož souřadnice (�)M jsou
rovny (v)M . Pro r̊uzné báze M ⊂ V dostaneme ale r̊uzné izomorfismy a
vzhledem k tomu, že obecně neńı žádná báze lepš́ı než jiná, žádný kanonický
izomorfismus mezi V a V ∗ neexistuje.

(2) V nekonečné dimenzi neńı obecně zobrazeńı Φ na, máme tedy jen kano-
nické vnořeńı V do (V ∗)∗.
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Definice. Necht’ � : V → W je homomorfismus. Pak zobrazeńı � : W ∗ → V ∗

definované ∀v ∈ V , ∀� ∈W ∗ vztahem

⟨�∗(�), v⟩ = ⟨�, �(v)⟩

nazýváme duálńı homomorfismus k homomorfismu �.

Označme {ei} bázi ve V a {fa} bázi ve W . Matice B homomorfismu � vzhledem
k těmto báźım je definována předpisem �(ei) = Bai fa. Pak plat́ı

⟨�∗(f j), ei⟩ = ⟨f j , Bai fa⟩ = Bai �
j
a = Bji ,

čili �∗(f j) = Bjke
k. Matice homomorfismu a duálńıho homomorfismu jsou tedy

navzájem transponované. Z toho plyne, že � a �∗ maj́ı stejnou hodnost.

Definice. Necht’ � : V →W je homomorfismus, q ∈ ℕ. Pak zobrazeńı

�∗ : Tq(W )→ Tq(V )

definované ∀T ∈ Tq(W ), ∀v1, . . . , vq ∈ V vztahem

(�∗T )(v1, . . . , vq) = T (�(v1), . . . , �(vq))

nazýváme indukovaný tenzor k T pomoćı �, nebo též pullback T pomoćı �.

Pro q = 1 je pullback totéž co duálńı homomorfismus. Pro souřadnice induko-
vaného tenzoru plat́ı

(�∗T )i...j ≡ (�∗T )(ei, . . . , ej) = T (�(ei), . . . , �(ej))

= T (Bai fa, . . . , B
b
jfb) = Bai . . . B

b
jTa...b

Sḿı̌sené tenzory

Definice. Necht’ V je vektorový prostor. Označme T k(V ) prostor všech k-lineárńıch
forem na V ∗, budeme mluvit též o k-krát kontravariantńıch tenzorech na V .
Souřadnicemi kontravariantńıho tenzoru v̊uči bázi M ⊂ V rozumı́me č́ısla

T a...b := T (ea, . . . , eb)

Podobně jako u kovariantńıch tenzor̊u je snadno vidět, že souřadnice vzhledem
k M jsou vlastně souřadnicemi v̊uči bázi

Mk := {ea...b∣a, . . . , b ∈ {1, . . . , n}},

kde

ea...b := ea ⊗ . . .⊗ eb︸ ︷︷ ︸
k

∈ T k(V )

Definice. Necht’ V je vektorový prostor. Symbolem T pq (V ) označ́ıme množinu všech
zobrazeńı

T : V ∗ × . . .× V ∗︸ ︷︷ ︸
p

×V × . . .× V︸ ︷︷ ︸
q

7→ ℝ,

která jsou lineárńı v každém argumentu. Mluv́ıme o množině p-krát kontravari-
antńıch a q-krát kovariantńıch tenzor̊u na V nebo též o tenzorech typu (p, q).
Č́ıslo p + q se označuje jako stupeň tenzoru. Souřadnicemi tenzoru T ∈ T pq (V )
vzhledem k bázi M ⊂ V rozumı́me

T a...br...s := T (ea, . . . , eb, er, . . . , es)

O dolńıch indexech hovoř́ıme jako o indexech kovariantńıch a horńı se nazývaj́ı
indexy kontravariantńımi.
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Je zřejmé, že T pq (V ) je vektorový prostor. Tenzorový součin na smı́̌sených ten-
zorech

⊗ : T pq (V )× T kl (V ) 7→ T p+kq+l (V )

je definován nejpřirozeněǰśım možným zp̊usobem:

(T⊗S)(w1, . . . , wp+k, v1, . . . , vq+l) := T (w1, . . . , wp, v1, . . . , vq)S(wp+1, . . . , wp+k, vq+1, . . . , vq+l)

Pak je zřejmé, že definované souřadnice v̊uči M ⊂ V jsou vlastně souřadnice vzhle-
dem k bázi Mp × (M∗)q v T pq (V ) a tedy že libovolný tenzor lze rozvinout do báze
jako

T = T a...br...s ea ⊗ . . .⊗ eb ⊗ er ⊗ . . .⊗ es ≡ T a...br...s e
r...s
a...b

Často se použ́ıvá také označeńı

T pq (V ) ≡ V ⊗ . . .⊗ V︸ ︷︷ ︸
p

⊗V ∗ ⊗ . . .⊗ V ∗︸ ︷︷ ︸
q

,

které vyjadřuje, že libovolný tenzor typu (p, q) lze zkonstruovat jako lineárńı kom-
binaci tenzorového součinu p vektor̊u a q kovektor̊u. Nekonečně dimenzionálńı vek-
torový prostor

T (V ) :=

∞⊕
p,q=0

T pq (V )

spolu s operaćı tenzorového součinu tvoř́ı tzv. asociativńı algebru, které se ř́ıká ten-
zorová algebra. Obsahuje všechny skaláry, vektory, kovektory a všechny ostatńı Někdy se jako ten-

zorová algebra
V definuje pouze⊕∞

0 T p(V ), tedy
algebra všech kontra-
variantńıch tenzor̊u.

typy tenzor̊u dohromady a všechny operace s tenzory se odehrávaj́ı uvnitř ńı. Také
se pomoćı ńı konstruuj́ı daľśı d̊uležité algebry, jako např́ıklad algebra symetrická,
vněǰśı nebo Cliffordova.

Př́ıklad. Prostor T 1
1 (V ) ≡ V ⊗V ∗ je přirozeně ztotožněn s prostorem End(V ) všech

endomorfismů na V . Prvek v ⊗w, kde v ∈ V a w ∈ V ∗, definuje lineárńı zobrazeńı
fv⊗w : V → V předpisem

fv⊗�(u) = ⟨u, �⟩v ≡ �(u)v.

Bázi {ei ⊗ ej ∣i, j ∈ {1, . . . , n} v T 1
1 (V ) v tomto ztotožněńı odpov́ıdá standardńı

báze na End(V ) z minulého semestru, nebot’

(ei ⊗ ej)(ek) = ei�
j
k,

tedy matice endomorfismu ei ⊗ ej vzhledem k bázi M = {e1, . . . , en} má na pozici
ik jedničku a všude jinde nuly. Endomorfismus T := T ij ei ⊗ ej má na bázi hodnoty

T (ek) = (T ij ei ⊗ ej)(ek) = T ij ei�
j
k = T ikei,

jeho matice vzhledem k M je proto T ik, kde horńı index chápeme jako řádkový
a dolńı index sloupcový. Všimněte si, že to je stejná konvence jako pro matice
přechodu. To neńı překvapivé, vzhledem k tomu, že matice přechodu se dá definovat
jako speciálńı př́ıpad matice endomorfismu. Odtud je také jasně vidět, že přǐrazeńı
T 1

1 (V ) a End(V ) je opravdu izomorfismus. Kroneckerovo delta �ik je pak matice
identického endomorfismu, která je v̊uči kterékoli bázi stejná, rovná jednotkové
matici:

(1V )(ek) = �ikei = ek

Věta. Necht’ V je vektorový prostor, M = {e1, . . . , en},M ′ = {e′1, . . . , e′n} dvě báze
v něm, T ∈ T pq (V ). Pak

T ′i...jk...l = (A−1)ia . . . (A
−1)jbA

c
k . . . A

d
l T

a...b
c...d
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Důkaz spoč́ıvá jen v dosazeńı vztah̊u e′r = Abreb a e′r = (A−1)rbe
b do definice

souřadnic.
Napǐsme nyńı maticové verze transformaćı souřadnic těch tenzor̊u stupně menš́ıho

než čtyři, u kterých jsme tak dosud neučinili:

(1) Tenzoru g = gabea ⊗ eb ∈ V ⊗ V se ř́ıká bivektor. Jeho souřadnice se
transformuj́ı podle předpisu

g′ij = (A−1)ia(A−1)jbg
ab

Definujeme-li matici bivektoru jako (G)ij := gij , pak se dá transformačńı
vztah zapsat jako

G′ = A−1G(A−1)T

(2) Interpretujme souřadnice trivektoru T = T abcea⊗ eb⊗ ec jako řádek matic
(T1, . . . , Tn), kde (Ti)jk := T ijk. Pak

(T ′1, . . . , T
′
n) =

(
n∑
i=1

(A−1)1iA
−1Ti(A

−1)T , . . . ,

n∑
i=1

(A−1)niA
−1Ti(A

−1)T

)
.

(3) Smı́̌sený tenzor f typu (1, 1) se transformuje předpisem f ′ij = (A−1)iaA
b
jf
a
b .

Pro matici F s elementy (F )ab := fab z toho dostáváme

F ′ = A−1FA

tedy vlastně standardńı vztah pro změnu matice endomorfismu při změně
báze.

(4) Souřadnice smı́̌seného tenzoru T = T ijk ei⊗ej⊗ek typu (2, 1) můžeme zapsat

např́ıklad jako n-tici matic s elementy (Ti)jk := T ijk . Pak

T ′a =

n∑
i=1

(A−1)ai(A
−1TiA)

(5) Pro tenzor typu (1, 2) se souřadnicemi zapsanými maticemi (Ti)jk := T jik
máme

T ′a =

n∑
i=1

(AT )ai(A
−1TiA)

Operace s tenzory

Definice. Necht’ V je vektorový prostor, {ea} je báze V , p > 0, q > 0, i ∈
{1, . . . , p}, j ∈ {1, . . . , q}. Zobrazeńı

Cij : T pq (V )→ T p−1
q−1 (V )

T 7→ T (. . . , ea
i
, . . . , ea

j
, . . .)

se nazývá kontrakce (nebo též zúžeńı) přes i-tý kovariantńı a j-tý kontravariantńı
index.

Definice samozřejmě předpokládá, že přes index a se sč́ıtá. Na volbě báze {ea}
nezálež́ı, protože

T (e′a, e
′a, . . .) = T (Abaeb, (A

−1)ace
c, . . .) = �bcT (eb, e

c, . . .) = T (eb, e
b, . . .)

Souřadnice tenzoru Cij(T ) jsou zjevně T ...a..a... .
Párováńı kovektoru w a vektoru v lze zapsat pomoćı tenzorového součinu a

kontrakce:

C11(w ⊗ v) = (w ⊗ v)(ea, e
a) = wie

i(ea)vjej(e
a)

= wiv
j�ia�

a
j = wiv

j�ij = wie
i(vjej) = ⟨w, v⟩
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Analogicky lze vyč́ısleńı libovolného tenzoru T typu (p, q) na libovolných argumen-
tech psát jako

T (v, . . . , w) = (C ∘ . . . ∘ C)︸ ︷︷ ︸
p+q

(T ⊗ v ⊗ . . .⊗ w),

kde C jsou kontrakce podle odpov́ıdaj́ıćıch dvojic index̊u.

Definice. Necht’ T ∈ T 0
q . Pak definujeme úplnou symetrizaci, resp. úplnou

antisymetrizaci tenzoru T předpisem ∀v1, . . . , vq ∈ V

[�S(T )](v1, . . . , vq) :=
1

q!

∑
�∈Sq

T (v�(1), . . . , v�(q)), resp.

[�A(T )](v1, . . . , vq) :=
1

q!

∑
�∈Sq

sgn(�)T (v�(1), . . . , v�(q))

Snadno se ověř́ı, že

�A ∘ �A = �A

�S ∘ �S = �S

�A ∘ �S = �S ∘ �A = 0

Obě zobrazeńı jsou tedy projekce na dva podprostory, podprostor Sq(V ) ≡ Sq(V ∗)
úplně symetrických kovariantńıch tenzor̊u a podprostor Λq(V ) ≡ Λq(V ∗) úplně
antisymetrických tenzor̊u, v jejichž pr̊uniku je pouze nulový tenzor.

Pro q = 2 definice ř́ıká, že

[�S(T )]ab =
1

2
(Tab + Tba) =: T(ab)

[�A(T )]ab =
1

2
(Tab − Tba) =: T[ab]

Zde jsme zavedli tradičńı závorkovou notaci pro symetrizaci a antisymetrizaci in-
dex̊u. Zjevně plat́ı T(ab) = T(ba) a T[ab] = −T[ba], tedy matice (T(ab)) je symetrická a
matice (T[ab]) antisymetrická. Vlastnost Tab = T(ab)+T[ab] znamená, že každý tenzor
typu (0, 2) je možné (jednoznačně) rozložit na jeho symetrickou a antisymetrickou
část

T = Tabe
a ⊗ eb = T(ab)e

a ⊗ eb + T[ab]e
a ⊗ eb

= T(ab)
1

2
(ea ⊗ eb + eb ⊗ ea) + T[ab]

1

2
(ea ⊗ eb + eb ⊗ ea)

= T(ab)e
(ab) + T[ab]e

[ab]

Lineárně nezávislých tenzor̊u e[ab] je právě tolik, kolik je dvouprvkových množin
č́ısel z {1, . . . , n}, tedy

(
n
2

)
. Počet tenzor̊u e(ab) se rovná zase rovná počtu dvou-

prvkových kombinaćı s opakováńım z {1, . . . , n}, tedy
(
n+1

2

)
. Součet obou č́ısel je

n2, což je rovno dimenzi T 0
2 (V ), jak jsme mohli předpokládat na základě věty o

dimenzi spojeńı a pr̊uniku.
(Anti)symetrizaci index̊u můžeme zavést i pro tenzory vyšš́ıch stupň̊u:

T(a...b) :=
1

q!

∑
�∈Sq

T (�(ea, . . . , eb))

T[a...b] :=
1

q!

∑
�∈Sq

sgn(�)T (�(ea, . . . , eb)),
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kde �(ea, . . . , eb) znamená přeuspořádáńı posloupnosti vektor̊u ea, . . . , eb permutaćı
�. (Anti)symetrizaćı prvk̊u báze {ea...b} v T 0

q (V ) dostáváme prvky e(a...b) a e[a...b],
které tvoř́ı bázi v Sq(V ∗) a Λq(V ∗). Je vidět, že

dimSq(V ∗) =

(
n+ q − 1

q

)
dim Λq(V ∗) =

(
n

q

)
,

Pro q > n tedy už žádné netriviálńı úplně antisymetrické tenzory nejsou, zat́ımco
prostor úplně symetrických tenzor̊u je nenulový pro všechna q. Pro q > 2 stále plat́ı,
že Sq(V ∗) ∩ Λq(V ∗) = 0, ale narozd́ıl od př́ıpadu q = 2 je

dimSq(V ∗) + dim Λq(V ∗) < dimT 0
q (V ),

tedy existuj́ı tenzory, z nichž po odečteńı úplně symetrické a úplně antisymetrické
části ještě něco zbyde.

(Anti)symetrizaci můžeme úplně stejně zavést i pro kontravariantńı tenzory,
př́ıpadně pro tenzory smı́̌sené. U smı́̌sených má ale smysl provádět ji přes indexy
stejného typu. Necht’ V je reálný vektorový prostor dimenze n. Skalárńı součin g

na V je tenzor typu (0, 2), můžeme jej zapsat vzhledem k bázi jako

g = gabe
a ⊗ eb

Tenzoru skalárńıho součinu se častěji ř́ıká metrický tenzor. Pokud je {e′a} orto-
normálńı báze, pak je g′ab jednotková matice, čili

g = e′1 ⊗ e′1 + e′2 ⊗ e′2 + . . .+ e′n ⊗ e′n

Můžeme definovat bivektor

g−1 := gabea ⊗ eb
předpisem gacgcb = �ab , čili matice skalárńıho součinu g a bivektoru g−1 jsou
navzájem inverzńı. Dosazeńım transformačńıch vztah̊u pro bilineárńı formy a bivek-
tory snadno odvod́ıme, že tato definice nezáviśı na volbě báze. Vůči ortonormálńı
bázi {e′a} je i g′ab jednotková matice a tedy

g−1 = e′1 ⊗ e′1 + e′2 ⊗ e′2 + . . .+ e′n ⊗ e′n
Dı́ky tomu máme zaručeno, že i g−1 je pozitivně definitńı symetrická bilineárńı
forma na V ∗, tzv. duálńı metrický tenzor.

Můžete se divit, proč se v̊ubec zaob́ıráme situaćı, kdy (gab) neńı jednotková ma-
tice, když ortonormálńı bázi lze zavést pro každý skalárńı součin. Existuj́ı tři oblasti,
kv̊uli nimž je d̊uležité naučit se poč́ıtat s obecným metrickým tenzorem. Jsou to
křivočaré systémy souřadnic, kde se metrický tenzor měńı v prostoru (je to vlastně
tenzorové pole), speciálńı teorie relativity, kde neńı pozitivně definitńı (mluv́ıme
o pseudometrickém tenzoru), a analytická mechanika, která se popisuje pomoćı
pojmů symplektické geometrie, v ńıž je

”
skalárńı součin“ antisymetrický. Budeme

se tedy snažit, aby se naše formulace dala snadno adaptovat i na tyto tři odlǐsné
situace.

Definice. Necht’ (V, g) je vektorový prostor se skalárńım součinem. Izomorfismy

♭g :V → V ∗ ∀u ∈ V, ⟨u, ♭gv⟩ = g(u, v)

♯g :V ∗ → V ∀� ∈ V ∗, ⟨♯g�, �⟩ = g−1(�, �),

nazýváme spouštěńım a zdviháńım indexu.
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Vzhledem k bázi {ea} má kovektor ♭gv souřadnice (♭gv)i. Podle definice pak pro
libovolný vektor u = uiei plat́ı

⟨♭gv, u⟩ = (♭gv)iu
i = g(u, v) = giju

ivj ,

tedy (♭gv)i = gijv
j . Tedy speciálně

♭gea = (♭gea)ie
i = gaj(ea)jei = gaj�

j
ae
i = gaie

i

Podobně pro � ∈ V ∗ je

(♯g�)i = gij�j .

♯ge
b = gbjej

Vzájemná inverznost matic metrického a duálńıho metrického tenzoru znamená, že
izomorfizmy ♭ a ♯ jsou také navzájem inverzńı:

(♯g♭gv)a = gabgbcv
c = �ac v

c = va

(♭g♯g�)a = gabg
bc�c = �ca�c = �a

Obvykle se mı́sto (♭gv)i ṕı̌se pouze vi a mı́sto (♯g�)i pouze �i, odtud název spouštěńı
a zdviháńı indexu. Je d̊uležité mı́t na paměti, že obecně se např́ıklad č́ıslo v3 nerovná
č́ıslu v3, ale č́ıslu g3iv

i. Rovnost nastane pouze tehdy, když je (gab) jednotková
matice, tedy vi jsou souřadnice v̊uči ortonormálńı bázi.

V zimńım semestru jsme v kapitole o skalárńım součinu zavedli pojem duálńıho,
nebo též adjungovaného homomorfismu. Ke každému homomorfismu dvou prostor̊u
se skalárńımi součiny

� : (V, g)→ (W,ℎ)

existuje homomorfismus (který nyńı muśıme označit trochu jinak než v zimńım
semestru)

�t : (W,ℎ)→ (V, g)

definovaný ∀v ∈ V,w ∈W předpisem

g(v, �t(w)) = ℎ(�(v), w)

Jak souviśı �t s homomorfismem �∗, který jsme také nazývali duálńım, ale k jeho
definici jsme skalárńı součin nepotřebovali?

Věta. Necht’ � : (V, g)→ (W,ℎ) je homomorfismus prostor̊u se skalárńım součinem.
Pak

�t = ♯g ∘ �∗ ∘ ♭ℎ
D̊ukaz. Podle definic ∀v ∈ V , ∀w ∈W plat́ı

g(♯g[�
∗(♭ℎw)], v) = ⟨�∗(♭ℎw), v⟩ = ⟨♭ℎw, �(v)⟩ = ℎ(w, �(v))

□

Pokud pracujeme se souřadnicemi vzhledem k ortonormálńı bázi, jsou matice
zobrazeńı ♭g a ♯g jednotkové a matice homomorfismů �t a �∗ jsou obě rovny trans-
ponované matici k matici homomorfismu �.

Zdvihat a spouštět indexy je možné i u tenzor̊u vyšš́ıho stupně. Necht’ T ∈ T 3
0 (V ).

Pak tenzor T (♭g⋅, ⋅, ⋅) ∈ T 2
1 (V ) má souřadnice

T bc
a = T (♭gea, e

b, ec) = T (gaie
i, eb, ec) = gaiT

ibc

Ṕı̌seme T bc
a mı́sto T bca , protože existuj́ı ještě daľśı dva tenzory

T (♭g⋅, ⋅, ⋅), T (⋅, ♭g⋅, ⋅) ∈ T 2
1 (V )

se souřadnicemi

T b ca , T
bc
a,
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které od sebe potřebujeme umět odlǐsit. Pomoćı zdvihu a spuštěńı indexu je pak
možné definovat kontrakci přes libovolné dva indexy: tenzor

C12T := C11T (♭g⋅, ⋅, ⋅)
má souřadnice

T ac
a = gaiT

iac = giaT
aic = T a c

a .

Pokud je T úplně symetrický, pak se všechny jeho kontrakce rovnaj́ı,

T ac
a = gaiT

iac = gaiT
cia = T c aa , apod.

Je-li T úplně antisymetrický, jsou všechny jeho kontrakce nulové, nebot’ d́ıky syme-
trii gab máme

T ac
a = gaiT

iac = gai(−T iac) = −giaT iac = −T ic
i

Pullback tenzoru umožňuje zavést skalárńı součin na vektorovém prostoru, který
je vnořen do jiného prostoru se skalárńım součinem pomoćı monomorfismu �:

Věta. Necht’ � : V → W je monomorfismus, ℎ je metrický tenzor ve W . Pak �∗ℎ
je metrický tenzor ve V .

D̊ukaz. Pro libovolné vektory u, v ∈ V je g(u, v) rovno ℎ(�(u), �(v)). Symetričnost
g je zřejmá. Pro u ∕= 0 je �(u) ∕= 0, tedy

g(u, u) = ℎ(�(u), �(u)) > 0,

takže g je i pozitivně definitńı. □

Matice indukovaného metrického tenzoru g := �∗ℎ je dána vztahem

gij = Bai ℎabB
b
j čili G = BTHB

Srovnejte tento vztah s předpisem pro transformaci matice skalárńıho součinu při
změně báze.

Cvičeńı

(1) (4) Rozhodněte, která z následuj́ıćıch zobrazeńı jsou lineárńı formy:
(a) f : ℝ2 → ℂ, f(a, b) = a+ bi

(b) f : ℝ2 → ℝ, f(a, b) =
√
a2 + b2

(c) f : ℝ2 → ℝ, f(a, b) = 1 + 2a+ 3b
(d) Fx : C∞(M,ℝ) → ℝ, kde C∞(M,ℝ) je vektorový prostor všech

reálných hladkých funkćı na množině M , Fx(f) = f(x), kde x ∈M .
(e) F : Mnn(ℝ)→ ℝ, F (A) = detA

(2) (4) Necht’ W = ⟨(1, 1, 2, 1), (3, 1, 2, 1)⟩ ≤ ℝ4. Popǐste všechny lineárńı
formy, které vymiźı na celém W .

(3) (4) Necht’ W ′ = ⟨"1 +"3 +"4, "1−"2 +"5, "2 +"3 +"4−"5⟩ ≤ (ℝ5)∗. Popǐste
všechny vektory z ℝ5, které patř́ı do nulové množiny všech prvk̊u W ′.

(4) (4) Necht’ M = {(1, 1), (1,−1)} je báze ℝ2, najděte souřadnice � := "1+2"2

vzhledem k M .
(5) (4) Necht’ u = (1, 1), v = (1, 2) ∈ ℝ2. Vyč́ıslete ("1 ⊗ "2 ⊗ "1)(u, u, v).
(6) (4) Najděte duálńı bázi k bázi {(3,−5), (−2, 3)} ⊂ ℝ2.
(7) (4) Necht’ M = {(1, 3), (1, 2)} je báze ℝ2, �i := (1, 2) souřadnice kovektoru

vzhledem k M . Najděte jeho souřadnice vzhledem k M ′ := {(3, 1), (3, 2)}.
(8) (4) Necht’ M = {(1, 3), (1, 2)} je báze ℝ2,(

1 2
4 3

)
matice bilineárńı formy vzhledem k M . Najděte jej́ı matici vzhledem k
M ′ := {(2, 3), (3, 5)}.
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(9) (4) Najděte souřadnice bivektoru (1, 1)⊗(1, 3) vzhledem ke kanonické bázi.
(10) (4) Necht’ T je tenzor typu (3, 0). Vyjádřete souřadnice jeho symetrizace a

antisymetrizace T(abc) a T[abc] pomoćı souřadnic samotného T .

(11) (3) Najděte bázi M ⊂ ℝ2, k ńıž je báze {3"1 − "2,−8"1 + 3"2} duálńı.
(12) (3) V prostoru ℝ2 se standardńım skalárńım součinem uvažujme vektory

u1 = (4, 1), u2 = (3, 1) a definujme kovektory ei(v) := (ui, v) pro i = 1, 2.
Najděte bázi duálńı k {e1, e2}.

(13) (3) Na prostoru P 2(ℝ) uvažujme lineárńı formy ei : p(x) 7→ p(i)(0), i ∈
{0, 1, 2}. Dokažte, že {e0, e1, e2} je báze a najděte bázi k ńı duálńı.

(14) (3) Kovektory �, �,  maj́ı vzhledem k báźım M a M ′ vyjádřeńı

� = e1 + e2 + e3 = e′1 + e′2

� = e1 − e3 = e′2 + e′3

 = e1 = e′1 + e′3

Určete matici přechodu od M k M ′.
(15) (3) Necht’ M = {(1, 3), (1, 2)} je báze ℝ2,

(((T1)jk), ((T2)jk)) :=

((
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 −1

))
matice trilineárńı formy vzhledem k M . Najděte jej́ı matici vzhledem k
M ′ := {(2, 3), (3, 5)}.

(16) (3) Necht’ M = {(1, 3), (1, 2)} je báze ℝ2,(
1 2
4 3

)
matice bivektoru vzhledem k M . Najděte jeho matici vzhledem k M ′ :=
{(2, 3), (3, 5)}.

(17) (3) Necht’ M = {(1, 3), (1, 2)} je báze ℝ2,

(((T1)jk), ((T1)jk)) :=

(
1 0
1 0

)
,

(
0 1
0 1

)
souřadnice tenzoru T ∈ T 2

1 (ℝ2) vzhledem kM , definované předpisem (Ti)jk :=

T ijk . Najděte jeho souřadnice vzhledem k M ′ := {(2, 3), (3, 5)}.
(18) (3) Necht’ M = {(1, 3), (1, 2)} je báze ℝ2,

(((T1)jk), ((T1)jk)) :=

(
0 1
0 0

)
,

(
0 −1
0 0

)
souřadnice tenzoru T ∈ T 1

2 (ℝ2) vzhledem kM , definované předpisem (Ti)jk :=
T ijk. Najděte jeho souřadnice vzhledem k M ′ := {(2, 3), (3, 5)}.

(19) (3) Necht’ � = "1 + 2"2 ∈ (ℝ2)∗. Definujme tenzor typu (2, 1)

T (u, v,  ) = (�⊗  )(v, u)

Najděte jeho souřadnice vzhledem ke kanonické bázi. Najděte souřadnice
�S(T ) vzhledem ke kanonické bázi.

(20) (3) Necht’ a = (1,−1) ∈ ℝ2 Definujme tenzor typu (1, 2)

T (u, �,  ) = �(u) (a)− 2�(a) (u)

Najděte jeho souřadnice vzhledem ke kanonické bázi. Najděte souřadnice
C11T vzhledem ke kanonické bázi.

(21) (3) Necht’ a = (1, 2) ∈ ℝ2 se standardńım skalárńım součinem. Definujme
tenzor typu (2, 1)

T (u, v,  ) = (a, u) (v)
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Najděte jeho souřadnice vzhledem ke kanonické bázi. Pomoćı zdvihu/spuštěńı
indexu převed’te T na kovariantńı tenzor a spočtěte souřadnice jeho úplné
antisymetrizace vzhledem ke kanonické bázi.

(22) (3) Necht’ T je tenzor typu (2, 2) definovaný předpisem

T (u, v, �,  ) = �(u) (v)

Určete souřadnice tenzoru T (⋅, ⋅, "1, ⋅) vzhledem ke kanonické bázi a k bázi
{(1, 1), (1, 0)}.

(23) (3) Necht’ V = ℝ2, u = (1, 2), v = (1,−1), T : V ∗ × V ∗ → ℝ je zobrazeńı
definované

T (�,  ) = �(u) (v)− 2�(v) (u)

Ověřte, že se jedná o tenzor, najděte jeho souřadnice vzhledem ke kano-
nické bázi a vzhledem k bázi {(−2, 1), (1, 1)} a ověřte rovnost pomoćı trans-
formačńıho vztahu.

(24) (3) Uvažujme V = ℝ2 se standardńım skalárńım součinem, w = (3, 1),
T : V ∗ × V × V → ℝ je tenzor definovaný

T (�, u, v) = �(w)(u, v)

Najděte jeho souřadnice vzhledem k bázi {(1, 0), (1, 1)} a vyjádřete je jako
dvojici matic.

(25) (3) Necht’ a = (a1, a2) ∈ ℝ2 a T je tenzor typu (1, 2) na ℝ2 definovaný pro
�,  ∈ (ℝ2)∗, u ∈ ℝ2 vztahem

T (�,  , u) = �(a) (u)−  (a)�(u)

(a) Ukažte, že T je antisymetrický v prvńıch dvou argumentech.
(b) Najděte souřadnice T v̊uči kanonické bázi a zapǐste je jako dvojici

matic.
(c) Napǐste transformačńı vztah pro změnu souřadnic tenzoru T při přechodu

do nějaké báze M ′.
(d) Pomoćı tohoto transformačńıho vztahu najděte souřadnice tenzoru T

v̊uči bázi {(2, 1), (3, 1)}.
(26) (3) Necht’ � : ℝ2 → ℝ3 je homomorfismus zadaný svou matićı vzhledem ke

kanonickým báźım: ⎛⎝ 1 0
0 2
1 1

⎞⎠
Najděte matici �∗ vzhledem k duálńım báźım k {(1, 1, 0), (0, 1, 0), (1, 0, 0)}
a {(1, 2), (1, 3)}.

(27) (3) Necht’ M = {(1, 1), (2, 3)}, N = {(1, 0, 1), (0, 1, 1), (0, 0, 1)}, � : ℝ2 →
ℝ3 je homomorfizmus, jehož matice vzhledem k báźım M a N je⎛⎝ 1 −2

−2 4
−1 2

⎞⎠
Určete matici �∗ vzhledem ke kanonickým báźım.

(28) (3) Necht’ � : ℝ2 → ℝ2 je endomorfismus definovaný vztahy �((3, 2)) =
(1, 1), �((4, 3)) = (1,−1). Určete matici duálńıho endomorfizmu vzhledem
ke kanonické bázi a bázi {(2"1 − "2, 3"1 − "2}.

(29) (2) Necht’ V je vektorový prostor se skalárńım součinem, M = {u1, . . . , uk}
množina vektor̊u v něm, pro každý z těchto vektor̊u definujme fi ∈ V ∗

předpisem fi(v) = (ui, v). Dokažte, že
∩k
i=1 Ker fi ⊕ ⟨M⟩ = V .

(30) (2) Necht’ V je vektorový prostor konečné dimenze, W jeho podprostor,
g ∈W ∗. Dokažte, že existuje f ∈ V ∗ taková, že ∀u ∈W , f(u) = g(u).
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(31) (2) Necht’ V je vektorový prostor dimenze n, M ⊂ V , N ⊂ V ∗,
Φ(M) := {� ∈ V ∗∣∀v ∈M�(v) = 0}

Ψ(N) := {v ∈ V ∣∀� ∈ N�(v) = 0} ≡
∩
�∈N

Ker�

Dokažte, že Φ(M), Ψ(N) jsou podprostory, Φ(M) = Φ(⟨M⟩), Ψ(N) =
Ψ(⟨N⟩) a pokud W ≤ V , U ≤ V ∗, pak

dim Φ(W ) = n− dim Φ(W )

dim Ψ(U) = n− dim Ψ(U)

Φ(Ψ(U)) = U

Ψ(Φ(W )) = W

(32) (2) Na prostoru (Pn(x,ℝ))∗ najděte matici přechodu od báze {p(0), p′(0), . . . , p(n)(0)}
k bázi {p(1), p′(1), . . . , p(n)(1)}.

(33) (2) Necht’ V je vektorový prostor všech reálných polynomů stupně nejvýše
n, a uvažujme navzájem r̊uzná č́ısla c0, . . . , cn ∈ ℝ. Ověřte, že množina
zobrazeńı M = {F0, . . . , Fn}, kde Fi : V → ℝ je definováno Fi(p) = p(ci),
tvoř́ı bázi V ∗. Ověřte, že množina {p0, . . . pn} tzv. Lagrangeových polynomů

pi(x) := Πj ∕=i
(x− cj)
(ci − cj)

tvoř́ı duálńı bázi k M .
(34) (2) Necht’ V = Pn(ℝ) je prostor všech reálných polynomů stupně nejvýše

n, a, b ∈ ℝ, definujme lineárńı formu f ∈ V ∗ vztahem

f(p) =

∫ b

a

p(x)dx

a endomorfizmus D : V → V vztahem D(p(x)) = p′(x). Čemu se rovná
D∗(f)? Určete KerD∗.

(35) (2) Necht’ B je pevná matice n × n, definujme endomorfizmus prostoru
všech matic n × n vztahem F (A) := AB − BA. Necht’ f je lineárńı forma
na tomto prostoru daná vztahem f(A) := Tr(A). Dokažte, že f ∈ KerF ∗.

(36) (2) Necht’ V je vektorový prostor se skalárńım součinem. Definujme ∀u ∈
V lineárńı formu fu ∈ V ∗ předpisem fu(v) := (u, v). T́ım je definováno
zobrazeńı F : V → V ∗, F (u) = fu. Dokažte, že F je izomorfizmus.

(37) (2) Necht’ V,W jsou vektorové prostory konečné dimenze. Dokažte, že zob-
razeńı F : Hom(V,W ) → Hom(W ∗, V ∗), které homomorfizmu � přǐrazuje
jeho duálńı homomorfizmus F (�) := �∗, je izomorfizmus vektorových pro-
stor̊u Hom(V,W ) a Hom(W ∗, V ∗).

(38) (2) Dokažte, že zdviháńı a spouštěńı indexu jsou izometrie prostor̊u (V, g)
a (V ∗, g−1).

(39) (2) Jaký je vztah mezi � : (V, g)→ (W,ℎ) a �t, pokud � je izomorfismus a
g = �∗ℎ?

(40) (2) Dokažte, že pokud maj́ı dvě lineárńı formy na prostoru konečné dimenze
stejné jádro, pak jsou jedna násobkem druhé.

(41) (2) Zkonstruujte tenzor, který nelze rozložit na součet úplně symetrického
a úplně antisymetrického tenzoru.

(42) (2) Necht’ M = {(1, 1, 1), (1, 0, 1)}. Na podprostoru ⟨M⟩ indukujte met-
rický tenzor ze standardńıho skalárńıho součinu na ℝ3 pomoćı identického
vnořeńı � : ⟨M⟩ → ℝ3. Napǐste jeho matici vzhledem k bázi M .

(43) (1) Dokažte, že pokud maj́ı dvě lineárńı formy na prostoru V ( nepředpokládáme
konečnou dimenzi) stejné jádro, pak jsou jedna násobkem druhé.
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(44) (1) Pomoćı vztahu pro transformaci souřadnic bilineárńı formy, že pro
každou symetrickou bilineárńı formu g existuje báze, v ńıž má g diagonálńı
matici.

(45) (1) Necht’ V je vektorový prostor dimenze n. Úplně antisymetrický tenzor
z Λp(V ∗) se nazývá p-forma. Vněǰśım součinem rozumı́me zobrazeńı,
které p-formě � a q-formě � přǐrazuje p+ q-formu

� ∧ � :=
(p+ q)!

p!
q!�A(�⊗ �)

Dokažte, že se jedná o bilineárńı, asociativńı zobrazeńı, pro které plat́ı gra-
dovaná komutativita

� ∧ � = (−1)p+q� ∧ �
Ukažte dále, že plat́ı

� =
1

p!
�a...be

a ∧ . . . ∧ eb

Vektorový prostor Λ(V ∗) :=
⊕n

q=0 Λq(V ∗) spolu s operaćı vněǰśıho součinu
se nazývá vněǰśı algebra. Je to základńı algebraický objekt pro teorii
v́ıcerozměrné integrace.

(46) (1) Necht’ v ∈ V , � ∈ ΛpV ∗. Vnitřńım součinem v a � rozumı́me (p−1)-
formu charakterizovanou předpisem

iv(�)(u, . . . , v) := �(v, u, . . . , w)

Dokažte, že se jedná o bilineárńı zobrazeńı, které splňuje
(a) iviw + iwiv = 0
(b) (iv�)a...b = vi�ia...b
(c) iv(� ∧ �) = (iv�) ∧ � + (−1)p� ∧ iv(�)
(d) Pokud ! ∈ V ∗, "!� := ! ∧ � ∈ Λp+1V ∗, pak

"�"! + "!"� = 0

iv"! + "!iv = ⟨v, !⟩1Λ(V ∗)

(47) (1) Necht’ V je vektorový prostor dimenze n a ! ∈ Λn(V ∗), tzv. top-forma.
Dokažte, že v bázi {ei} se dá ! zapsat jako

! = �e1 ∧ . . . ∧ en,
kde � je nějaké č́ıslo, a že veličina �, která zastupuje všechny souřadnice !,
se při změně báze transformuje podle předpisu

�′ = det(A)�,

kde A je matice přechodu.


