ZAPISEK DRUHY O JORDANOVE TVARU

LAF, LS10/11, DALIBOR SMID

ZOBECNENY VLASTNI PODPROSTOR

7 dukazu kritéria diagonalizovatelnosti je vidét, ze soucet geometrickych nasobnosti
je mensi nebo roven dimenzi V. Pokud bude ostfe mensi, nebude mozné dat dohro-
mady dostatek linedrné nezavislych vlastnich vektoru, aby mohly tvorit bazi. Bude
treba najit dalsi, tzv. zobecnéné vlastni vektory, kterymi bazi doplnime.

Definice. Necht f € End(V), A € o(f), oznaéme fy := f — Aly. Zobecné&nym
vlastnim podprostorem prislusnym A nazyvame mnozinu

Vii={veV|3meN: f{*(v) =0}

Lemma. Necht F € End(V). Pak 3k € N, ze VI € N je Ker F¥ = Ker FF*!,
Im F* = Im F**'. Pak plat{ rozklad

V = Ker F¥ ¢ Im F*,

ktery je invariantni vici F, presnéji veceno F(Ker F¥) C Ker F¥, F(Im F*) =
Im F*.

Dikaz. V posloupnosti
0<KerF <KerF?< ... Ker F* < Ker FF+1 <...

nemohou byt vSechny inkluze ostré, protoze se jednd o podprostory v prostoru V,
jenz mé konecnou dimenzi. Pokud & je nejmensi takové, ze Ker F¥ = Ker FF+1,
a v € Ker FF*! pro ngjaké | > 1, pak FI=1(v) € Ker FF*1 = Ker F¥, tedy
FF+1=1(y) = 0. Opakovanym pouzitim této tvahy plyne, ze v € Ker F*, tim je
dokéazano prvni tvrzeni. Véta o dimenzi jadra a obrazu

dimKer F¥ + dimIm F* = dimV

a inkluze Vi € N,Im F* > Im F**! d4vaji okamzité druhé. Pro tieti sta¢i dokdzat,

7e kazdy vektor v € Ker F* NIm F* uz musi byt nulovy. Takovy vektor lze ale psat

jako v = F¥(w), kde F2¥(w) = 0, ¢ili w € Ker F?¥ = Ker F*. Tedy v = F*(w) = 0.
Pokud v € F(Ker F*), pak pro w € Ker F* takové, ze F(w) = v plati 0 =

FE+(w) = F¥(v), tedy v € Ker F¥. Posledn{ tvrzeni je nejjednodussi: plati F/(Im F*) =

Im FF*+1 = Im F*. O

Aplikujeme-li lemma na F' = fy, kde A je vlastni ¢islo f, dostdvame, ze Ker f/’\C je Pokud X ¢ o(f),
préavé zobecnény vlastni podprostor Vi a Im f¥ je jeho doplnék. Pozdéji ukdzeme, pak je fi reguldrni
ze Im fF je prave direktnim souctem vsech ostatnich zobecnénych vlastnich podpro- @ lemma fikd samé
stortl, takze vzhledem k bazi sestavené z bazi jednotlivych Vi mé matice f blokove trividlni véci
diagondlni strukturu.

Date: 3. dubna 2011.
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NILPOTENTNI ENDOMORFISMUS

Uvazujme nejprve jednodussi ptipad, kdy mé endomorfismus pouze jedno vlastni
¢islo A algebraické nésobnosti n. Posunuty endomorfismus f) mé stejné vlastni
vektory a tedy jeho jedinym vlastnim ¢islem je 0, také s nasobnosti n. Podle posledni
Casti lemmatu zobrazuje f podprostor Im f/’\“ izomorfné na sebe. Kdyby podprostor
Im f/’\C nebyl nulovy, pak by na ném f, mélo vlastni ¢islo, které by nemohlo byt ani
nulové (izomorfismus), ani nenulové (predpoklad nulovosti viech vlastnich ¢isel fy).
Tedy nutné Im f¥ = 0, Ker f¥ = V. Posledn{ rovnost znamens, ze pro kazdy vektor
v € V plati ff(v) = 0. Zobrazeni s touto vlastnosti se nazyvaji nilpotentni a o
k mluvime jako o stupni nilpotence. Dokézali jsme tim jeden smér nasledujici
ekvivalence:

Lemma. Endomorfismus F vektorového prostoru V' je nilpotentnd, prdavé kdyz jeho
jediné vlastni ¢islo je nula.

Opac¢nd implikace je jednoduchd a prenechavame ji za cviceni.
Pro lepsi citelnost oznacme f) jiz osvédéenym symbolem F. Mame tedy fetézec
podprostoru

0<KerF<KerF?<.. . KerFF=V,

v némz uz jsou vSechny inkluze prosté. Muzeme sestavit fetizek vektoru

O=ImFs <ImFF1lP!<Impfk2<---< ImF2 < ImF < V

w w w w w w
0 < FFl(v) < FF2@) - F?(v) < Fv) + v
m m m m m m
0 < KerF < KerF? <+ < KerF* 2 < Ker FF~1 < Ker F*

ve kterém jsou vSechny vektory nenulové a jak uvidime za chvilku, dokonce linearné
nezavislé. Pokud by vektory v fetizku uz tvotily bazi V, vidime, ze vzhledem k této
bézi (psané proti sméru sipek) mé endomorfismus F' matici

010 0 0 0
001 0 0 0
000 1 0 0

Jog = 00 |,
000 0 1 0
000 0 ... 01
000 0 ... 00

kterd se nazyva Jordanova bunka stupné k piislusna vlastnimu ¢éislu 0.

Existuji v zdsadé dvé cesty, jak fetizek zkonstruovat. Jedna moznost je zvolit
libovolny vektor v € Ker F¥ = V| ktery nelezi v Ker F¥~1 a postupné ho zobrazit
endomorfismy F az F*~!. Ekvivalentnim postupem je vybrat vektor z Im F*~1 a
najit jeho vzory v téchto endomorfismech. Prvni moznost byva jednodussi, protoze
vypocet obrazu znamena nasobeni matic, kdezto hledani vzoru je feseni nehomo-
genni soustavy rovnic. V praxi tedy obvykle zvolime néjaky podprostor Wy, takovy,

ze Ker F*=1 @ Wy, =V, v ném bézi {vf,...,vF } a z nf vyrobime i, Fetizki délky
k. Vektory F(v}), ..., F(vF ) o troven niz jsou v Ker F*~!, ale nejsou v Ker F¥~2,
doplnime je vektory v:’ffl, ey vf];ll na bazi néjakého podprostoru Wj_; takového,

ze Ker FF=2 @ W),_; = Ker F*~1, a zkonstruujeme z nich i,_; fetizkt délky k — 1.
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Timto zpusobem dospéjeme ke struktuie postupné se zkracujicich retizku

06 FEIE) « FRRof) ook k) ol
04 FFIMuf) < FF20F) < F(uf) < of

Tk

0 ¢ FE2(ubh) o= PR3l e e o

0 FF2(0f 71y e PR=3(ph—ly oo !

T—1 Tk—1

0«  Flf) <« o
0+ FQ2) <« o7,
0« v}
0« vy,
m m m m

0< KerFF < KerF? <:--<KerFk1<YV,

O této mnoziné vektoru M, budeme chtit ukazat, ze je to bdze V. K tomu bude
vyhodnéjsi konstruovat fetizky zdola, tedy:

(1) Zvolit libovolnou bézi {wt!, ... 7wfk’l} prostoru Ker F'NIm F*~1,

(2) Ke kazdému wf’l zkonstruovat fetizek vektort wf’z o wf’k, ktery

jim konéi.

(3) Doplnit bézi {w’f’l, e ,wfk’l} na béazi Ker ' N Im F¥~2 ngjakymi vektory
k—1,1 k—1,1
1wy

k—1,1

i

k—1,2

%

k—1,k—1
e w T

v

(4) Ke kazdému vektoru w zkonstruovat fetizek w

w% 1az will’l, které samy o sobé tvori fetizky délky 1.
Je takto ziskand mnozina vektoru linedrné nezavisla? Uvazujme netrividlni linedrni
kombinaci Zr% g Ptwl? =0, kterd ma v ,patie“ g = @ alespon jeden nenulovy
koeficient a ve vSech vyS§sich patrech jsou v8echny koeficienty nulové. Aplikujeme-li
F®=1 zobrazi se vektory vsech nizsich pater na nulu a vektory F@~!(w??) patif

cv v

PRy

je spor s pfedpokladem nenulovosti alespon jednoho aIT’Q.
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Generuje mnozina M) celé V7 Pro libovolny vektor w € V existuje diky nilpo-
tenci F' néjaké nejmensi Q € N takové, ze FQ(w) = 0 a FO~1(w) # 0. Mezi vek-
tory w ¢ (M) vyberme takovy, pro néjz je toto @ minimalni. Protoze FO~1(w) €
Ker F, lze napsat F@~!(w) jako linearni kombinaci

w = Zag,waJ = Z aPQFQ=1 (wh Q)
7P 7P
Vektor
wi=w— Zaf’wa’Q
P
je tedy v Ker FQ~! a zdroven neni v (M,), coZ je spor s volbou w.
Muzeme tedy zformulovat nésledujici tvrzeni:

Véta (Jordanova bdze nilpotentniho endomorfismu). Necht F je nilpotentni endo-
morfismus prostoru V. Pak existuje bdze M C V takovd, Ze matice F' vzhledem k
ni md blokové diagondind tvar

Jo.ky 0 . 0
0 Jo ks 0
0 e 0 Jox,
kde k1 > ko > ... > k.. Navic pro vSechny takové bdze je posloupnost éisel k..., k,

stejnd.

Dikaz. Sestrojme a usporadejme fetizky, jak je vyse popsdno. Jejich vektory tvoii
bazi V, a tedy V je direktnim soucCtem linedrnich obala jednotlivych fetizku. Je
ziejmé, ze vzhledem k blokové struktufe dané témito Fetizky jsou na diagondle
Jordanovy bunky a mimo diagonélu nuly. Stupné Jordanovych bunék k; az k, jsou
rovny délkdm Fetizku, r = dim Ker F'. Ovéteni jednoznac¢nosti pfenechavame ¢tendii
za cviceni. ]

Protoze jsme oznacili F' = f) = f — Aly, znamen4 to, Ze matice homomorfismu
f ma tvar

J)\,kl 0 . 0
0 Iy o-- 0
0 0 Ik,
kde
A1 0 O 0 0
0O X1 0 0 0
0 0 A 1 0 0
Ik =1 0 0
0 0 0 O 1 0
0 0 0 O Al
0 0 0 O .0 A
je Jordanova bunka piislusna vlastnimu ¢&islu A.
Priklad. Matice
31 0 -1
0 2 0 1
A= 0 0 3 0
1 0 0 4
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m4 charakteristicky polynom (A — 3)%, takze jedinym vlastnim ¢fslem matice

0 1 0 -1
0 -1 0 1
A*3E*0000
1 00 1

je nula a tedy je to matice nilpotentni. Vidime, ze h(A —3FE) = 2, tedy geometrickd
nasobnost vlastniho ¢isla 3 je

dimKer(A — 3E) =4 — h(A—3E) =2

Spoc¢teme mocniny A — 3E:

-1 -1 0 0 0 0 0 O

2 1 1 0 0 a3 | 00 00
(4-3E)" = 0 000 (A =3E)" = 00 0 0
1 1 0 0 00 0 0

Stupen nilpotence A—3FE je 3 a to bude také délka nejdelsiho fetizku. PotFebujeme
uz jen jeden vektor, abychom méli ¢tyii do baze, takze zbyvajici fetizek musi mit
délku 1. Jordanuv tvar matice A je proto

3100
0 3 10
Ja=110 0 3 0
00 0 3

Nyni najdeme Jordanovu bazi. Hornim vektorem dlouhého fetizku muze byt libo-
volny vektor mimo Ker(A — 3E)2, napiiklad v = (1,0,0,0)%. Jeho obrazy pomoci
(A—3E) a (A - 3FE)? jsou

(A—3E)v = (A —3E)% =

—_— o O O
= O = =

Vektor (A — 3E)?v uz je v Ker(A — 3E), které ma dimenzi 2. Libovolny vektor
7z Ker(A — 3E), ktery nenf nasobkem (—1,—1,0,1)T, mizeme vzit jako zbyvajic
fetizek délky 1, napiiklad (0,0,1,0)”. Homomorfismus f,4 mé pak matici J4 vzhle-
dem k bazi

—1 0 1 0

1 0 0 0

M = 0 ’ 0 ’ 0 ’ 1

1 1 0 0

a plati
A= (fa)kx = Vv (fa) (D =

-1 0 1 0 3 1 0 0 0 1 0 0
1 0 0 O 0 3 1 0 0 -1 0 1
0 0 0 1 0 0 3 0 1 1 0 0
1 1 0 O 0O 0 0 3 0 01 0

Vsimnéte si, Ze vipocet (A—3E)3 uz nebyl nutny: jakmile jsme zjistili , ze h((A—
3E)?) = 1, bylo jasné, Ze v dalsim kroku musf hodnost klesnout na nulu. V tu chvili
uz bylo také jasné, ze fetizky budou délek 3 a 1, protoze jsme z dim Ker(A — 3E)
védeéli, ze budou dva a kdyby mély oba délku 2, pak by stupen nilpotence A — 3F
musel byt také 2. Jordanova béaze, jak vidno, neni jednozna¢né urcéena, vzdy mame
urcitou volnost pfi volbé vektort, které jsou vrcholy Fetizk.
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Priklad. Uvazujme vektorovy prostor V = P"(z,C) a na ném zobrazeni f = %. Je
ziejmé, ze je to nilpotentni zobrazeni stupné n + 1 a ze baze V je tvorena jedinym
fetizkem:

n—1 n

z? L &2 gt z
Ol L o P e gy« 47

Vzhledem k této bazi ma tedy zobrazeni matici J(0,n + 1).

Pro V. = P* (2, C) a f = % je stupen nilpotence k a Ker f = (1,z).
Ocekavame tedy dva fetizky. Oba zacinaji ve V \ Ker f* a za jejich zacatky miizeme
zvolit néjaké nasobky 21 a x2¥~2. Dostdvame tedy

— — fE2 « .’124 « « m21674 « z21972
0 1 2 ar (2k—4)! (2k—2)!

IS .'1;5 L x2k—3 3:Zk—l
0T 5 < 5 < o © @Ee

a matice f mé vzhledem k této bazi (sefazené po Fadcich) blokové diagonalni tvar

Jo,k 0
0  Jox

Stejné zobrazeni na V = P2*(z,C) m4 stejnou dimenzi jadra, takze znovu dva
fetizky. Stupei nilpotence je o jedna vétsi, (x2*) je doplnék Ker f¥ ve V, jeho
obrazy vytvéreji fetizek koncici (2k)!. Druhy vektor fetizku f(22F) = 2kz?#=2 lezd
v Ker ¥\ Ker f*=1, rozdil dimenzi je ale 2. Staci doplnit vektor z2#~! a

<$2k727x2k71> @ Ker fkfl — Ker fk

Druhy fetizek vznikly zobrazenim (néjakého nasobku) z2*~! uz spolu s (také pro
prehlednost preskdlovanym) prvnim davé bézi V:

— — x2 — I4 . « :E2k—4 — :E2k—2 - Izk
0 1 2 ar (2k—4)! (2k—2)! (2k)!
zS xs o mZk—S IQk_l

02 5 < 5 & @y ¢ @

a Jordanova matice je

Jok+1 O
0 Jo,k

JORDANUV TVAR MATICE

Obratme nyni pozornost k obecnému pifpadu, kdy homomorfismus f mutzZe mit
vice ruznych vlastnich ¢isel.

Lemma. Nechf f € End(V). PakV = @Aeo(f) Vx-

Diikaz. Necht A € o(f), pfipomenime, Ze V = V) & W, kde oba podprostory jsou
invariantni vaci fy a stejné tak i vaci f, jez se od f) lisi jen o ndsobek identity.
Ovérime nejprve, ze viechny ostatni zobecnéné vlastni podprostory lezi ve W, tim
bude dokazano, ze jejich spojeni ma s V) nulovy prunik, a tedy ze vSechny zobecnéné
vlastni podprostory tvoii direktni soucet.

Necht p € o(f), pp # A. Mezi vSemi vektory V,,, které nepatif do W, vyberme w
z Ker fﬁ? pro @ co nejmensi. Aplikace binomické véty déva

k
0= (fut+ (= VW) (w) = f(w) = (u=N'w+ Y eifi(w) = fR(w)
i=1
kde ¢; € C. Vsechny ¢leny v sumé patii do Ker f;?_l, coz je dle vybéru w uz
podmnozina W = Im f/’\C . Mame tedy vyjadfeni vektoru w jakozto linedrni kombi-
nace prvku W, volili jsme jej ale tak, aby ve W nebyl, to je spor.
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Je direktnim souctem vsech V) celé V7 Dokazme to indukei podle poétu ruznych
vlastnich ¢isel. Pripad jediného vlastniho ¢isla uz jsme dokazovali. Predpokladejme,
ze pro v8echny endomorfismy s méné nez m ruznymi vlastnimi ¢isly tvrzeni plati.
Necht f md m riznych vlastnich éisel, méame rozklad V = V) & W, v némz
fW) C W a f,(W)=W. Vlastni ¢isla f ztizeného na W musi byt podmnozinou
vlastnich ¢isel f na celém V a dle pfedchoziho plati V), C W pro vSechna i €
{1,...,m — 1}. Takze f md na W vlastn{ ¢isla Aq,..., Ay—1, podle indukéniho
predpokladu W = @;1_11 Vi, tedy V =@@;~, Vi,. 0

Véta (Jordantv tvar matice). Necht f € End(V). Pak existuje bdze V, vzhle-
dem k nizZ md matice [ blokové diagondini tvar s bloky tvaru Jordanovych bunék
prislusngch vlastnim éislum f. Tyto bloky jsou uréeny az na poradi jednoznacné.

Diikaz. Blokové struktura je vlastné dvoustupnova. Nejprve zapiseme V' jako soucet
P reo() Va zobecnénych vlastnich podprostoru, o nichz vime, ze f(Vy) C V), tedy
vuci jakékoli bazi respektujici direktni soucet bude matice blokové diagonalni. V
kazdém V) pak mame Fetizkovou bézi, ktera nam davé blokovou diagonalnost uvnitt
kazdého Jordanova bloku.

Zbyvé ukédzat jednoznacnost. Kdyby existovaly dvé béze se dvéma ruznymi Jor-
danovymi tvary, pak musi byt na diagondle (az na pofadi) stejnd vlastni &isla,
protoze charakteristicky polynom endomorfismu musi vyjit stejné, at se poé¢ité z
matice vuci kterékoli bazi. Jednozna¢nost rozmisténi jedni¢ek nad diagondlou pak
plyne z jednoznac¢nosti Jordanova tvaru pro nilpotentni zobrazeni. O

Dusledek. Algebraickd ndsobnost vlastniho ¢isla je rovna dimenzi zobecnéného
vlastniho podprostoru a je vidy vétsi nebo rovna ndsobnosti geometrické.

Dusledek. Minimdlnim polynomem endomorfismu [ je polynom
= [ 0-r
Ak€a(f)
, kde v, je mazximdlni délka Tetizku v zobecnéném vlastnim podprostoru vlastniho
cisla \.

Dausledek. Dvé matice jsou si podobné, prdvé kdyz maji stejny Jordanuv tvar.

Dasledek (Jordanuv rozklad). KaZdou étvercovou matici A lze jednoznacéné zapsat

jako soucet Ap+ An, kde Ap je diagonalizovatelnd, Ay nilpotentni a Ap komutuje
S AN.

Priklad. Necht V = P%(z,y,C) = (1,z,2%,y,y%, 2y) a f = am + ya Plat{
fy=o0 fy)=y
flx) =1 fy*) =2y
fla*) =2z flay) =y +ay

Matice f vzhledem k bazi K = {1,z, 2%, y,9% 2y} je

01 0 0 0 O

002 000

000000 |_(B 0\_,
0 001 01 o 0o C )
000 0 2 0

0 00 0 01

Plati dokonce, ze Ap i
An lze zapsat jako po-
lynomy v matici A.
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Je horni trojuhelnikova, vlastni ¢isla jsou tedy rovna diagondlnim elementum,
o(f) = {0,0,0,1,1,2} (s ndsobnostmi). Proto V =V, & V; @ Va, kde dim V = 3,
dimV; =2, dimV; = 1.

Zobecnény vlastni podprostor V5 méa dimenzi 1, je tedy piimo vlastnim podpro-
storem, generovanym vektorem 2. Prostor Vj nalezneme jako Ker(f — 01y)* pro
nejmensi k takové, ze dim Ker f* = dim Ker f**1. To nastavéa pro k = 3, pak totiz

s (0 0
#=(0 )

kde C? je reguldarni matice. V soufadnicich je Ker A% = (ej, ez, e3), tedy Vo =
Ker f3 = (1,2, 22). Zacdtkem Fetizku mize byt libovolny vektor z V; \ Ker f2, tedy
napiiklad z2, jeho obrazy jsou postupné 2z a 2. Tyto tii vektory tvoif bézi Vp,
takze dalsi fetizky uz ve Vj nejsou. To je vidét i z toho, ze dim Ker f = 1.

Zbyvé najit Fetizkovou bazi ve V. Vidime, ze Ker(f — 1.1y ) = (y), takze mdme
jen jeden tetizek délky 2, ktery koné¢i vektorem y. Vypocitdme

(B-E)? 0 0 0

2 0 000
(A-1E)" = 0 010

0 000

kde 3 x 3 blok (B — E)? je regularni, takze Ker(A — E)? = (e4, eq). Za zacdtek
fetizku lze proto zvolit napiiklad zy € Ker(f — 1y)? \ Ker(f — 1y), jeho obrazem
je (f—1v)(zy) =y +ay —ay=y.

Celkové tedy mame béazi M = {2,2z, 22 y, vy, y?}, kde prvni tii vektory tvof{
bazi Vj, dalsi dva Vi a posledni V5. Vzhledem k M mé matice f tvar

010000
001000

Jg?’JO 8 o000 00
032J “looo 110
21 000010
0000 0 2

EXPONENCIALA MATICE

Oznacend. Standardné znacime maticové elementy matice A symbolem a;;. V nékterych
pifpadech, napiiklad u inverzn{ matice A~!, by oznacen{ elementt (napt. a;jl) bylo
zavadéjici. Proto budeme znacit ij-ty element matice A v piipadé potieby také
(A);j. Naopak (a;;) bude oznacovat matici, jejiz elementy jsou a;;.

Vypocet mocniny matice v Jordanové tvaru je jen o trochu slozitéjsi nez u matice
diagondlni. Vzhledem k blokové diagondlni struktufe stac¢i umét mocnit Jordanovy
bunky. Matici J := J(A, k) lze zapsat jako AE + N, kde N je nilpotentni matice.
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Pak
q
J'=(AE+N)"=>" ( )AqiNi
1=0
NN (A (NS (R (1)
0 A gt (YA (O R (AP P
0 0 A4 gh11 :
i R D O
0 0 0 0 . gh1—1 (2)r1-2
0 0 0 0 A ghi!
0 0 0 0 0 A

V tomto vyjadieni predpoklddame, ze (’f) =0proi>q.
Kdo umi poé¢itat mocninu matice, umi pocitat polynom od matice. A co takhle
mocninnou fadu od matice?

Definice. Je-li (B,)2, posloupnost matic z M, (C), pak matici B € My, (C)
nazveme limitou lim,_, ., B, posloupnosti, pokud Vi € {1,...,m}, Vj € {1,...,n}
plati hmq_ﬂ)o(Bq)Z] = (B)Zj

Soucet nekonetné fady matic je pak definovan jako limita jejich ¢asteénych
souctu.

Definici limity muzeme pieformulovat i pomoci zavedeni normy na mnoziné
matic vztahem ||B|| := max; ; [(B);;|. Plati

Lemma. Necht (B
limita, prdvé kdyz lim,_,~ ||B; — Bl = 0.

Dikaz. Jednoduché cviceni. O

Definice. Pro libovolnou étvercovou matici A definujme jeji exponencidlu

1
_ Lo
expA= Z a A
=0
Lemma. Pro libovolnou ¢tvercovou matici je exp A absolutné konvergentni tada.

Diikaz. Necht A € M,,(C). Pro vsechna ¢ € N plati nerovnost nerovnosti ||A?|| <

1)azo je posloupnost matic z My, (C). Pak B € My, (C) je jeji

To je vubec uZzitetnd
konvence. JeSté se
pridévé, ze (‘Z) =0
pro i < 0, a clovék
muze psat sumu v bi-
nomické vété v mezich
od —o0 do oo. Viz
péknd knizka Knuth,
Patashnik: Concrete
Mathematics

Normu na maticich je
mozné zavést i mnoha
jinymi zpusoby. Pro
vétsinu naSich potieb
je  jedno, kterou
pouzijeme.

n?=1| A]|9, ktera se snadno dokaze indukei. Pro ¢ = 1 je tvrzen{ trividlni. Pfedpoklddejme,

ze plati pro néjaké g € N. Pak
AT = | ATA] = max | 37 (A
k

A < maXZ|

< nl| Al max | (AT) 3] = | ][ A7) < Al

Dinll (A

kde jsme v poslednim kroku pouzili indukéni predpoklad.
Pak ale pro libovolné @Q € N
Q Q Q

1 1 nd
S AN <3 A < S A = e
q! = q!

q=0 q=0

n| Al

Véta. Necht A, B € M,,(C). Pak
(1) Pokud AB = BA, pak exp(A+ B) =exp Aexp B
(2) exp A je requldrni a (exp A)~! = exp(—A)
(3) exp(Q1AQ) = QL exp(4)Q



ZAPISEK DRUHY O JORDANOVE TVARU 10

(4) detexp A =expTrA

Dukaz. exp A aexp B jsou dvé absolutné konvergentni rady, jejich soucin exp A exp B
je tedy roven tadé

ZZ Aqu qu Z()Aquqzl'(A+B)p’
p=0 q= 04 pzop'

pricemz posledni rovnost (blnomlcka véta) vyzadovala komutovani matic A a B.
Tim dostavame prvni tvrzeni. Druhé plyne z prvniho, protoZe A a —A komutuji
a exp(0 = E. Tteti je dusledkem vlastnosti QAqQ L= (QAQ~1)4. Posledni plyne
z véty o Jordanové tvaru: pokud A = QJ4Q7!, pak detexpA = detexp.J a
expTrA = expTrJs. Z tvaru mocnin Jordanovych bunék vidime, ze exp Ja je
horni trojihelnikové matice, kterd ma na diagonale ¢éisla e*i) i € {1,...,n}, kde
Ai € 0(A) (ve smyslu multimnoziny). Pak ale

n
detexp J4 = H M = eXimi M = TrJa
i=1

O

Jordanuv tvar umoznuje explicitné spoc¢itat exponencidlu libovolné matice. Pro
jednoduchost se opét vénujme pifpadu A = QJQ~!, kde J je Jordanova buiika
stupné n s vlastnim ¢islem \. Pak J = AE + N je rozklad na soucet dvou komu-
tujicich matic, takze

expA=Qexp(J)Q ' = Qexp(\E)expNQ ! = Qe exp NQ !

I G
1 1
5 ... G
= Qe)\ N t. . T . . Qil
0o ... 0 1 4
0O ... 0 O 1
Pokud t € C, lehkym zobecnénim tohoto postupu plyne
n—1
1t & o oo Dl
0 1 t ... &=y
exp(tA) = Qe | . — : Q1
o ... 0 1 t
0O ... 0 O 1

coz, jak za chvili uvidime, je vysledek klicovy pro feSeni soustav linearnich dife-
rencialnich rovnic.

DIFERENCIALNI ROVNICE

Priklad. Hleddme dvé funkce z1, x5 : R — C spliiujici rovnice

L0 = —an(0) — 200

d

=2 (t) = —dwi () — 2 (1)
s pocdtecni podminkou x1(0) = 2, 2(0) = 1. Zaddni muzeme kompaktné prepsat
jako

b= Az, kde A = ( 0 ),:L‘(O): 2,17
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Takova tloha se nazyva homogenni soustavou linearnich diferencidlnich rovnic prvniho
fadu s konstantnimi koeficienty. Ukédzeme, Ze jejf obecné Feseni mé tvar = exp(tA).c.
Definice. Derivaci maticové funkce @ : R — M,,,,(F) v bodé ¢ € R rozumime
t+h)—Q(t . dQ(t
iy QUEN =QO) 4O
h—0 h dt
Je ziejmé, ze derivaci maticové funkce Q(t) je matice (¢;;), jejiz elementy jsou

derivacemi maticovych elementu Q(t).

Lemma. Necht P,Q : R — M, (F), A € My, (F), B € My (F),R : R — M,4(F),

f:R—F.
(1) (P +Q(1) = G2 + <G
(2) #(QHA) = 1A
dQ(t
(3) #(BQW) = B
(4) §QWR(E) = “FOR(t) + Q1) 5"
d d
5) SUORO) = SO RE + )0
(6) Pokud m=n a Q( ) je regularm, pak L(Q(t)~1) = —Q(t)_ld%t)Q(t)_l
(7) Pokud n = p, pak % exp(tA) = Aexp(tA)
Dukaz. Prvnich pét tvrzeni plyne okamzité z vlastnosti derivace ¢iselnych funkei.
Pro Sesté stacf zderivovat vztah Q(t)Q(t)~! = E: Q(t) a Q(t) obecné ne-
d komutuji!

—1 d —1\ _
%(Q(t))Q(t) + Q(ﬂ@(@(t) )=0
Pro kazdé € > 0 plati

oo

|exp(tA)| 24”5) 1CADi] _ nceseyian,

7!

¢ili fada exp(tA) je stejnomérné omezend absolutné konvergentni fadou v okolf
libovolného t € R. Podle véty z matematické analyzy (viz tFeba Rudin: Zaklady
matematické analyzy, véta 7.10) lze pak fadu derivovat ¢len po ¢lenu:

tlAl ti—lAi
= —=A tA
dat Z il ; o - Aeeit),
¢imz dostavame posledm tvrzeni. O

Pozndmka. Posledni tvrzeni se da také dokéazat cisté algebraicky pfechodem k
Jordanovu tvaru exp(tA) = Uexp(tJ)U~! = Uexp(tD)exp(tN)U 1, kde matice
exp(tD) a exp(tN) explicitné zndme.

Véta. Nechl A € M,,(C), z : R — C", ¢ € C". Pak jedingm Tesenim soustavy

rovnic

x(t) = Azx(t),z(0) = ¢
je z(t) = exp(tA)c
Diikaz. Plati, ze £(0) = exp(0)c= Ec=rc a

z(t) = Aexp(tA)e = Ax(t)
Pokud by y(t) bylo jiné feseni stejné tulohy, pak plat{
d .
7 (exp(=tA)y(t)) = exp(—tA)y(t) + (—A) exp(—tA)y(?)
= exp(—tA) [Ay(t) — Ay(t)] = 0,

tedy exp(—tA)y(t) = d je konstatni vektor. Protoze y(0) = ¢, plati d = c. Tedy
y(t) = exp(tA)c = z(t). O
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Priklad. Matice A z ivodu tohoto oddilu je diagonalizovatelna, plati

(% 0)=1(=2)(os)(2 1)

Resen{ soustavy rovnic je pak
r(t) \ _ 1 1 1 et 0 2 -1 2
xo(t) ) 4\ -2 2 0 e 2 1 1
[ 3e' +5e3
T\ —6et + 10e73¢
Budeme-li interpretovat vektorovou funkei (z1(¢), z2(t)) jako pohyb bodu v roviné,
pak v soufadnicich vzhledem k Jordanové bazi mé feSeni tvar | (t) = cjet, xh(t) =
che™3. Bod (s,0) na vodorovné ose se tedy z pocatecniho stavu vzdaluje s rostoucim
casem do nekonecna, bod (0, s) na svislé ose konverguje k nule. Body mimo osy se
pohybujf po drahéch trochu pfipominajicich hyperboly smérem k bodum (+o0,0).
Tyto drahy jsou v kazdém bodé x € R? teéné k vektoru Va(x) := Az a nazyvdme
je integralnimi kiivkami vektorového pole V4 : R? — R2,
Kazda 2 x 2 redlna matice se dvéma ruznymi vlastnimi ¢isly je diagonalizovatelna

a jeji vlastni ¢fsla jsou bud’ obé redlnd, nebo jsou komplexné sdruzens. V druhém
pripadé

et/\ 0 _ itw 0 B
o) =@ ) la )et=cra( ) e

s () (i) e ) (1 1)e
pet (i) i) ) e

Je vidét, ze P musi byt redlnd matice. Integralni kiivka v soufadnicich vzhledem k
béazi ze sloupci P m4 parametrické vyjadient

_ Ltk cos(tw) sin(tw) c1
Ye(t) =€ ( —sin(tw) cos(tw) &)
Pro k = 0 je to kruznice, pro k < 0 spirdla sméfujici k (0,0), pro k > 0 spirdla

smétujici k nekonec¢nu.
Jak vypadaji integralni kiivky v ostatnich pfipadech?

Véta. Necht A € M,,(C), b: R — C". Pak vechna Feseni soustavy rovnic
x(t) = Ax(t) + b(¢)
jsou x(t) = exp(tA)c(t), kde ¢ : R — C" je funkce spliugici ¢(t) = exp(—tA)b(t).

Dikaz. Pokud z(t), Z(t) jsou dvé feSeni nehomogenni soustavy &(t) = Az(t) + b(t),
pak jejich rozdil z(t) — Z(¢t) je feSenim homogenni soustavy @(t) = Ax(t). Stadi
tedy najit partikularni feSeni nehomogenni soustavy. Pokud ho budeme hledat ve
tvaru zp(t) = exp(tA)c(t), pak dosazenim do rovnice dostdvdme prave ¢(t) =
exp(—tA)b(t). Obecné Feseni nehomogenni soustavy je

x(t) = exp(tA)c(t) + exp(tA)d = exp(tA)(c(t) + d),
a protoze - (c(t) + d) = ¢(t), majf viechna feSenf pozadovany tvar. O

Priklad. Zajimavé specidlni situace nastava, kdyz A m& vlastni vektor v s vlastnim
¢islem A a prava strana je ve tvaru b(t) = e'v. Pak

é(t) = exp(—tA)b(t) = eF=Nty,
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cili 1

() = exp(tA)e(t) = — e
Pokud A i p jsou ryze imagindrni, popisuje vysledek periodicky pohyb s ihlovou
frekvenci g a amplitudou imérnou %)\ Cim jsou si A a u blize, tim vice roste
amplituda. Dostéavame tedy jednoduchy model rezonance pii pusobeni vnéjsi sily s
frekvenci blizkou frekvenci vlastnich kmitu systému.

Ae(“fA)t exp(tA)v = Kty

CVICENT

(1) (4) Napiste vSechny mozné Jordanovy tvary nilpotentni matice 5x5.

(2) (4) Necht V = P¥%(z,C), f € End(V) je definovdno jako tiet{ derivace
f(p(z)) = p"”'(z). Najdéte Jordanovu bazi a Jordanuv tvar matice endo-
morfismu f.

(3) (4) Existuje na C? nilpotentn{ zobrazen{ stupné 3?

) (4) Necht N je nilponentni matice a M = QNQ~!. Co lze Fici o nilpotenci,

pripadné stupni nilpotence matice M?

(5) (4) Necht f je nilpotentni zobrazeni stupné 4. Jaky je vztah mezi Ker f a
Im f37?

(6) (4) Najdéte Jordanuv tvar nilpotentni matice

1 -1 0 O
1 -1 0 O
3 0 3 -3
4 -1 3 =3

(7) (4) Najdéte Jordanuv tvar matice

2 6 -15
1 1 -5
1 2 -6

(8) (4) Najdéte Jordanuv tvar matice

1 -3 3
-2 —6 13
-1 -4 8

(9) (4) Dokazte, ze matice

(3 DYee( )

jsou podobné a najdéte matici U takovou, ze UAU ' = B.

(10) (3) Dokazte, ze pokud A, B jsou dvé komutujici nilpotentn{ matice, pak je
nilpotentni i jejich soucet a soucin.

(11) (8) Necht Jy je Jordanova buiika stupné k s vlastnim &islem 0. Najdéte
matici Jé“_l a urcete jeji Jordanuv tvar a Jordanovu bézi.

(12) (8) Necht A, B jsou dvé nilpotentni matice typu n x n. Ukazte, ze pro
n = 2,3 muzete rozhodnout o tom, zda jsou A a B podobné, pouze na
zékladeé jejich hodnosti, ale pro n = 4 uz ne. Ukazte, ze pro n = 4 vam staci
navic znat hodnost jejich druhych mocnin.

(13) (38) Jsou vsechny nilpotentni matice singuldrni? Jsou vSechny singuldrni
matice nilpotentni? Najdéte dikaz nebo protipiiklad.

(14) (3) Najdéte Jordanuv tvar a Jordanovu bézi pro matici

4 -5 2
5 =7 3
6 -9 4
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(15) (38) Najdéte Jordanuv tvar a Jordanovu bézi pro matici

0 0 0 0
0 -1 0 0
0 0 -1 0
1 0 0 0

(16) (3) Najdéte Jordanuv tvar a Jordanovu bdzi pro matici

7 1 2 2
1 4 -1 -1
-2 1 5 —1
11 2 8

(17) (38) Najdéte Jordanuv tvar a Jordanovu bézi pro matici

-1 5 -3 -2
0 4 -3 -2
0 3 -2 =2
0o 2 -2 -1

(18) (3) Najdéte Jordanuv tvar a Jordanovu bézi pro matici

2 -1 0 1
1 2 -2 -1
0o 3 -2 =2
1 0 -1 0

(19) (3) Najdéte Jordanuv tvar a Jordanovu bdzi pro matici

-1 1 -1 0
0o -2 1 2
0o -1 0 2
0 -2 2 1

(20) 3 Najdete Jordanuv tvar a Jordanovu bazi pro matici

7T =12 6
10 -19 10
12 -24 13

(21) 3 Najdéte Jordanuv tvar a Jordanovu bazi pro matici

1 -3 0 3
-2 -6 0 13
0 -3 1 3
-1 -4 0 8

(22) (3) Na prostoru P2(R) najdéte Jordanovu bazi endomorfismu F, ktery
polynomu p(z) pfifazuje polynom 2p(x + 1) — zp’(z).

(23) (3) Na prostoru P?(R) najdéte Jordanovu bézi endomorfismu F, ktery
polynomu p(x) pfifazuje polynom p'(z) — x2p” (z).

(24) (3) Na prostoru (1,y,z) polynomu ve dvou proménnych stupné nejvyse
jedna uvazujme endomorfizmus F' definovany na polynomu p(z, y) predpisem

F(p(w,y)) = y%p(w,y) +(1— y)a%p(xvy)

Najdéte jeho Jordanovu béazi a Jordanovu matici.



(25)

(26)

(29)

(30)
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(3) Na prostoru (1,y,x, 22, 2y, y*) polynomi ve dvou proménnych stupné
nejvyse dva uvazujme endomorfizmus F definovany na polynomu p(zx,y)
predpisem

F(p(z,y)) = xa%p(m, y) + a%p(x, Y)

Ovéite, ze tento endomorfizmus je nilpotentni, najdéte jeho Jordanovu bazi
a Jordanovu matici.

(3) Na prostoru (x?, zy, y?) uvazujme endomorfizmus F definovany na po-
lynomu p(z,y) predpisem

F(p(e.9)) = (2 = )5 pl) = (o + )5 ple)

Najdéte jeho Jordanovu bézi a Jordanovu matici.
(3) Na prostoru (1, z,y, 2%, vy, y?) uvazujme endomorfizmus F definovany
na polynomu p(z,y) predpisem

F(p(z,y)) =plz + 1,y)

Najdéte jeho Jordanovu béazi a Jordanovu matici.
(3) Najdéte Jordanuv tvar matice n x n

1 11 ... 1
o 11 ... 1
0o o1 ... 1
0O ... 0 01

(3) Najdéte Jordanuv tvar matice n x n

1 -1 0 ... 0
0 1 -1 0

: . 0
0 ... 0 1 -1
0 ... 0 0 1

(3) Urcete Jordanovy tvary matic

0O a O ... O
0 0 a O

o
o -
o
S

a 0 O 0
a
1 2 n
0 1 n—1
0 ... 0 1
(3) Zjistéte, zda jsou podobné matice
1 2 3 1 0 0
0 0 1 0 1 1

a pokud ano, najdéte matici C splaujici CAC~! = B.
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(32) (3) Zjistéte, zda jsou podobné matice

1 00 10 1
A= 0o 10 ]|,B=(0 10
-1 0 1 00 1

a pokud ano, najdéte matici C splaujici CAC~! = B.
(33) (3) Jaky je minimdlni polynom zobrazeni -+ na P"(z,C)? A zobrazenf

1)2?
4 2 \®2
-2 0

(34) (Ec’)lg)E Urcete

(35) (3) Urcete

1 -2 1\¥
1 -2 1
1 -1 0

(36) (3) Najdéte néjakou 222 matici A, kterd spliiuje

2 (6 2
w=(37)

(37) (3) Urcete pro libovolné celé n matici
1 o1)\"
-1 3
0 ¢
exp 4+ 0

pro libovolné ¢ € R bez pouziti Jordanova tvaru, pouze z definice expo-
nencidly.
(39) (3) Urcete

(38) (3) Spoctéte

-2 1 2
exp| -1 0 2
-2 0 3
(40) (3) Urcete
4 2 =5
exp| 6 4 -9
5 3 —7

(41) (38) Dokazte, ze pro hermitovskou matici H je matice exp(¢H) unitdrni.
Pouzijte definici exponencidly.
(42) (3) Reste soustavu diferencidlnich rovnic

Yy = Ty1 — 4yo
Yo =4y1 — y2
s obecnou po¢. podminkou.

(43) (3) Vyfeste soustavu diferencidlnich rovnic
) = -1 + 3
xh = — a3
Ty =Ty + T3

s pocdtecni podminkou z1(0) =1, 22(0) = 0, 23(0) = —1.



(44)

(46)

(47)

(48)

(53)
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(3) Vyfeste soustavu diferencidlnich rovnic

/
ry =1+ 23
Th = a9 + T3
xh = 2x3
s obecnou po¢. podminkou.
(3) Reste soustavu diferencialnich rovnic

Y1 = 2y1 — 5y2
Ys =41 — 2y2
s pocateéni podminkou y1(0) = 1, y2(0) = —1. ReSeni zapiste bez uzit{

komplexnich ¢isel.
(3) Reste soustavu diferencidlnich rovnic

y1 =5y — 3y2 + ¢’
Yo =3y1 — ¥2

s obecnou po¢. podminkou.

(3) Reste soustavu diferencidlnich rovnic

yi = —2y1 +4ys + 2
Yo = —y1+2y2 +1

s po¢. podminkou y;(0) = 1, y2(0) = 2.
(2) Na prostoru (1,z,y, 2%, vy, y?) uvazujme endomorfizmus F definovany
na polynomu p(zx,y) predpisem

F(p(o.9)) = 5 plesw) + 5 pl) = 20y + 1)

Najdéte jeho Jordanovu béazi a Jordanovu matici.

(2) Necht V= M, (C), S € V, fs € End(V) je definovdno predpisem
fs(A) := SA — AS. Dokazte, ze pokud je S nilpotentni, pak fg je nilpo-
tentni. Plati opacna implikace?

(2) Nechf p je polynom a J Jordanova buiika stupné k s vlastnim &islem
0. Dokazte, ze

" (k—1)
p(0) p(0) 5P . P&k_%;?)
—2
0 p(0) pO) ... ((—)V
c—3
=1 0 0 pO0) .. Egp
0 0 0 p(0)

(2) Necht A je nilpotentni matice, ozna¢me éfslem k maximalni délku
fetizku v Jordanové béazi. Pomoci pfedchozi tilohy dokazte, ze dva libovolné
polynomy p a g spliwji p(A) = g(A) pravé tehdy, kdyz p( (0) = ¢(?)(0) pro
v8echna ¢ € {0,...,k — 1}.

(2) Dalsimi funkcemi, které je mozné definovat fadou na maticich po-
dobné jako exponencialu, jsou goniometrické a hyperbolometrické funkce.

Spocitejte matici
g m—1 1
e S R |

4 —15 6
(2) Spocitejteln | 1 —4 2
1 -5 3
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-1
(54) (2) Zjistéte, které z matic A =

1 -1 2
0o -1 -1
-3 -1 =2
7 5 6
(2) Reste soustavu diferencidlnich rovnic § = Ay + £, kde A je definovano
v predchozim pifkladé a f(t) = (e, tsint,cost)’.
(2) Reste soustavu diferencialnich rovnic § = Cy + f, kde C' je definovano
v predptedchozim piikladé a f(t) = (e?!,tsint,cost).
(2) Obycejnou diferencidlni rovnici druhého rddu

y"(t) +ay'(t) + by(t) = 0

preved’te substituci 2(¢) := /() na soustavu dvou rovnic prvniho fadu.
Rovnici vyteste pro piipad a = 2, b = 1. Zobecnéte na piipad jedné dife-
rencialni rovnice n-tého fadu, napiste matici vzniklé soustavy rovnic a jeji
charakteristicky polynom.
(1) Dokazte, ze pokud je N nilpotentni matice, pak E — N je reguldrni, a
uréete (E — N)~1L.
(1) Dokazte, ze kazdd matice je limitou posloupnosti diagonalizovatelnych
matic. Odvod'te z toho dikaz Cayley-Hamiltonovy véty.
(1) Dokazte, ze pro libovolnou ¢tvercovou matici A plati, ze A je podobnd
AT,
(1) A je komplexn{ matice n x n a z1(¢),...,z,(t) je n vektoru v C"
zgvislych na ¢ € R, které fesi soustavu rovnic z'(t) = Ax(t). Zjistéte, jakou
diferencidln{ rovnici spliuje funkce W (t) = det(x1(t),...,z,(¢)) a dokazte
pomoci toho, ze vektory jsou linearné nezavislé pro vSechna ¢, pravé kdyz
jsou linedrné nezavislé pro néjaké t.
(1) Nechf f: N — C" je posloupnost vektorii, definujme operator prvni
diference takto: (Af);(¢) := f;(¢ + 1) — f;({) a nasobeni matici A kla-
sicky takto: (Af); (i) = >_ aji fr(i). Ukazte, ze soustava diferen¢nich rovnic
prvniho fadu Af = Af ma teseni f(i) = (A + E)"f(0). Ukaite, Ze reku-
rentnf relaci tvaru g(i + m) + Z’,;n:_ol brg(i + k) =0,kde g : N — C lze
prevést na soustavu m diferen¢nich rovnic prvniho radu.

01 2
C= aD=1 0 1 1 | jsoupodobné.
0 0 2



