ZAPISEK PRVNI O DIAGONALIZACI MATIC

LAF, LS10/11, DALIBOR SMID

VLASTNI CISLA A VLASTNI VEKTORY

Vektorové prostory v tomto a nasledujicim oddile budou mit vSsechny koneénou
dimenzi a budou komplexni.

Definice. Cislo A € C je vlastnim é&islem endomorfismu f € End(V'), paklize pro
néjaky nenulovy vektor v € V plati f(v) = Av. Kazdy vektor, ktery toto spliiuje,
se nazyva vlastnim vektorem f piislusnym vlastnimu cislu .

Poznamky:

(1)

(7)

Pokud v, w jsou vlastni vektory f piislusné A, pak Va,b € C je av + bw
vlastnim vektorem f pfislusnym A. Lze tedy mluvit o vlastnim podpro-
storu prislusném vlastnimu ¢islu A. Do vlastniho podprostoru patii i nu-
lovy vektor, ale samotny nulovy podprostor podle definice neni vlastnim
podprostorem.

Zobrazeni f : P"(z,C) — P"(z,C) definované jako derivace polynomu
[f(p)](x) := p'(z) ma jediné vlastni &islo 0, pifslusny vlastni podprostor je
tvofen konstantnimi polynomy.

Zvolime-li bazi M C V, pak f(v) = M znamend (f)yn(v)p = Av)ur-
Mluvime pak o vlastnich ¢islech (a vektorech) matice (f)aras-

Pro diagondlni matici D = diag(dy,...,d,) jsou vlastnimi ¢&isly matice
D jeji diagondlni prvky di,...,d, a prislusné vlastni vektory jsou prvky
kanonické béze eq,...,e, € C™. Matici horni nebo dolni trojuhelnikova se

stejnou diagondlou ma stejnd vlastni ¢isla, ale jiné vlastni vektory.

Pokud Az = Ar a A je reguldrni, pak A~'z = A~ lz, ¢ili inverzni matice
ma stejné vlastni vektory, ale prevracena vlastni ¢isla.

Pokud A = Q7 'BQ, pak Az = Az znamend BQx = AQz, tedy \ je
vlastnim c¢islem B s vlastnim vektorem @Qx. Podobné matice maji tedy
stejnd vlastni ¢isla. To je vlastné jen dusledek skutecnosti, ze vlastni ¢isla
endomorfismu jsou vlastnimi ¢isly jeho matice vzhledem ke kterékoli bézi
prostoru V.

Cislo \ je vlastni ¢islo f prave kdyz endomorfismus f — A1y mé netrividlni
jadro. Jeho (libovolnd) matice (f)arar — AE je v takovém pifpadé singuldrni,
jinymi slovy, det((f)apar — AE) = 0.

Definice. Charakteristickym polynomem endomorfismu f rozumime

pf(A) :=det(A — \E),

kde A = (f)mn vzhledem k néjaké bazi M. Mnozinu vSech kofent py nazyvame
spektrum endomorfismu f, znaéime o(f).

Poznamky:

Date: 3. dubna 2011.
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(1) Charakteristicky polynom nezdvisf na volbé baze. Pokud B = QAQ~! je
matice f vzhledem k jiné bazi, pak

det(B — AE) = det(QAQ™' — 2 QQ ™)
= det Qdet(A — A\E)det Q' = det(A — \E)

(2) Podobné jako u vlastnich éisel a vektort zavddime charakteristicky po-
lynom matice p4(\) a spektrum matice o(A4).

(3) Spektrum je definovdno jako mnozina, ale ¢asto se mléky predpokladd, ze
nese informaci i o ndsobnosti kotfenu. Je to tedy striktné vzato tzv. mul-
timnozina.

(4) Spektrum je vzdy neprézdné, protoze kazdy polynom s komplexnimi koefici-
enty m4 alespon jeden komplexni kofen (Zdkladn{ véta algebry). S ndsobnostmi
m4é kazdy endomorfismus f € End(V) prdvé dim V' vlastnich ¢isel.

(5) Protoze pa = par, je o(A) = a(AT).

(6) Absolutni ¢len polynomu je roven jeho hodnoté v nule, proto absolutnim
clenem p(A) je det A.

(7) Charakteristicky polynom lze rozepsat

n
det(A = AE) = [ (@i =N+ ... = (=N + ) _au(-N""+...,
i=1 i=1
kde ¢leny oznacené trojteckou nemohou obsahovat A ve vyssi mocniné nez
n — 2. Celkové tedy

n—2
PAN) = (=N)" + TrA(=N)""" 4+ Ai(—A)" +det A
i=1

Popsat ¢isla A; je trochu komplikované;jsi, ale ne o moc: jsou to soucty vsech
hlavnich minoru matice A stupné 7.

(8) Pomoci Vietovych vztahu se daji koeficienty p 4 vyjadiit v terminech vlastnich
¢isel. Pokud o(A4) = {A1,..., .} jakozto multimnozina, pak napiiklad
det A=T["_ NaTrA=3" A\

Véta (Cayleyova-Hamiltonova). Pokud dosadime matici A do jejiho charakteris-
tického polynomu, dostaneme nulovou matici, ¢ili pa(A) = 0.

Dukaz. Z véty o rozvoji determinantu podle fddku mame

n

D (i = A0i) (=1)7 (A = AE) ) k) = Pa(N)6i;
k=1

Kazdy prvni minor (A — AE) ;) (x) je polynom stupné nejvyse n — 1, oznac¢me jeho
koeficienty takto:
(1) (A = AB) ), = (Bo)ig + (BU)igA + -+ (Buo1)ig A ™!
Ziskali jsme n matic B; splnujicich vztahy
ABy = poE
ABy — By=p F

AB,_ 1 —B,_2 = pnflE
B, :ana

kde p; jsou koeficienty pa(A) = Y1, p;A". Nyni staci vyndsobit i-tou rovnici matic
A1 a viechny secist, dostaneme 0 = p4(A). O



ZAPISEK PRVNI O DIAGONALIZACI MATIC 3

Pozndmka. Pro¢ nefunguje dukaz ps(A) = det(A — AE) = 07 Dosadit matici B do
polynomu p4(\) lze, stejné jako spocitat det(A — BE). Ale pa(B) je matice, kdezto
det(A — BE) &islo, ¢ili to nemuze byt totéz.

Priklady:
0 0 01
0 0/)’\ 0 0

(1) Matice
maji obé charakteristicky polynom M2, jedinym vlastnim éislem je nula.
Maji ale rtznou hodnost, tedy nemohou byt podobné. Podobné matice
tedy maji stejné charakteristické polynomy, ale opacna implikace neplati.
Vlastnim vektorem prvni matice je kterykoli vektor v C2, zatimco vlastni
vektor druhé matice je e; = (1,0) (a jeho ndsobky).

(2) Matice

0 1 0

0 0 0

0 0 0
m4 charakteristicky polynom —\3 a podle Cayleovy-Hamiltonovy véty plati
A3 =0, coz je hned vidét i z matice samotné. Plati dokonce A? = 0, tedy
matice nuluje i polynom m 4 (\) = A2. Polynom m 4 ()\) m4 nejmensf mozny
stupen mezi vsemi polynomy, které davaji nulu po dosazeni A, takovy po-
lynom se nazyvd minimdlni polynom matice A. Vidime, Ze charakte-
risticky polynom obecné neni minimalnim polynomem matice. Jaké jsou
vlastni vektory A?

(3) Charakteristicky polynom matice

(50

(N2 +TrA(=\) +det A=X2—614+8=(\—2)(A\—4)

Pro vlastn{ éfslo A\; = 2 tedy hleddme vektory z € C? spliujicf (A—2E)z =
0, ¢ili feseni homogenni soustavy rovnic s matici

3 1
aae(30)

Vlastni podprostor pifslusny 2 je tedy (v1), kde v; = (1,—3). Podobné
vlastn{ podprostor piislusny A2 = 4 je linedrni obal vo = (1, —1). Vidime,
7e mnozina M = {vy,vs} je baze C2. Pokud budeme chipat A jako matici
homomorfismu f vzhledem ke kanonickym bazim, pak

(fa)mum = VDmr(fa)kx (D) gwm

(5 )5 ) (s 2)-(0 )

V bézi z vlastnich vektoru méa tedy matice diagonalni tvar, coz odpovida
tomu, ze tyto vektory homomorfismus f4 jenom vynésobi pfislusnym vlastnim
cislem.

(4) Rotace o tihel a # km ve dvojrozmérném prostoru na prvni pohled vlastni
vektory mit nemuze, protoze zadny smér se pii otoc¢eni nezobrazi na svuj

ndsobek. Uvazujme pro jednoduchost rotaci o 7, kterd je ddna matici

cosg sing ) _ 0 1
—sinfy cost )\ -1 0

A:

je
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Charakteristicky polynom A2 4+ 1 m4 kofeny =i, pifslusné vlastni vektory
jsou (1,+4) a diagonalizace vypadd

(0 ) o) ()= 3)

Vidime tedy, ze vlastni ¢isla a vektory existuji diky tomu, ze jsme se rozhodli
celou tulohu fesit v komplexnim prostoru.

DIAGONALIZOVATELNOST MATICE

Pokud A je vlastni éfslo f € End(V), pak prislusnym vlastnim podprosto-
rem je Ker(f — Aly). Dimenzi tohoto podprostoru V' nazyvdme geometrickou
nasobnosti vlastniho ¢isla A, abychom ji rozlisili od nasobnosti algebraické,
definované jako jeho nésobnost coby kofenu ps. Tyto ndsobnosti se obecné mohou
lisit, jak ukazuje prvni ptiklad vyse. Jejich rovnost je kritériem, kdy je mozné matici
prevést na diagondlni tvar:

Véta (Kritérium diagonalizovatelnosti matice). Necht f € End(V'). Pokud se pro
kazdé vlastni ¢islo rovnaji jeho algebraickd a geometrickd ndsobnost, pak existuje
baze V sestdvajici z vlastnich vektoru f. V této bazi md matice f diagondIni tvar s
vlastnimi ¢isly na diagondle.

Diikaz. Pro kazdy prvek o(f) = {A1,..., A}, kde \; jsou vzdjemné ruznd vlastni
¢isla s algebraickymi ndsobnostmi mq,...,my, oznaéme V; := Ker(f — \;1ly).
Uvazujme libovolnou g-tici nenulovych vektort vy, . .., vy, pticemz v; € V;. Ukdzeme,
ze jsou linedarné nezavislé. Pokud by nebyly, mohli bychom z nich vybrat linedrné
nezdvislou vlastn{ podmnozinu {v;,,...,v;, }, kterd mé stejny linedrni obal jako
{vi,...,v4}. Pro j & {i1,... i} lze v; vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich
k
Vj =) ,—1 Vpvi,- Pak ale

k k .
A D iy, = Aguy = f(v) = Y _vpf(vi,) =D i, vi,
p=1 p=1 p=1

Tedy E];ZI Vp(Ai, —Aj)vi, = 0. Protoze jsme vlastni ¢isla brali vzdjemné ruznd a v,
také nemohou byt véechny nula, dostdvdme spor s linedrni nezdvislost{ {v;,, ..., v;, }.

Linedrni nezavislost libovolné g-tice vy,...,vq, v; € V; znamend, ze zadny pod-
prostor V; nenf ve spojeni \/, oy V; vSech ostatnich. Proto prostory V; tvoii direktn{
soucet, jeho dimenze n' := dim@{_, V; je rovna souctu dimenzi jednotlivych V;,
tedy souctu geometrickych nésobnosti vsech vlastnich ¢isel. Pokud se rovnaji al-
gebraické a geometrické ndsobnosti vsech vlastnich ¢isel, pak n’ je rovno stupni
charakteristického polynomu, ¢ili dim V. Pak ale V = @gzl V; a bazi V lze zkon-
struovat jako M := |J!_; M;, kde M; je libovolnd béze V;.

Tvar matice f v bazi M plyne z definice matice homomorfismu. O

Poznamky:

(1) Specidlnim piipadem je tzv. prosté spektrum, kdy maji vSechna vlastni
¢isla algebraickou nasobnost 1. Z dikazu véty plyne, ze kdyz ke kazdému
vlastnimu ¢islu zvolime libovolny vlastni vektor, bude tato mnozina linearné
nezavisla. Protoze je vlastnich ¢isel n, musi to byt baze. Z toho je vidét, ze
v takovém piipadé jsou vSechny geometrické nasobnosti také jedna.

(2) Pokud B = QAQ™!, pak

B" =QAQT'QAQ™"...QAQT = QA"Q™!
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Protoze
M0 o0\’ M0 ...00
0 A ... 0 0 A ... 0
0 ... 0 X\, 0 ... 0 X

predstavuje diagonalizace nastroj k vypoctu libovolné mocniny, potazmo
libovolného polynomu matice.

BLOKOVY ZAPIS MATICE

Pokud U =V @& W je vektorovy prostor, je mozné kazdy vektor v € U jedno-
znaéné rozlozit na soudet u = v + w, kde v € V a w € W. Necht f je linedrni
zobrazeni z U do X a X =Y @ Z. Pak f(u) = f(v) + f(w) € X a kazdy s¢itanec
je mozné rozlozit na soucet vektoru z Y a ze Z. Dostavame tak ¢tyii zobrazeni

g:V-=Y
h:V—>Z
i W =Y
3 W = Z,
ktera predstavuji dohromady jiné ekvivalentni vyjadieni f. Pro libovolné baze N C

V a O C W je jejich sjednoceni M = N U O bazi U, podobné lze sestrojit bazi
P = QU R prostoru X ze dvou bazi Q C Y a R C Z. Matice f vzhledem k této

bézi je
A B
(f)P]\/[ = ( C D ) )
kde A = (9)gn, B = (i)go, C = (h)ry @ D = (j)ro. Slozeni s homomorfismem
f7: X =5 X' kde X' =Y' @ Z' s bazemi P’ = Q' U R’ 1ze ndzorné chépat jako

diagram
%4 g Y ! Y’
\h \h’ 7
® 4 ® ) ®
v 1
W i 7'

a jeho matice je

(f'of)pae = (f)pp(f)pm =
A B \(A B\ [ AA+BC AB+BD
c' D C D B C'A+D'C C'B+D'D )’

A'B+B'D = (¢')qq(i)qo + (i')q'r(j) ro
v diagramu odpovid4 slozen{ sipek podle obou moznych cest jdoucich z W do Y.
Tedy nésobeni blokovych matic je formalné podobné nédsobeni matic s ¢isly, pouze
nesmime zapominat, ze matice nekomutujf a tedy A’B + B’D nenf totéz co BA' +
DB’

Obecné mohou byt vektorové prostory U a X direktnim souc¢tem vice podpro-
stort, U = @j_, Uj, X = @;~, Xi, s bizemi danjmi sjednocenim bazi direktnich
scéitanca M =|J M;, M; CU;, N =JN;, N; C X;. Kazdy vektor z € X je mozné
zapsat jednoznac¢né jako ) z;, kde xz; € X, coz definuje pro kazdé j zobrazeni
m; + X — X, které vektoru x pfifadi jeho projekci x;. Lze pak zavést linedrni
zobrazeni

kde naptiklad

fij =m0 flu, : Uy = X,

Pfesnéji ze to druhé
viubec nemusi dédvat
smysl.

Nejde o projekci or-
togondlni, protoze o
skaldrnim soucinu tu
vubec neni fe¢, na X
nemusi byt zaveden
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kterd zobecnuji diive definovand zobrazeni g, h,,j a zapsat matici homomorfismu
jako
A A oo A,
A1 Az ... Agy
(flnmu =A= : . : ;

Aml Am2 0 Amn
kde A;; je matice (fi;)n, ;. Maticovy pocet pro matice se ¢tyimi bloky se snadno
zobecni na matice s mn bloky. Matice A;; mohou samy o sobé mit dalsi blokovou
strukturu, kterd odpovida rozdéleni kazdého direktniho s¢itance U;, X; na néjaky
direktni soucet jeho podprostoru.

BLOKOVE DIAGONALNI MATICE

Pokud je f endomorfismus, tedy U = X, jsou diagonalni bloky A;; ¢tvercové.
Pokud jsou navic vSechny mimodiagonalni bloky nulové, mluvime o matici blokové
diagonalni.

Lemma (Vlastnosti blokové diagonalnich matic). Necht A € My (F), B € My (F),

(1)

je blokové diagondiIni matice. Pak

(1) T X=TrA+TrB
(2) det X =det Adet B
(3) px (V) = pa(Npz())
(1) o(X) = o(A) Uo(B)
(5) Pokud X je requldrni, pak A i B jsou reguldrni a Necht

_ A1 0
X '= ( 0 B-1 ) € Mt 1+1n(F)

(6) Pokud A~ A" a B~ B’, pak

(0 5)-(0 &)

Dukaz. Prvni tvrzeni plyne okamzité z definice stopy. Pro druhé pisme definici
determinantu
det X := Z sgn(ﬂ')xlﬂ(l)m%(g) o T (k)
TESk41

a oznacme My = {1,...,k} a My := {k+ 1,...,k + [}. S¢itance odpovidajici
permutacim, které nezobrazuji mnozinu M; do sebe, obsahuji aspon jeden prvek
%5, kde ¢ € My a j € My, ktery lezi mimo diagonaln{ bloky a tedy je nulovy. Kazda
permutace, ktera zbyde, je tedy slozenim 71 a o, kde Supp m; C M;. Pak

det X = Z sgn(m1) sgn(m2) a1,y (1) - - - Qs (k) 01,702 (1) - - - Ota (15
(7T1,7r2)€S)C><Sz

coz je vlastné det A det B. Dalsi tfi tvrzeni plynou z druhého a z definic. Pro posledni
staci jen ovéiit, ze pokud A’ = PAP~! a B’ = QBQ™!, pak

(¢ w)-(0a)(d5)(0 o)

Lemma lze samoziejmé okamzité zobecnit na matice s libovolnym poctem dia-
gonalnich bloku.

O

m; muzeme chapat
také jako permutaci
pouze na mnoziné M;
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DIAGONALIZOVATELNOST MNOZINY MATIC

Definice. Rekneme, ze mnozina A C M, (C) matic je sou¢asné diagonalizova-
telna, pokud existuje regularni matice Q € M,,,(C) takovd, ze VA € A je Q7T AQ
diagondlni matice.

Pokud A,B€ Aa Dy :=Q 'AQ a Dp := Q' BQ jsou diagonalni, pak
AB=QDAQ7'QDpQ " = QDaDpQ " = QDpDAQ ™" = BA,
tedy AB nutné komutuji. Ukdzeme, Ze je to i postacujici podminka:

Véta (O diagonalizaci mnoziny matic). Necht A C M, (F) je mnoZina diagona-
lizovatelngjch matic. Pak A je soucasné diagonalizovatelnd, prdvé kdyz kazdé dvé
matice v ni komutugi.

Diikaz. Zbyvajici implikaci dokdzeme indukei podle n. Matice 1x 1 komutuji véechny
a vSechny jsou automaticky diagondlni, takze neni co dokazovat. Uvazujme A
mnozinu komutujicich diagonalizovatelnych matic typu n x n, n > 1, které nejsou
vSechny skaldrn (tj. nejsou ndsobkem jednotkové matice). Vyberme A € A, kterd
neni skaldrni, takze existuje reguldarni matice R takovd, ze D := R~ 'AR je dia-
gonalni. Pro kazdou matici B € A plati, ze C' := R~'BR komutuje s D. Matici D
muzeme psat v blokové diagondlnim tvaru

ME,, 0 e 0
0 MEn, 0
0 e 0 AnEn,
kde \; jsou navzdjem ruznd. Je snadno vidét, ze C musi byt také blokové diagonalni
cCi 0 ... 0
0 Oy 0
C - . . . 9
0 ... 0 Cpy

kde C; € My, (F). Podle indukéniho predpokladu existuji reguldrni matice S; €
M,,.n, (F) takové, ze pro viechny takto ziskané matice C a

S 0 ... 0

0 S, 0
S =

0o ... 0 S,

je ST1CS diagondlni matice. Pak pro véechna A € A a Q := RS je Q7 1AQ
diagonalni matice. O

Vétu muzeme formulovat i tak, ze pokud mnozina matic komutuje, pak 1ze najit
spoletnou bézi z vlastnich vektoru. Je-li spektrum prosté, staci spocitat vlastni
vektory jedné matice a ty budou vlastnimi vektory i pro ostatni.

CVICENI

(1) (4) Sestavte charakteristicky polynom matice

3 2 3
2 -1 4
3 1 3
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(2) (4) Najdéte vlastni ¢isla matice

1.0 00
1100
0 011
0 0 2 3

(3) (4) Najdéte vlastni ¢isla a vlastni vektory matice

(553)

(4) (4) Najdéte matici pfechodu od béze vlastnich vektoru do kanonické béze

pro matici
2 2
-1 5

(5) (4) Overte, ze bdze vlastnich vektoru nésledujici matice je ortogondlnf
(vzhledem ke standarnimu skaldrnimu souc¢inu):

(2 1)

(6) (4) Diagonalizujte matici

(7) (4) Necht

(1) (1)

Najdéte matici U takovou, ze UAU ' = B.
(8) (4) Dokazte, ze matice je reguldrni, pravé kdyz vsechna jeji vlastni ¢isla
jsou nenulova.
(9) (4) Najdete néjakou matici 2x2, kterd neni hornf ani doln{ trojihelnikova
a ma vlastni ¢isla b a 6.
(10) (4) Urcete koeficient u A? v charakteristickém polynomu matice

11 0 0
01 -1 0
1 0 1 -2
2 1 0 0

(11) (4) Overte Cayley-Hamiltonovu vétu pro matici

(t4)

piimym dosazenim do charakteristického polynomu.
(12) (4) Zapiste
A B\
C D

jako blokovou matici.
(13) (4) Zapiste

jako blokovou matici.
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(14) (4) Ovefte, ze matice

(5 ) ()

jsou soucasné diagonalizovatelné a jejich diagonalizaci proved'te.
(15) (38) Spoctéte vlastni ¢isla a vlastni vektory zobrazeni f : P?(z,C) —
P?(z,C) daného vztahem

f(a+bx+ cx?) = (5a + 6b + 2¢) — (a + 8b)x + (a — 2¢)z?
(16) (3) Diagonalizujte matici

4 -3 1
A= 2 -1 1
0 0 2
(17) (3) Diagonalizujte matici
0 1 2
A= 2 3 0
0 4 5

(18) (3) Dokazte, ze matice

1 ¢
A =
neni diagonalizovatelna pro zadné nenulové c.

(19) (3) Rekurentni posloupnost a, 12 = ant1+2ay,, a1 = ag = 1 lze formulovat
jako zobrazeni f : R? — R? dané vztahem

fe an N e N QAn+1
an+1 an+2 an+1 + (079

Diagonalizujte matici tohoto zobrazeni a vypoctéte jeji n-tou mocninu. Od-
vod'te odtud vztah pro n-ty &len posloupnosti.

(20) (3) V prostoru redlnych polynomt stupné nejvyse 2 najdéte bazi, v niz
je matice zobrazeni T, které redlnému polynomu f(z) pfifazuje polynom
(Tf)(z) = £(0) + f(1)(z + 2?), diagonélni.

(21) (3) Rozmyslete si, kterd tvrzeni lemmatu o vlastnostech blokové diagonélnich
matic lze zobecnit pro matice typu

(0 5)

(22) (2) Dokazte, ze pokud A je matice takovd, ze kazdy jeji fddek m4 soucet
¢, pak je ¢ kofenem jejiho charakteristického polynomu. Dokazte totéz pro

sloupce.
(23) (2) Spocitejte charakteristicky polynom matice
0 1 0o ... 0
0 0 ... 0
0 . 0 0 1
~pPo —P1 P2 .-+ “Pn-1

(24) (2) Vypoctéte pomoci Hamilton-Cayleovy véty (bez uréen{ vlastnich ¢isel)

12 1\%
10 1
1 2 -1
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(2) Spoctéte vlastni ¢isla a vektory zobrazeni F' : Maa(C) — Maa(C) defi-
novaného predpisem

a b\ 2c a+c
F(cd>_(b—2c d )
(2) Urcete limitu

m

L (7T -9 -5
lim — 3 7 3
meree 3 -9 —11

(2) Kazdy rok se 1/10 z celkovych K obyvatel Kocourkova odstéhuje do
Tramtérie a 1/5 z celkovych T obyvatel Tramtdrie se zase odstéhuje do
Kocourkova. Kdo se neodstéhuje, zustava na misté. Uréete matici zobra-
zeni, které pritazuje vektoru (K, T) vektor poc¢tu obyvatel pristi rok a poté
urcete, kolik obyvatel bude kde bydlet az naprsi a uschne (tj. za 42 let).
(2) Spocitejte pravdépodobnost vitézstvi ve hie hrané na hracim pldnu se
Ctyfmi policky 1,2,3,4. Na zacatku je figurka na poli 2, dosdhnout pole 4 je
prohra, dosdhnout pole 1 je vitézstvi. V kazdém tahu si hodime kostkou a
na 1,2 posuneme figurku o jedno pole doleva, na 3,4,5,6 o jedno pole do-
prava. Pouzijte pii tom vlastni ¢isla a limitni pfechod, pfipadny alternativni
vypocet jen jako kontrolu.

(2) Ozna¢me O(n) = {A € M(n x n)|ATA = E} a SO(n) := O(n) N
{A|det A = 1}. Ukaizte, Ze pro libovolnd matice A € SO(3) zachovivd
né&jaky vektor v € R a v roviné na né&j kolmé piisobi jako rotace o thel
L(TrA-1).

(2) Na kruznici se pohybuji bez t¥eni dvé télesa, prvni md hmotnost m a
velikost rychlosti ug, druhé ma hmotnost M a velikost rychlosti vg. Rychlosti
nejsou stejné a zaroven stejné orientované, tedy casem dojde ke srazce.
Povazujme vSechny srazky za dokonale pruzné a ozna¢me wu,;,v; velikosti
rychlosti obou téles po i-té srazce. Sestavte soustavu diferencnich rovnic,
jiz se tato posloupnost dvojic velikosti rychlosti idi a vyfreste ji.

(2) Dokazte, ze redlnd matice lichého fddu m4 alespon jedno redlné vlastni
cislo.

(1) Oznacme koeficienty charakteristického polynomu vyjddienim y4(A) =
A"+ DAL+ ..+ D,,. Dokazte, ze Tr(A™) = > A", kde \; jsou vlastn{
¢isla A, a pomoci tohoto tvrzeni tvrzeni a Vietovych vztahu pro D; dokazte
rekurentni formuli

mDy, + Dy 1Tr(A) + Dy _oTr(A%) + ...+ Tr(A™) =0,1<m<n

Vyuzijte toho k napsani charakteristického polynomu ve stupni 3 a 4 pouze
pomoci stop mocnin A.

(1) Dokazte, ze pro libovolnou matici A a libovolny polynom p(z) plati
o(p(4)) = o(p(A)) (Véta o obrazu spektra). Dokazte odtud, ze p(A4) je
reguldrni, prévé kdyz zaddné vlastni ¢islo A neni korenem p(x).

(1) Necht 7 € S,,. Ozna¢me E, matici kterd se dostane z jednotkové matice
E,, permutaci jejich fddku pomoci permutace w. Dokazte, ze pro kazdou
matici X € M,,,, (F) existuji permutace w € S,,, p € S,, takové, Ze v matici

EﬂXEpz(é g)

je podmatice A reguldrni a jeji rovnost je rovna hodnosti X. Takovému
zapisu X se iikd blokovy zdpis s plnou hodnosti. Tvrzeni ks, Ze u
kazdé matice lze preusporddat fadky a sloupce tak, aby prvnich h(X) fadka
tvofilo bézi fddkového prostoru a prvnich h(X) sloupcu bézi sloupcového.
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A B
(& p)
je blokovy zapis s plnou hodnosti. Dokazte, ze pak D = CA™'B.
(1) Pomoci predchoziho cviceni (anebo i bez néj) dokazte, Ze pro matici
X typu m x n hodnosti r existuji matice W typu m x r a Y typu r x n

takové, ze X = WY. Matice W a Y maji plnou hodnost, proto se tomu
tiké faktorizace s plnou hodnosti.

(1) Pro matici
A B
(e )

kde A je reguldrni, definujme Z := D — CA™'B, tzv. Schuriv doplnék
A v X. Je vidét, ze pokud jde o blokovy zapis s plnou hodnosti, je Z = 0.
Dokazte, ze det X = det Adet Z. Napovéda: Rozlozte X na soucin blokové
dolni trojihelnikové matice a blokové horni trojihelnikové matice.

(1) Necht
A B
(& 5),
kde A, D a X jsou regularni. Dokazte, ze pak je i Z regularni a
Y-1_ ( A-Y E+BZ71CA™Y) —A"lBZ7! )

(1) Necht

—-Z 'CA™! z-t



