
ZÁPISEK PRVNÍ O DIAGONALIZACI MATIC

LAF, LS10/11, DALIBOR ŠMÍD

Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory

Vektorové prostory v tomto a následuj́ıćım odd́ıle budou mı́t všechny konečnou
dimenzi a budou komplexńı.

Definice. Č́ıslo � ∈ ℂ je vlastńım č́ıslem endomorfismu f ∈ End(V ), pakliže pro
nějaký nenulový vektor v ∈ V plat́ı f(v) = �v. Každý vektor, který toto splňuje,
se nazývá vlastńım vektorem f př́ıslušným vlastńımu č́ıslu �.

Poznámky:

(1) Pokud v, w jsou vlastńı vektory f př́ıslušné �, pak ∀a, b ∈ ℂ je av + bw
vlastńım vektorem f př́ıslušným �. Lze tedy mluvit o vlastńım podpro-
storu př́ıslušném vlastńımu č́ıslu �. Do vlastńıho podprostoru patř́ı i nu-
lový vektor, ale samotný nulový podprostor podle definice neńı vlastńım
podprostorem.

(2) Zobrazeńı f : Pn(x,ℂ) → Pn(x,ℂ) definované jako derivace polynomu
[f(p)](x) := p′(x) má jediné vlastńı č́ıslo 0, př́ıslušný vlastńı podprostor je
tvořen konstantńımi polynomy.

(3) Zvoĺıme-li bázi M ⊂ V , pak f(v) = �v znamená (f)MM (v)M = �(v)M .
Mluv́ıme pak o vlastńıch č́ıslech (a vektorech) matice (f)MM .

(4) Pro diagonálńı matici D = diag(d1, . . . , dn) jsou vlastńımi č́ısly matice
D jej́ı diagonálńı prvky d1, . . . , dn a př́ıslušné vlastńı vektory jsou prvky
kanonické báze e1, . . . , en ∈ ℂn. Matici horńı nebo dolńı trojúhelńıková se
stejnou diagonálou má stejná vlastńı č́ısla, ale jiné vlastńı vektory.

(5) Pokud Ax = �x a A je regulárńı, pak A−1x = �−1x, čili inverzńı matice
má stejné vlastńı vektory, ale převrácená vlastńı č́ısla.

(6) Pokud A = Q−1BQ, pak Ax = �x znamená BQx = �Qx, tedy � je
vlastńım č́ıslem B s vlastńım vektorem Qx. Podobné matice maj́ı tedy
stejná vlastńı č́ısla. To je vlastně jen d̊usledek skutečnosti, že vlastńı č́ısla
endomorfismu jsou vlastńımi č́ısly jeho matice vzhledem ke kterékoli bázi
prostoru V .

(7) Č́ıslo � je vlastńı č́ıslo f právě když endomorfismus f −�1V má netriviálńı
jádro. Jeho (libovolná) matice (f)MM−�E je v takovém př́ıpadě singulárńı,
jinými slovy, det((f)MM − �E) = 0.

Definice. Charakteristickým polynomem endomorfismu f rozumı́me

pf (�) := det(A− �E),

kde A = (f)MM vzhledem k nějaké bázi M . Množinu všech kořen̊u pf nazýváme
spektrum endomorfismu f , znač́ıme �(f).

Poznámky:
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(1) Charakteristický polynom nezáviśı na volbě báze. Pokud B = QAQ−1 je
matice f vzhledem k jiné bázi, pak

det(B − �E) = det(QAQ−1 − �QQ−1)

= detQdet(A− �E) detQ−1 = det(A− �E)

(2) Podobně jako u vlastńıch č́ısel a vektor̊u zavád́ıme charakteristický po-
lynom matice pA(�) a spektrum matice �(A).

(3) Spektrum je definováno jako množina, ale často se mlčky předpokládá, že
nese informaci i o násobnosti kořen̊u. Je to tedy striktně vzato tzv. mul-
timnožina.

(4) Spektrum je vždy neprázdné, protože každý polynom s komplexńımi koefici-
enty má alespoň jeden komplexńı kořen (Základńı věta algebry). S násobnostmi
má každý endomorfismus f ∈ End(V ) právě dimV vlastńıch č́ısel.

(5) Protože pA = pAT , je �(A) = �(AT ).
(6) Absolutńı člen polynomu je roven jeho hodnotě v nule, proto absolutńım

členem pA(�) je detA.
(7) Charakteristický polynom lze rozepsat

det(A− �E) =

n∏
i=1

(aii − �) + . . . = (−�)n +
∑
i=1

aii(−�)n−1 + . . . ,

kde členy označené trojtečkou nemohou obsahovat � ve vyšš́ı mocnině než
n− 2. Celkově tedy

pA(�) = (−�)n + TrA(−�)n−1 +

n−2∑
i=1

Ai(−�)i + detA

Popsat č́ısla Ai je trochu komplikovaněǰśı, ale ne o moc: jsou to součty všech
hlavńıch minor̊u matice A stupně i.

(8) Pomoćı Viètových vztah̊u se daj́ı koeficienty pA vyjádřit v termı́nech vlastńıch
č́ısel. Pokud �(A) = {�1, . . . , �n} jakožto multimnožina, pak např́ıklad
detA =

∏n
i=1 �i a TrA =

∑n
i=1 �i.

Věta (Cayleyova-Hamiltonova). Pokud dosad́ıme matici A do jej́ıho charakteris-
tického polynomu, dostaneme nulovou matici, čili pA(A) = 0.

D̊ukaz. Z věty o rozvoji determinantu podle řádku máme
n∑
k=1

(aik − ��ik)(−1)j+k(A− �E)(j),(k) = pA(�)�ij

Každý prvńı minor (A− �E)(j),(k) je polynom stupně nejvýše n− 1, označme jeho
koeficienty takto:

(−1)j+k(A− �E)(j),(k) =: (B0)kj + (B1)kj�+ . . .+ (Bn−1)kj�
k−1

Źıskali jsme n matic Bi splňuj́ıćıch vztahy

AB0 = p0E

AB1 −B0 = p1E

...

ABn−1 −Bn−2 = pn−1E

Bn−1 = pnE,

kde pi jsou koeficienty pA(�) =
∑n
i=0 pi�

i. Nyńı stač́ı vynásobit i-tou rovnici matićı
Ai−1 a všechny seč́ıst, dostaneme 0 = pA(A). □
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Poznámka. Proč nefunguje d̊ukaz pA(A) = det(A−AE) = 0? Dosadit matici B do
polynomu pA(�) lze, stejně jako spoč́ıtat det(A−BE). Ale pA(B) je matice, kdežto
det(A−BE) č́ıslo, čili to nemůže být totéž.

Př́ıklady:

(1) Matice (
0 0
0 0

)
,

(
0 1
0 0

)
maj́ı obě charakteristický polynom �2, jediným vlastńım č́ıslem je nula.
Maj́ı ale r̊uznou hodnost, tedy nemohou být podobné. Podobné matice
tedy maj́ı stejné charakteristické polynomy, ale opačná implikace neplat́ı.
Vlastńım vektorem prvńı matice je kterýkoli vektor v ℂ2, zat́ımco vlastńı
vektor druhé matice je e1 ≡ (1, 0) (a jeho násobky).

(2) Matice

A =

⎛⎝ 0 1 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎠
má charakteristický polynom −�3 a podle Cayleovy-Hamiltonovy věty plat́ı
A3 = 0, což je hned vidět i z matice samotné. Plat́ı dokonce A2 = 0, tedy
matice nuluje i polynom mA(�) = �2. Polynom mA(�) má nejmenš́ı možný
stupeň mezi všemi polynomy, které dávaj́ı nulu po dosazeńı A, takový po-
lynom se nazývá minimálńı polynom matice A. Vid́ıme, že charakte-
ristický polynom obecně neńı minimálńım polynomem matice. Jaké jsou
vlastńı vektory A?

(3) Charakteristický polynom matice

A =

(
5 1
−3 1

)
je

(−�)2 + TrA(−�) + detA = �2 − 6�+ 8 = (�− 2)(�− 4)

Pro vlastńı č́ıslo �1 = 2 tedy hledáme vektory x ∈ ℂ2 splňuj́ıćı (A−2E)x =
0, čili řešeńı homogenńı soustavy rovnic s matićı

A− 2E =

(
3 1
−3 −1

)
Vlastńı podprostor př́ıslušný 2 je tedy ⟨v1⟩, kde v1 = (1,−3). Podobně
vlastńı podprostor př́ıslušný �2 = 4 je lineárńı obal v2 = (1,−1). Vid́ıme,
že množina M = {v1, v2} je báze ℂ2. Pokud budeme chápat A jako matici
homomorfismu fA vzhledem ke kanonickým báźım, pak

(fA)MM = (1)MK(fA)KK(1)KM

=
1

2

(
−1 −1
3 1

)(
5 1
−3 1

)(
1 1
−3 −1

)
=

(
2 0
0 4

)
V bázi z vlastńıch vektor̊u má tedy matice diagonálńı tvar, což odpov́ıdá
tomu, že tyto vektory homomorfismus fA jenom vynásob́ı př́ıslušným vlastńım
č́ıslem.

(4) Rotace o úhel � ∕= k� ve dvojrozměrném prostoru na prvńı pohled vlastńı
vektory mı́t nemůže, protože žádný směr se při otočeńı nezobraźı na sv̊uj
násobek. Uvažujme pro jednoduchost rotaci o �

2 , která je dána matićı(
cos �2 sin �

2
− sin �

2 cos �2

)
=

(
0 1
−1 0

)
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Charakteristický polynom �2 + 1 má kořeny ±i, př́ıslušné vlastńı vektory
jsou (1,±i) a diagonalizace vypadá

1

2

(
1 −i
1 i

)(
0 1
−1 0

)(
1 1
i −i

)
=

(
i 0
0 −i

)
Vid́ıme tedy, že vlastńı č́ısla a vektory existuj́ı d́ıky tomu, že jsme se rozhodli
celou úlohu řešit v komplexńım prostoru.

Diagonalizovatelnost matice

Pokud � je vlastńı č́ıslo f ∈ End(V ), pak př́ıslušným vlastńım podprosto-
rem je Ker(f − �1V ). Dimenzi tohoto podprostoru V nazýváme geometrickou
násobnost́ı vlastńıho č́ısla �, abychom ji rozlǐsili od násobnosti algebraické,
definované jako jeho násobnost coby kořenu pf . Tyto násobnosti se obecně mohou
lǐsit, jak ukazuje prvńı př́ıklad výše. Jejich rovnost je kritériem, kdy je možné matici
převést na diagonálńı tvar:

Věta (Kritérium diagonalizovatelnosti matice). Necht’ f ∈ End(V ). Pokud se pro
každé vlastńı č́ıslo rovnaj́ı jeho algebraická a geometrická násobnost, pak existuje
báze V sestávaj́ıćı z vlastńıch vektor̊u f . V této bázi má matice f diagonálńı tvar s
vlastńımi č́ısly na diagonále.

D̊ukaz. Pro každý prvek �(f) = {�1, . . . , �q}, kde �i jsou vzájemně r̊uzná vlastńı
č́ısla s algebraickými násobnostmi m1, . . . ,mq, označme Vi := Ker(f − �i1V ).
Uvažujme libovolnou q-tici nenulových vektor̊u v1, . . . , vq, přičemž vi ∈ Vi. Ukážeme,
že jsou lineárně nezávislé. Pokud by nebyly, mohli bychom z nich vybrat lineárně
nezávislou vlastńı podmnožinu {vi1 , . . . , vik}, která má stejný lineárńı obal jako
{v1, . . . , vq}. Pro j /∈ {i1, . . . , ik} lze vj vyjádřit jako lineárńı kombinaci ostatńıch

vj =
∑k
p=1 �pvip . Pak ale

�j

k∑
p=1

�pvip = �jvj = f(vj) =

k∑
p=1

�pf(vip) =

k∑
p=1

�p�ipvip

Tedy
∑k
p=1 �p(�ip−�j)vip = 0. Protože jsme vlastńı č́ısla brali vzájemně r̊uzná a �p

také nemohou být všechny nula, dostáváme spor s lineárńı nezávislost́ı {vi1 , . . . , vik}.
Lineárńı nezávislost libovolné q-tice v1, . . . , vq, vi ∈ Vi znamená, že žádný pod-

prostor Vi neńı ve spojeńı
⋁
i ∕=j Vj všech ostatńıch. Proto prostory Vi tvoř́ı direktńı

součet, jeho dimenze n′ := dim
⊕q

i=1 Vi je rovna součtu dimenźı jednotlivých Vi,
tedy součtu geometrických násobnost́ı všech vlastńıch č́ısel. Pokud se rovnaj́ı al-
gebraické a geometrické násobnosti všech vlastńıch č́ısel, pak n′ je rovno stupni
charakteristického polynomu, čili dimV . Pak ale V =

⊕q
i=1 Vi a bázi V lze zkon-

struovat jako M :=
∪q
i=1Mi, kde Mi je libovolná báze Vi.

Tvar matice f v bázi M plyne z definice matice homomorfismu. □

Poznámky:

(1) Speciálńım př́ıpadem je tzv. prosté spektrum, kdy maj́ı všechna vlastńı
č́ısla algebraickou násobnost 1. Z d̊ukazu věty plyne, že když ke každému
vlastńımu č́ıslu zvoĺıme libovolný vlastńı vektor, bude tato množina lineárně
nezávislá. Protože je vlastńıch č́ısel n, muśı to být báze. Z toho je vidět, že
v takovém př́ıpadě jsou všechny geometrické násobnosti také jedna.

(2) Pokud B = QAQ−1, pak

Bn = QAQ−1QAQ−1 . . . QAQ−1 = QAnQ−1
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Protože⎛⎜⎜⎜⎝
�1 0 . . . 0
0 �2 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0 �n

⎞⎟⎟⎟⎠
p

=

⎛⎜⎜⎜⎝
�p1 0 . . . 0
0 �p2 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0 �pn

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

představuje diagonalizace nástroj k výpočtu libovolné mocniny, potažmo
libovolného polynomu matice.

Blokový zápis matice

Pokud U = V ⊕W je vektorový prostor, je možné každý vektor u ∈ U jedno-
značně rozložit na součet u = v + w, kde v ∈ V a w ∈ W . Necht’ f je lineárńı
zobrazeńı z U do X a X = Y ⊕ Z. Pak f(u) = f(v) + f(w) ∈ X a každý sč́ıtanec
je možné rozložit na součet vektoru z Y a ze Z. Dostáváme tak čtyři zobrazeńı

g : V → Y

ℎ : V → Z

i : W → Y

j : W → Z,

která představuj́ı dohromady jiné ekvivalentńı vyjádřeńı f . Pro libovolné báze N ⊂
V a O ⊂ W je jejich sjednoceńı M = N ∪ O báźı U , podobně lze sestrojit bázi
P = Q ∪ R prostoru X ze dvou báźı Q ⊂ Y a R ⊂ Z. Matice f vzhledem k této
bázi je

(f)PM =

(
A B
C D

)
,

kde A = (g)QN , B = (i)QO, C = (ℎ)RN a D = (j)RO. Složeńı s homomorfismem
f ′ : X → X ′, kde X ′ = Y ′ ⊕ Z ′ s bázemi P ′ = Q′ ∪ R′ lze názorně chápat jako
diagram

V g //
ℎ

UUUUUU

**UUUUUUUUUUUUUUUU
Y g′ //

ℎ′UUUUUU

**UUUUUUUUUUUUUUU
Y ′

⊕ ⊕ ⊕

W j //
iiiiiii

44iiiiiiiiiiiiiiii

Z j′ //
i′iiiiii

44iiiiiiiiiiiiiii

Z ′

a jeho matice je

(f ′ ∘ f)P ′M = (f ′)P ′P (f)PM =(
A′ B′

C ′ D′

)(
A B
C D

)
=

(
A′A+B′C A′B +B′D
C ′A+D′C C ′B +D′D

)
,

kde např́ıklad

A′B +B′D = (g′)Q′Q(i)QO + (i′)Q′R(j)RO

v diagramu odpov́ıdá složeńı šipek podle obou možných cest jdoućıch z W do Y ′.
Tedy násobeńı blokových matic je formálně podobné násobeńı matic s č́ısly, pouze
nesmı́me zapomı́nat, že matice nekomutuj́ı a tedy A′B +B′D neńı totéž co BA′ +
DB′ Přesněji že to druhé

v̊ubec nemuśı dávat
smysl.

Obecně mohou být vektorové prostory U a X direktńım součtem v́ıce podpro-
stor̊u, U =

⊕n
j=1 Uj , X =

⊕m
i=1Xi, s bázemi danými sjednoceńım báźı direktńıch

sč́ıtanc̊u M =
∪
Mj , Mj ⊂ Uj , N =

∪
Ni, Ni ⊂ Xi. Každý vektor x ∈ X je možné

zapsat jednoznačně jako
∑
xj , kde xj ∈ Xj , což definuje pro každé j zobrazeńı

�j : X → Xj , které vektoru x přǐrad́ı jeho projekci xj . Lze pak zavést lineárńı Nejde o projekci or-
togonálńı, protože o
skalárńım součinu tu
v̊ubec neńı řeč, na X
nemuśı být zaveden

zobrazeńı

fij := �i ∘ f ∣Uj
: Uj → Xi,
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která zobecňuj́ı dř́ıve definovaná zobrazeńı g, ℎ, i, j a zapsat matici homomorfismu
jako

(f)NM ≡ A =

⎛⎜⎜⎜⎝
A11 A12 . . . A1n

A21 A22 . . . A2n

...
. . .

...
Am1 Am2 0 Amn

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

kde Aij je matice (fij)Ni,Mj
. Maticový počet pro matice se čtyřmi bloky se snadno

zobecńı na matice s mn bloky. Matice Aij mohou samy o sobě mı́t daľśı blokovou
strukturu, která odpov́ıdá rozděleńı každého direktńıho sč́ıtance Uj , Xi na nějaký
direktńı součet jeho podprostor̊u.

Blokově diagonálńı matice

Pokud je f endomorfismus, tedy U = X, jsou diagonálńı bloky Aii čtvercové.
Pokud jsou nav́ıc všechny mimodiagonálńı bloky nulové, mluv́ıme o matici blokově
diagonálńı.

Lemma (Vlastnosti blokově diagonálńıch matic). Necht’ A ∈Mkk(F), B ∈Mll(F),

X =

(
A 0
0 B

)
je blokově diagonálńı matice. Pak

(1) TrX = TrA+ TrB
(2) detX = detAdetB
(3) pX(�) = pA(�)pB(�)
(4) �(X) = �(A) ∪ �(B)
(5) Pokud X je regulárńı, pak A i B jsou regulárńı a Necht’

X−1 =

(
A−1 0
0 B−1

)
∈Mk+l,k+ln(F)

(6) Pokud A ∼ A′ a B ∼ B′, pak(
A 0
0 B

)
∼
(
A′ 0
0 B′

)
D̊ukaz. Prvńı tvrzeńı plyne okamžitě z definice stopy. Pro druhé pǐsme definici
determinantu

detX :=
∑

�∈Sk+l

sgn(�)x1�(1)x2�(2) . . . xk+l,�(k+l)

a označme M1 := {1, . . . , k} a M2 := {k + 1, . . . , k + l}. Sč́ıtance odpov́ıdaj́ıćı
permutaćım, které nezobrazuj́ı množinu M1 do sebe, obsahuj́ı aspoň jeden prvek
xij , kde i ∈M1 a j ∈M2, který lež́ı mimo diagonálńı bloky a tedy je nulový. Každá
permutace, která zbyde, je tedy složeńım �1 a �2, kde Supp�i ⊂Mi. Pak �i můžeme chápat

také jako permutaci
pouze na množině Mi

detX =
∑

(�1,�2)∈Sk×Sl

sgn(�1) sgn(�2)a1,�1(1) . . . ak,�1(k)b1,�2(1) . . . bl,�2(l),

což je vlastně detAdetB. Daľśı tři tvrzeńı plynou z druhého a z definic. Pro posledńı
stač́ı jen ověřit, že pokud A′ = PAP−1 a B′ = QBQ−1, pak(

A′ 0
0 B′

)
=

(
P 0
0 Q

)(
A 0
0 B

)(
P−1 0
0 Q−1

)
□

Lemma lze samozřejmě okamžitě zobecnit na matice s libovolným počtem dia-
gonálńıch blok̊u.
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Diagonalizovatelnost množiny matic

Definice. Řekneme, že množina A ⊂Mnn(ℂ) matic je současně diagonalizova-
telná, pokud existuje regulárńı matice Q ∈Mnn(ℂ) taková, že ∀A ∈ A je Q−1AQ
diagonálńı matice.

Pokud A,B ∈ A a DA := Q−1AQ a DB := Q−1BQ jsou diagonálńı, pak

AB = QDAQ
−1QDBQ

−1 = QDADBQ
−1 = QDBDAQ

−1 = BA,

tedy AB nutně komutuj́ı. Ukážeme, že je to i postačuj́ıćı podmı́nka:

Věta (O diagonalizaci množiny matic). Necht’ A ⊂ Mnn(F) je množina diagona-
lizovatelných matic. Pak A je současně diagonalizovatelná, právě když každé dvě
matice v ńı komutuj́ı.

D̊ukaz. Zbývaj́ıćı implikaci dokážeme indukćı podle n. Matice 1×1 komutuj́ı všechny
a všechny jsou automaticky diagonálńı, takže neńı co dokazovat. Uvažujme A
množinu komutuj́ıćıch diagonalizovatelných matic typu n × n, n > 1, kterě nejsou
všechny skalárn (tj. nejsou násobkem jednotkové matice). Vyberme A ∈ A, která
neńı skalárńı, takže existuje regulárńı matice R taková, že D := R−1AR je dia-
gonálńı. Pro každou matici B ∈ A plat́ı, že C := R−1BR komutuje s D. Matici D
můžeme psát v blokově diagonálńım tvaru⎛⎜⎜⎜⎝

�1En1 0 . . . 0
0 �2En2 0
...

. . .
...

0 . . . 0 �mEnm

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

kde �i jsou navzájem r̊uzná. Je snadno vidět, že C muśı být také blokově diagonálńı

C =

⎛⎜⎜⎜⎝
C1 0 . . . 0
0 C2 0
...

. . .
...

0 . . . 0 Cm

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

kde Ci ∈ Mnini
(F). Podle indukčńıho předpokladu existuj́ı regulárńı matice Si ∈

Mnini(F) takové, že pro všechny takto źıskané matice C a

S :=

⎛⎜⎜⎜⎝
S1 0 . . . 0
0 S2 0
...

. . .
...

0 . . . 0 Sm

⎞⎟⎟⎟⎠
je S−1CS diagonálńı matice. Pak pro všechna A ∈ A a Q := RS je Q−1AQ
diagonálńı matice. □

Větu můžeme formulovat i tak, že pokud množina matic komutuje, pak lze naj́ıt
společnou bázi z vlastńıch vektor̊u. Je-li spektrum prosté, stač́ı spoč́ıtat vlastńı
vektory jedné matice a ty budou vlastńımi vektory i pro ostatńı.

Cvičeńı

(1) (4) Sestavte charakteristický polynom matice⎛⎝ 3 2 3
2 −1 4
3 1 3

⎞⎠
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(2) (4) Najděte vlastńı č́ısla matice⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
1 1 0 0
0 0 1 1
0 0 2 3

⎞⎟⎟⎠
(3) (4) Najděte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice(

1 1
−3 5

)
(4) (4) Najděte matici přechodu od báze vlastńıch vektor̊u do kanonické báze

pro matici (
2 2
−1 5

)
(5) (4) Ověřte, že báze vlastńıch vektor̊u následuj́ıćı matice je ortogonálńı

(vzhledem ke standarńımu skalárńımu součinu):(
1 2
2 1

)
(6) (4) Diagonalizujte matici (

0 2
5 −3

)
(7) (4) Necht’

A =

(
1 4
1 1

)
, B =

(
2 3
1 0

)
Najděte matici U takovou, že UAU−1 = B.

(8) (4) Dokažte, že matice je regulárńı, právě když všechna jej́ı vlastńı č́ısla
jsou nenulová.

(9) (4) Najděte nějakou matici 2x2, která neńı horńı ani dolńı trojúhelńıková
a má vlastńı č́ısla 5 a 6.

(10) (4) Určete koeficient u �2 v charakteristickém polynomu matice⎛⎜⎜⎝
1 1 0 0
0 1 −1 0
1 0 1 −2
2 1 0 0

⎞⎟⎟⎠
(11) (4) Ověřte Cayley-Hamiltonovu větu pro matici(

a b
c d

)
př́ımým dosazeńım do charakteristického polynomu.

(12) (4) Zapǐste (
A B
C D

)T
jako blokovou matici.

(13) (4) Zapǐste (
En Q
0 Em

)−1

jako blokovou matici.
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(14) (4) Ověřte, že matice

A =

(
5 6
−3 −4

)
, B =

(
−1 −4

2 5

)
jsou současně diagonalizovatelné a jejich diagonalizaci proved’te.

(15) (3) Spočtěte vlastńı č́ısla a vlastńı vektory zobrazeńı f : P 2(x,ℂ) →
P 2(x,ℂ) daného vztahem

f(a+ bx+ cx2) = (5a+ 6b+ 2c)− (a+ 8b)x+ (a− 2c)x2

(16) (3) Diagonalizujte matici

A =

⎛⎝ 4 −3 1
2 −1 1
0 0 2

⎞⎠
(17) (3) Diagonalizujte matici

A =

⎛⎝ 0 1 2
2 3 0
0 4 5

⎞⎠
(18) (3) Dokažte, že matice

A =

(
1 c
0 1

)
neńı diagonalizovatelná pro žádné nenulové c.

(19) (3) Rekurentńı posloupnost an+2 = an+1 +2an, a1 = a2 = 1 lze formulovat
jako zobrazeńı f : ℝ2 7→ ℝ2 dané vztahem

f :

(
an
an+1

)
→
(
an+1

an+2

)
=

(
an+1

an+1 + an

)
Diagonalizujte matici tohoto zobrazeńı a vypočtěte jej́ı n-tou mocninu. Od-
vod’te odtud vztah pro n-tý člen posloupnosti.

(20) (3) V prostoru reálných polynomů stupně nejvýše 2 najděte bázi, v ńıž
je matice zobrazeńı T , které reálnému polynomu f(x) přǐrazuje polynom
(Tf)(x) = f(0) + f(1)(x+ x2), diagonálńı.

(21) (3) Rozmyslete si, která tvrzeńı lemmatu o vlastnostech blokově diagonálńıch
matic lze zobecnit pro matice typu(

A C
0 B

)
(22) (2) Dokažte, že pokud A je matice taková, že každý jej́ı řádek má součet

c, pak je c kořenem jej́ıho charakteristického polynomu. Dokažte totéž pro
sloupce.

(23) (2) Spoč́ıtejte charakteristický polynom matice⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0 0 1
−p0 −p1 −p2 . . . −pn−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(24) (2) Vypočtěte pomoćı Hamilton-Cayleovy věty (bez určeńı vlastńıch č́ısel)⎛⎝ 1 2 1

1 0 1
1 2 −1

⎞⎠25
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(25) (2) Spočtěte vlastńı č́ısla a vektory zobrazeńı F : M22(ℂ) → M22(ℂ) defi-
novaného předpisem

F

(
a b
c d

)
=

(
2c a+ c

b− 2c d

)
(26) (2) Určete limitu

lim
m→∞

1

4m

⎛⎝ 7 −9 −15
3 7 3
3 −9 −11

⎞⎠m

(27) (2) Každý rok se 1/10 z celkových K obyvatel Kocourkova odstěhuje do
Tramtárie a 1/5 z celkových T obyvatel Tramtárie se zase odstěhuje do
Kocourkova. Kdo se neodstěhuje, z̊ustává na mı́stě. Určete matici zobra-
zeńı, které přǐrazuje vektoru (K,T ) vektor počtu obyvatel př́ı̌st́ı rok a poté
určete, kolik obyvatel bude kde bydlet až naprš́ı a uschne (tj. za 42 let).

(28) (2) Spoč́ıtejte pravděpodobnost v́ıtězstv́ı ve hře hrané na hraćım plánu se
čtyřmi poĺıčky 1,2,3,4. Na začátku je figurka na poli 2, dosáhnout pole 4 je
prohra, dosáhnout pole 1 je v́ıtězstv́ı. V každém tahu si hod́ıme kostkou a
na 1,2 posuneme figurku o jedno pole doleva, na 3,4,5,6 o jedno pole do-
prava. Použijte při tom vlastńı č́ısla a limitńı přechod, př́ıpadný alternativńı
výpočet jen jako kontrolu.

(29) (2) Označme O(n) := {A ∈ M(n × n)∣ATA = E} a SO(n) := O(n) ∩
{A∣detA = 1}. Ukažte, že pro libovolná matice A ∈ SO(3) zachovává
nějaký vektor v ∈ ℝ3 a v rovině na něj kolmé p̊usob́ı jako rotace o úhel
1
2 (TrA− 1).

(30) (2) Na kružnici se pohybuj́ı bez třeńı dvě tělesa, prvńı má hmotnost m a
velikost rychlosti u0, druhé má hmotnost M a velikost rychlosti v0. Rychlosti
nejsou stejné a zároveň stejně orientované, tedy časem dojde ke srážce.
Považujme všechny srážky za dokonale pružné a označme ui, vi velikosti
rychlosti obou těles po i-té srážce. Sestavte soustavu diferenčńıch rovnic,
j́ıž se tato posloupnost dvojic velikost́ı rychlost́ı ř́ıd́ı a vyřešte ji.

(31) (2) Dokažte, že reálná matice lichého řádu má alespoň jedno reálné vlastńı
č́ıslo.

(32) (1) Označme koeficienty charakteristického polynomu vyjádřeńım �A(�) =
�n +D1�

n−1 + . . .+Dn. Dokažte, že Tr(Am) =
∑
�mi , kde �i jsou vlastńı

č́ısla A, a pomoćı tohoto tvrzeńı tvrzeńı a Vietových vztahu pro Di dokažte
rekurentńı formuli

mDm +Dm−1Tr(A) +Dm−2Tr(A
2) + . . .+ Tr(Am) = 0, 1 ≤ m ≤ n

Využijte toho k napsáńı charakteristického polynomu ve stupni 3 a 4 pouze
pomoćı stop mocnin A.

(33) (1) Dokažte, že pro libovolnou matici A a libovolný polynom p(x) plat́ı
�(p(A)) = �(p(A)) (Věta o obrazu spektra). Dokažte odtud, že p(A) je
regulárńı, právě když žádné vlastńı č́ıslo A neńı kořenem p(x).

(34) (1) Necht’ � ∈ Sn. Označme E� matici která se dostane z jednotkové matice
En permutaćı jej́ıch řádk̊u pomoćı permutace �. Dokažte, že pro každou
matici X ∈Mmn(F) existuj́ı permutace � ∈ Sm, � ∈ Sn takové, že v matici

E�XE� =

(
A B
C D

)
je podmatice A regulárńı a jej́ı rovnost je rovna hodnosti X. Takovému
zápisu X se ř́ıká blokový zápis s plnou hodnost́ı. Tvrzeńı ř́ıká, že u
každé matice lze přeuspořádat řádky a sloupce tak, aby prvńıch ℎ(X) řádk̊u
tvořilo bázi řádkového prostoru a prvńıch ℎ(X) sloupc̊u bázi sloupcového.
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(35) (1) Necht’

X =

(
A B
C D

)
je blokový zápis s plnou hodnost́ı. Dokažte, že pak D = CA−1B.

(36) (1) Pomoćı předchoźıho cvičeńı (anebo i bez něj) dokažte, že pro matici
X typu m × n hodnosti r existuj́ı matice W typu m × r a Y typu r × n
takové, že X = WY . Matice W a Y maj́ı plnou hodnost, proto se tomu
ř́ıká faktorizace s plnou hodnost́ı.

(37) (1) Pro matici

X =

(
A B
C D

)
,

kde A je regulárńı, definujme Z := D − CA−1B, tzv. Schur̊uv doplněk
A v X. Je vidět, že pokud jde o blokový zápis s plnou hodnost́ı, je Z = 0.
Dokažte, že detX = detAdetZ. Nápověda: Rozložte X na součin blokově
dolńı trojúhelńıkové matice a blokově horńı trojúhelńıkové matice.

(38) (1) Necht’

X =

(
A B
C D

)
,

kde A, D a X jsou regulárńı. Dokažte, že pak je i Z regulárńı a

X−1 =

(
A−1(E +BZ−1CA−1) −A−1BZ−1

−Z−1CA−1 Z−1

)


