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KAPITOLA 1

Soustavy linearnich rovnic

1. Uvod
Nejjednodussi lineérni rovnici je
20 —y =3
Popisuje pfimku v roviné. Podobné
(1) 20 +3y+z2=1

je rovnici roviny v trojrozmérném prostoru. Oboji mizeme
popsat parametricky, napriklad

resp.



Soustava dvou rovnic o0 dvou neznamych

20 —y =3
—r+3y=1

je vlastné uloha na prusecik dvou pfimek, jimz je v tomto
pfipadé bod (z,y) = (2,1). MiZeme se na ni ale divat také
jako na hledani Cisel x a y, ktera splnuji vektorovou rovnost

() (55)-(0)

Vyraz nalevo je linearni kombinace sloupcovych vektoru s
koeficienty x a y. UZ vime, ze spravné koeficienty, s nimiz
se prava strana bude rovnat levé, jsouz =2 ay = 1.

Oba dva pohledy na soustavu rovnic, fadkovy i sloup-
covy, v sobé kombinuje maticovy zapis

(5 5)0)-(0)

ktery budeme od této chvile pouzivat. Matice 2 x 2 se na-
zyvé matici soustavy linearnich rovnic.
Soustava tfi rovnic o tfech neznamych

2 31 x 1
2) 1 20 y =10
1 -2 4 2 4

odpovida uloze na hledani pruniku tfi rovin, prvni z nich je
rovina popsana rovnici[] Jedno feseni snadno odhalime ze
sloupcového tvaru: tfeti sloupec matice soustavy je stejny



jako sloupec pravych stran, takZe linearni kombinace s koe-
ficienty (z,y,z) = (0,0,1) je urCité spravné. Je to jedina
moznost? KdyZ se podivame na prvni dva sloupce, vidime,
Ze dvojnasobek prvniho minus druhy davaji také sloupec
pravych stran. DalSim feSenim je tedy (x,y, z) = (2, —1,0).
Je také snadno vidét, ze kazdy vektor tvaru

x 0 2
y |=t|l 0 ]|+Q-t)| -1 |,teR
z 1 0

je feSenim, coz je vlastné parametricky popis pfimky. Prini-
kem tfi rovin mize byt bud prazdna mnozina, bod, pfimka
nebo rovina. Prvni dvé moznosti uz jsme vyloucili a po-
sledni také nenastane, protoze to by musely v8echny ftfi
rovnice popisovat tuto jednu stejnou rovinu, coz zjevné neni
pravda. Tedy pfimka

T 2 -2
z 0 1

je Uplnym fe$enim soustavy rovnic 2|

1.1. Cviceni.

(1) Najdéte prinikrovinz —y+z=1a2x+ z = 1.

(2) Zjistéte, zda vektor (1,1,1) je linearni kombinaci
vektord (—1,2,1) a (3,—1,1).

(3) Najdéte kvadraticky polynom, ktery prochazi body
[0,1], [1,0] a [2,1].



(4) Najdéte vSechny kvadratické polynomy, které pro-
chazeji body [—1,1] a [1, 3].

2. Vlastnosti fesSeni soustav

Chceme se naucit feSit soustavy rovnic bez hadani a
bez nutnosti se odvolavat na geometrickou intuici. Nejprve
zavedeme potfebné pojmy.

DEFINICE 1. Linearni rovnici s neznamymi
x1, T, ..., T, FOZUuMime rovnici

n
a1T1 + asxs + ... + a,x, = b, zkrdcené Z a;xj =0,
j=1
kde koeficienty a;,j € {1,2,...,n} a prava strana b
jsou zadana realna nebo komplexni Cisla a feSeni hledame
také v R, respektive v C. Pokud je rovnic vice, feknéme m,
mluvime o soustaveé linearnich rovnic

n

Zaijszbi,ie{l,l...,m}

i=1

Kazda n-tice ¢isel (z1,...,x,), kterd spliuje véech m
rovnic, je feSenim soustavy rovnic.
Tabulka
aix a2 aiz ... Qip
Q21 Q22 A23 ... Q29

Am1 Am2 Am3 ... Qmp



se nazyva matice soustavy a

a1 @iz a3 ... Qi | by

a1 Gz Q23 ... Qg | by
(A[p) =

Am1 Am2 Am3 ... Amn bm

je rozsirena matice soustavy. Sloupec, ktery pribyl, se
nazyva sloupec pravych stran. Pokud je cely nulovy, na-
zyva se soustava homogenni, v opacném pripadé neho-
mogenni. Maticovym zapisem soustavy budeme rozu-
meét zapis Az = b neboli

a1; Q12 A3 ... Qaip € by
Q21 Q22 A23 ... d2p X2 by
Am1 Qm2 Am3 ... Amnp T, bm

Pokud ma soustava Az = b matici

10
=(o1),

je vlastné vyreSena, protoze musi byt 1 = by, x5 = by. O

_ 1 ap
=0 ")

protoze z druhé rovnice mame x, = by, coz dosadime do
prvni: x; = by — a2bs.



Pojd'me pfidat jednu neznamou. Soustava s matici

. 10 ais
A= ( 01 23 ) ’
je Splnéna pro xs = t, x9 = by — asst, T1 = by — a13t,
kde t je libovolné. Jakmile jsme poloZili x5 rovné parametru,
obsahovala uz kazda z rovnic jen jednu neznamou, které
jsme mohli v libovolném poradi dopocist. Kdyby koeficient

a2 nebyl nulovy, museli bychom nejprve urCit x» a az pak
dosazenim z;:

Slfgzt
To = b2 —aggt

1 = by — a3t — a1a(be — agst)

neboli
€ by — a12bs G12023 — 413
X9 = bg +t —a93 , T E R
T3 0 1

Pokusme se charakterizovat matice soustav, které se
daji resit takto jednoduse:

DEFINICE 2. Rekneme, ze matice A = (a;;)74" ma od-
stupnovany tvar, pokud jsou spinény tyto podminky
(1) Existuje celé Cislo 0 < k < m takové, Ze pro
v8echna ¢ > k a v8echna j je a;; = 0.
(2) Existuji pfirozena Cisla1l < j; < jo < ...Jk < n
takova, ze pro véechna i < k a pro vSechna p < j;
je Qjp = Oa 5, 7é 0.



Matice ma redukovany odstupnovany tvar, pokud navic pro
véechna i < k av8echna g < ije a;; = 1 aag, = 0.
Sloupce s poradovymi Cisly ji, ..., jr se oznacuji jako pi-
votni sloupce a elementy a;;, jako pivoty.

V normalnim jazyce prvni podminka fika, ze vSechny
radky matice az na prvnich k jsou nulové. Druha podminka
znamena, na kazdém z prvnich k fadku je jeden koeficient,
pivot, ktery je charakterizovan vlastnosti, Ze je nenulovy a
vS§echny koeficienty pfed nim jsou nulové, a ze kazdy dalSi
pivot ma ostre vyssi sloupcovy index nez ten predchozi. To
je ta odstupnovanost. Redukovana odstupriovanost navic
pozaduje, aby pivot byl jedna a vSechna Cisla nad pivotem
byly nuly, tedy pivot je jedinym nenulovym koeficientem v
daném pivotnim sloupci.

Matice v redukovaném odstupriovaném tvaru vypada
treba takto:

10 -2 -2 0 -3
01 3 -1 0 =3
00 0 01 =2

Kdyz si k ni doplnime néjakou pravou stranu

10 -2 -20 -39
01 3 -10 -3[2 ],
00 0 01 —2/4



mUzeme rovnou psat feSeni

Tg =1
5 =44 2t
T4 =S
T3 =T

To=2—3r+s+ 3t
1 =94 2r +2s+ 3t

vVr,s,t e R
neboli
T 9 2 2 3
o B 1 0 0
e [T Lo 77 o [T | T o
Ts 4 0 0 2
T 0 0 0 1

VSimnéte si, ze pokud bychom zvolili sloupec pravych
stran nulovy, pak by prvni sloupcovy vektor v feSeni, jeho
absolutni &len, byl také nulovy. Re$eni homogennich rovnic
tedy maji specialni vlastnosti:

VETA 1. Necht vektory z', 2" € R™ jsou feSenim homo-
genni soustavy rovnic Az = 0. Pak
(1) 2’ + 2" je FeSenim soustavy rovnic Az = 0.
(2) Vr € R je rx’ feSenim soustavy rovnic Az = 0.

DUKAZ. Pokud je 2/, TteSenim soustavy, pak

> -1 ai;x; = 0 pro v8echna i, podobné pro z". Pak



tedy

S ayah +a) =Y ayrh+ Y agal =0+0=0
J=1 Jj=1 j=1

Podobné se dokaze druhé tvrzeni. O

VSimnéme si také, Ze zména pravé strany se projevi
pouze zménou absolutniho ¢lenu feseni, na zbylé tfi vek-
tory nema vliv. | to miZzeme vyjadfit obecnym tvrzenim:

VETA 2. Necht ', x" jsou FeSeni nehomogenni sou-
stavy Avr = b. Paky = 2" — 2’ je feSenim homogenni
soustavy Ax = 0. Naopak, pokud x' je feSenim nehomo-
genni soustavy Ax = b ay je reSenim homogenni sou-
stavy Ax = 0, pak y+ ' je feSenim nehomogenni soustavy
Ax =D.

DUkAz. Mame

n n n

/ AN U ! — . —
g aij(z; — xf) = i E aijr; = b — b =0,

j=1 j=1 j=1
tedy 2/ — 2" je feSenim soustavy Ax = 0. Naopak, pokud
plati Ay = 0 a Az’ = b, pak

7=l j=1 j=1

tedy y + 2’ je feSenim Ax = b. O

Obecné feSeni nehomogenni soustavy tedy mazeme
ziskat z obecného feSeni prislusné soustavy homogenni



prictenim libovolného feSeni soustavy nehomogenni, tzv.
partikularniho feseni. V naSem prikladé je obecnym fe-
Senim homogenni soustavy mnozina

2 2 3 )
-3 1 3
1 0 0
Wai=<r 0 + s 1 +1 0 .8t € R
0 0 2
L 0 0 1 J
a partikularnim reSenim vektor
9
2
10
Ip — 0
4
0

Obecné feSeni nehomogenni soustavy pak mizeme za-
psat jako xp + W4, €imZ myslime mnozinu souctd vektoru
xp se véemi prvky mnoziny Wy.

V&imnéte si, Ze sloupcové vektory vystupujici v feSeni
Ize ziskat i rychleji nez zavadénim parametrt a jejich vyty-
kanim pred zavorky. Partikularni feSeni vznikne tak, ze se
za v8echny nezndmé, které odpovidaji nepivotnim sloup-
cim (tzv. volné neznamé), dosadi nuly. Kazdé ze zby-
vajicich Cisel pak urCi jedna rovnice nehomogenni sou-
stavy. Tri sloupce charakterizujici feSeni homogenni rov-
nice vzniknou obdobné dosazenim trojic (1,0,0), (0, 1,0),



resp. (0,0, 1) za volné neznamé a opét dopoctenim zbyva-
jicich Cisel, tentokrat samoziejmé z homogenni soustavy.

2.1. Cviceni.
(1) Najdéte obecné feSeni homogenni soustavy rovnic

11020 —1]0
00120 —2/0],
00001 10

(2) Najdéte obecné reSeni nehomogenni soustavy

01 0 3001
001 -3 00|2
000 0103 ]’
000 0O0T1j4

(3) Najdéte obecné reSeni nehomogenni soustavy

0100 —1| 5
1010 —2/-3],
0001 -3 1

(4) Najdéte obecné reSeni homogenni soustavy

311 0 0 1]0

(5) Necht 2/, 2" je feSenim nehomogenni soustavy
Ax = b. Jakou soustavu rovnic resi vektor x’ + 2”?



3. Gaussova eliminace

Umime tedy najit obecné feSeni soustavy rovnic, ale za-
tim jen pokud od nékoho dostaneme matici v redukovaném
odstupnovaném tvaru. Pokud to $tésti neméame, potrebu-
jeme algoritmus, jak zadanou matici na tento tvar prevést.
Tento algoritmus se jmenuje Gaussova eliminace a dovo-
lené kroky se nazyvaji elementarni Upravy:

DEFINICE 3. Rekneme, Zze matice A’ vznikne z matice
A elementarni upravou, pokud A’ vznikla z A bud

(1) vynasobenim nékterého radku nenulovym cCislem,
nebo

(2) tak, ze k néjakému radku A byl pricten libovolny
nasobek jiného fadku A, nebo

(3) zménou poradi fadku, nebo

(4) doplnénim nebo vynechanim fadku obsahujiciho
pouze nuly.

Je hned vidét, ze pokud A’ vznikne z A elementarni
Upravou, pak také A vznikne z A’ elementarni Gpravou,
jedna se tedy o symetrickou relaci. Je to také relace re-
flexivni, protoze A vznikne z A elementarni Gpravou. Je to
relace ekvivalence? A je ekvivalenci relace ,vzniknout ko-
necnou posloupnosti elementarnich Uprav“?

LEMMA 1. Pokud rozsifena matice (A'|l/) vznikne z
rozsitené matice (A|b) elementarni dpravou, pak maji pfi-
slusné soustavy rovnic stejnou mnoZinu reseni.



DUKAZ. Potfebujeme ovérit, ze kazdé feSeni soustavy s
rozSifenou matici (A|b) je zaroven feSenim soustavy s roz-
Sifenou matici (A’|b’), a naopak, Zze kazdé fesSeni soustavy
(A'|b') je feSenim soustavy (A|b). Ve skutenosti nam ale
staci jen jeden smeér, protoze "vzniknout elementarni Upra-
vou"je symetricka relace. Predpokladejme tedy, ze n-tice
(1,9, ...,x,) vyhovuje rovnicim

n

E CLZ']‘ZE]‘ = bz

Jj=1

pro vSechnai € {1,2,...,m}.
Pokud A’ vznikne z A vynasobenim k-tého radku Cislem
r # 0, vidime, zZe rovnice

n
E rag;T; = rby
J=1

je také splnéna a ostatni rovnice se nezmeénily, tedy
n
/ /
Z a;;%j = b;

J=1

provSechnai € {1,2,...,m}.



Podobné pokud A’ vznikne pfi¢tenim s-nasobku [-tého
fadku do k-tého fadku, pak k-ta rovnice soustavy (A'|b)

n n

Z CL;Cj.Tj = Z((lkj + SCLlj)Ij

j=1 j=1

n n
= E agxj + s g aijxj = by, + sb = b},
j=1 1

J=

je splnéna a ostatni rovnice zlstaly opét beze zmén.
Zmeéna poradi rovnic samozfejmé mnozinu feSeni ne-
méni a nulové fadky odpovidaji rovnicim spinénym pro li-
bovolnou n-tici (z1,xs,...,z,), které tim padem muizeme
pridavat i ubirat bez omezeni. O

Gaussova eliminace je nasledujici posloupnost kroku:

(1) Najdéme radek, jehoz prvni nenulovy prvek je ze
v8ech prvnich nenulovych prvkd vSech fadkd v
matici nejvice vlevo. Pokud je takovych vice, mu-
Zzeme vzit libovolny z nich. OznaCme si sloupcovy
index tohoto prvku k. To je mozné pro kazdou ne-
nulovou matici, nulova matice v odstupnovaném
tvaru uz je.

(2) Zménme poradi fadkd posunutim fadku naleze-
ného v predchozim bodé na prvni pozici. Pokud
oznacime vzniklou matici A, pak ay;, # 0 a zaro-
ven a;; = 0 pro libovolné 7 a pro v8echna j < k.



Zvolené ay; se stane pivotem v budoucim odstup-
novaném tvaru, proto se tomuto kroku fika pivo-
tace.

(8) Pro i = {2,...,m} pfictéme do i-tého Fadku
(—Zf”;)—nésobek prvniho fadku. Po této posloup-
nosti elementarnich dprav vznikne matice, kterd
ma na pozicich zminénych v predchozim bodé
stale nuly a navic jsou nulové i v8echny koeficienty
v k-tém sloupci kromé pivotu.

(4) Aplikujme cely algoritmus na podmatici vzniklou
vynechanim prvniho radku.

Je zfejmé, Ze timto rekurzivnim postupem prevedeme
libovolnou matici na matici v odstupriovaném tvaru. Na né-
kolika mistech algoritmu mame urcitou libovali, na niz maze
zaviset i vysledny odstupnovany tvar.

Pro ilustraci zkusme vyresit soustavu rovnic

31’2 - 6ZL’3 + 6[1)4 + 4.1‘5 = -5
3x1 — Txe + 8x3 — bry + 8x5 =9
31’1 — 9I2 + 121’3 — 9I4 + 6!135 =15

ZapiSeme rozsSifenou matici soustavy a provedeme pivo-
taci:

0 3 -6 6 4|5 3 -9 12 -9 6
3 -7 8 =58 9 |~|3 -7 8 -5 8
3 -9 12 -9 6| 15 0 3 -6 6 4|—



Pod trojkou na prvnim fadku chceme ziskat nuly, proto pfi-
¢teme (—1)-nasobek prvniho fadku ke druhému. Poté apli-
kujeme cely algoritmus na druhy a tfeti radek:

3 -9 12 -9 6| 15 3 -9 12 -9 6] 1
0O 2 -4 42|-6]|~(0 2 —4 4 2|-—
0 3 -6 6 4|-5 0O 0 0 01

Pricitali jsme (—2)-nasobek druhého fadku ke tretimu. Ma-
tice je nyni v odstupnovaném tvaru. Odtud bychom mohli
uz ziskat feseni: zvolili bychom x3 a x4 za parametry a ur-
¢enim x5, ro a x; postupnym dosazovanim odspoda. Uz
ale vime, Ze z redukovaného odstupriovaného tvaru Ize fe-
Seni prakticky jen precist, takze se vyplati dalSimi Upravami
matici na tento tvar prevést:

3 -9 12 -9 0] -9
0 2 -4 4 0]|-14

0O 0 0 01 4
30 -6 9 0]-72
~1 01 =2 2 0| =7
00 001 4
10 -2 3 0]-24
~1 01 -2 2 0] -7
00 001 4

Prvni matice vznikla pfictenim (—2)-nasobku tfetiho fadku
ke druhému a (—6)-nasobku tfetiho fadku k prvnimu. Dalsi
~ shrnuje opét dvé Upravy - nasobeni druhého radku cis-
lem % a poté pricteni devitinasobku nového druhého radku



k prvnimu. Nakonec jen ndsobime prvni fadek jednou treti-
nou a jsme hotovi. ReSeni pak ma tvar

—24 2 -3

-7 2 —2

0 +<¢s| 1 |+t 0 |s,teR 3,
0 0 1

4 0 0

ktery jsme opét zapsali ve tvaru ,partikularni® plus ,feSeni
homogenni soustavy“.

Z odstupnovaného tvaru mizeme ihned usoudit na po-
Cet feSeni, které soustava rovnic ma:

VETA 3. Necht (A|b) je rozsSifena matice soustavy
a rozsifena matice (A'|l’) v odstupriovaném tvaru z ni
vznikne konecnou posloupnosti elementarnich Uprav. Pak
soustava s rozsifenou matici (A|b) ma feSeni prave tehdy,
kdyZ sloupec V' neni pivotni. Pokud soustava s rozsifenou
matici (A|b) ma feseni, pak je toto feseni pravé jedno,
pravé kdyz vsechny sloupce matice soustavy A’ jsou pi-
votni. V opacném pripadé existuje nekonecné mnoho fe-
Seni soustavy.

DUKAZ. Pokud je sloupec ¥’ pivotni, pak v matici (A’|b')
existuje fadek tvaru (00...0[b)), kde b}, # 0. Takovy fa-
dek ale odpovidé rovnici, kterou nelze splnit pro Zadnou
n-tici (z1,...,z,). Pokud naopak sloupec &' pivotni neni,
pak v8echny fadky v (A’|t/) (a stejné tak i v jejim reduko-
vaném tvaru ) maji svij pivot v matici soustavy A’. Pokud
v A’ zbyvaji jesté sloupce, které neobsahuiji pivot, pak Ize



prislusné neznamé polozit za parametry a neznamé odpo-
vidajici pivotnim sloupcim dopocitat, feSeni je pak neko-
necné mnoho. Pokud 2adné takové sloupce nezbyvaji, vy-
jadfuje kazdy radek v redukovaném odstupnovaném tvaru
primo hodnotu nékteré neznamé a reSeni je tedy jedno-
znacné. U

Véta i dukaz jsou zatim formulovany trochu krkolomné,
protoze jesté nemame zavedeny vSechny dulezité pojmy. V
kapitole o hodnosti matice se k této vété vratime a napi-
Seme ji v elegantnéjSim podani. V praktické roviné ale uz
mame vSechno, co potfebujeme k vyreSeni libovolné sou-
stavy linearnich rovnic, pfipadné k verdiktu, Zze soustava fe-
Seni nema. llustrujme to jesté na dvou kratkych pfikladech:

Soustava rovnic s roz8ifenou matici

1 2 3] 6
-2 1 —-1|-2
3 =2 1| 3
1 2 3 6
~1 0 5 5| 10
0 -8 —8|-15
1 2 3]6
~1 01 1|2
00 0]1



nema zadné feSeni, protoze sloupec pravych stran po-
sledni matice je pivotni. Soustava

1 20 1 2
3 5|1 | ~| 0 —1]1
2 3|1 0 —-1]|1
120 1 0| 2
o))
0O 00

ma jediné feSeni (71, x2) = (2, —1).

3.1. Cviceni.

(1) Ukazte, Zze kdybychom v popisu elementarni
Upravy prvniho typu vynechali slovo ,nenulovym*
nebo u Upravy druhého typu slovo ,jiného*, nebyla
by uz v textu popisovana relace symetricka.

(2) Zapiste vymeénu dvou radkl (specialni pfipad ele-
mentarni Upravy tretiho typu) jako posloupnost ele-
mentarnich upravy prvniho a druhého typu.

(3) Ukazte, ze pokud bychom aplikovali elementarni

Upravy na sloupce, mnozina feSeni soustavy se
obecné zmeni.

(4) Ukazte, Ze upravu

11 Q12 ... Qip 11 — Q21 Q12 — A2

Q21 Q22 ... QA2pn Q21 —az;p Q22 — A32
~Y

m1 Am2 ... Amp Qm1 — A11 G2 — A12



neni mozné napsat jako konec¢nou posloupnost
elementérnich Uprav.

(5) Kolik operaci nasobeni a kolik s¢itani je maximalné
potfeba na prevedeni matice n x n na odstupno-
vany a kolik na redukovany odstupnovany tvar?

(6) Najdete vSechna realna reSeni soustavy rovnic

—X1 + T2 + T3 = -2
31‘1 — 3%2 + 21‘3 = 16
61’1 - 5[E2 + 2[[‘3 = 27

(7) Najdéte vSechna redlna feSeni soustavy rovnic

21’1 + 2£L'3 = 2
—Xr1 — I3 = —]_
200 — Ty + 3x3 = 1

(8) Najdéte vSechna reélna feSeni soustavy rovnic

ry + 31’2 - X3 = 5
7.%1 + X2 + 3.1'3 = 10
r — X2 + xT3 = 0

(9) Najdete vSechna realna reSeni soustavy rovnic

al — ) + Z3 = 3
2.%'1 — 21’2 — X3 + 31‘4 =
31‘1 — 35(]2 — 2[E3 + 51‘4 = 4

w



(10) Najdéte vSechna redlna fesSeni soustavy rovnic

2%1 — X2 + T3 + 14 = 1
3%1 — 21’2 — I3 =0
r1 + a2 + 2x3 + x4 = 3
2.%‘1 - i) - T3 =0

(11) Najdéte vSechna redlna feSeni soustavy rovnic

T — 41132 + 2[[3 = 1

2331 — 31’2 — x3 + 51’4 = -7

3.1'1 — 7$2 + X3 — 51’4 = —6
To — X3 — x4 = —1

(12) Najdéte vSechna komplexni feSeni soustavy rovnic

Z'l'l + 29 = —1
3[E1 + 3332 - X3 = 0
200 — T9 — 2x3 = —44+ 3

(13) Najdéte vSechna komplexni feSeni soustavy rovnic

211 + (24202, +  2izyg = 1
(I+i)z; + (1—d)ze + (14+d)xz = 1

(14) Najdéte vSechna realna feSeni soustavy rovnic v
zavislostinaa € R

ary, + o + x3 = 1
ry + axre + X3 = a
r1 + Ty + axrs = a



(15) Najdéte vSechna realna feSeni soustavy rovnic v
zavislostina a,b € R

ary + bry + (a*>+0%)xs = b
bry + azry + (a®*+b)rz = —a
1 + z2 + (a+bzz = 0

(16) Najdéte vSechna realna feSeni soustavy rovnic v
zavislostinaa € R

[\

Ty + X9 4+ axrs — x4 = a
r1T + are + x3 + axry = «a
ry + 31‘2 + x3 -+ 3.CC4 =1
rT + X9 + Tz + Ty = 6

Reseni: 6. (3,—1,2), 7. nema feseni, 8. (3 — 1¢,2

_I_

2
stt),t € R, 9. (2+ s —ts1+tt),st € R, 10.
+

~—

(1,1,1,-1), 11. nemé fedeni, 12. (1 + i, —i,3), 13. (&
St + %&’t),tg € C, 14. pro a ¢ {1, -2} jediné fe-
eni (-5, =5, (“;12) ), pro a = 1 nekone¢né mnoho fe-
Seni tvaru (1 — a — b,b,a),a,b € R, pro a = —2 nema
feSeni, 15. pro a = b = 0 nekone¢né mnoho feseni tvaru
(—s,s,t),s,t € R, proa = b # 0 nema feseni, jinak je-
diné feseni (—4£2,0, 1), 16. ma feSeni pouze pro a = &,
0

vechna feeni majitvar (2 —Z¢, —3—¢t, —L 4+ 1t ¢),t e R




KAPITOLA 2

Matice

1. Nasobeni matic

V minulé kapitole jsme zavedli maticovy zapis soustavy
rovnic

a1 Q12 @13 ... QAip 1 by
Q21 Q22 Q23 ... A2 Z2 by

- M)
Am1 Am2 Am3 ... Amn Tn bm

kde levé strana oznacCuje linearni kombinaci sloupct matice
A:

n

aiq Q1n Zi:l 13l
n

Q21 Q2p, . Zi:l A2;T;
n

am1 Amn Zi:l A T

My nyni tento sloupcovy vektor definujeme jako soucin ma-
tice A a sloupcového vektoru x. A kdyz budeme na x po-
hlizet jako na specialni pfipad n x 1 matice, mizeme tuto

v v

definici rozsifit na obecnou definici sou¢inu matic:



DEFINICE 4. Necht m,n,p € N, A je m x n matice a
X je n x p matice. Potom soucin AX téchto dvou matic je
m X p matice

n n n

Dokt QRTEL D ey MIETR2 - D gy Q1kTRp
n n n

Dokt Q2kTRL D gy Q2kTh2 - D g Q2kThp
n n n

Dokt GmkTEL D ey kT2 -+ D pg GmkThp

Kazdy sloupec matice AX je linearni kombinaci
sloupcu matice A s koeficienty v prislusném sloupci matice
X.

PRIKLAD 1. Hledame matici X, ktera splfuje maticovou
rovnici AX = B, kde

1 2 1 3
=(13) 208
To znamen4, Ze sloupce matice X splfuji soustavy rovnic
T11 . 1
o (i) () -(8)
T12 . 3
o ()E)-()
Mohli bychom vyresit kazdou soustavu zvlast, ale protoze

maji stejnou matici soustavy, byl by sled Uprav, vedoucich
k redukovanému odstupriovanému tvaru, v obou pripadech

— = =
W N W



totozny. USetfime si praci tim, Ze soustavu budeme upravo-
vat pro obé pravé strany zaroven, tedy s roz§ifenou matici

1 2|1 3
1 312 5
Dvéma Upravami prevedeme na redukovany odstuprfiovany
tvar:
1 0|—-1 -1
0 1 1 2
Kazdy sloupec za svislou ¢arou je nyni feSenim jedné ze

soustav rovnic[3} tedy jednim sloupcem matice X . Maticova
rovnice ma proto jednoznacné reseni

(1)

(1) Najdéte matici X, pro kterou

1.1. Cviceni.

1 01 1 0 2
11T 01X=1210
011 0 21

(2) Najdéte matici X, pro kterou

1 2 3 —-1 210
012 0 |X=1(021
210 1 000



(3) Najdéte matici X, pro kterou

1 2 0 3 1
0 0 2 1 1
2 02| X= 13 1
0

2 0 2 2
(4) Najdéte matici X, pro kterou

1 2 3 1
0 2 1 1
1 0 2 X = 0
1 -2 0 2
(5) Najdéte matici X, pro kterou

1 2 3 2
0 2 1 1
1
1

O~ R, O

o 2(X=1o

-2 0 1
(6) Najdete matici X, pro kterou

1 2 1 0
2 1 0 1
1 -1 -1 1
1 -1 1 -1

(7) Najdéte matici X, pro kterou
0 -1 0

N = O =

X:

O = N

| X =

NN O =
|
—_
—_ O
|
—_
N = = DN

W = N
O = N W N OO N
=) — == O

—_ O = =

W= = O
o= O



(8) Jak se zméni soucin matic AB, pokud v matici B
vyménime i-ty a j-ty sloupec? A kdyz vyménime v
Ai-ty a j-ty radek?

(9) Jak se zmeéni soucin matic AB, pokud v matici B
vynasobime -ty sloupec Cislem ¢? A pokud vyna-
sobime Cislem c i-ty fadek matice A?

Reseni:
3 -1 1

(1)% 1 3 -1
-1 1 3
7“—|—§ S—g t—1
—2r 2-—2s 1-2t

(2) , 5 ; s, teR
S
(3) nema reseni
6 7
41 2 2
-3 -3
(5) nema reseni
r+i  s+1 t
r S t

(6) _37“4—% —33—}—% —3t ,T,S7tER

—3r +1 —3s —3t+1

4 2 3
8 7 =3
) % -2 2 3
3 6 =3



2. Vlastnosti maticového souc¢inu

Nez budeme pokracovat dal, musime se dohodnout na
nékterych konvencich a oznaceni. V prvni fadé potfebu-
jeme védét, jakych hodnot mohou nabyvat elementy a;;
matice A. Pro zacatek si vystatime s tim, Zze budou pat-
fit bud’ do mnoziny R vSech realnych Cisel, nebo do mno-
ziny C v8ech komplexnich Cisel. Souhrnné budeme mluvit
o mnoziné skalaru IF, mnozinu vSech m x n matic s ele-
menty v F budeme znacit M,,,,(F), pfipadné, pokud m = n
(tzv. ctvercova matice), ), (IF). Za skalary je mozné brat
i jiné mnoziny, napfiklad konecna télesa nebo okruhy, ale
nuance s tim spojené by nés nyni pfili§ zdrzovaly. Z prak-
tického hlediska predstavuji redlné a komplexni matice dva

vvvvvv

DEFINICE 5. Necht F je mnozina skalari, A, B €
M, ().
e Soucet A-+ B téchto matic je matice (a;;+b;)75" €
M (F).
o Diagonala matice A je tvofena prvky a;;, i = j.
¢ Nulova matice 0 je takova matice, jejiz vSechny
elementy jsou nuly.
¢ Jednotkova matice F je takova Ctvercova matice,
jejiz diagonala je tvorena jedniCkami a zbylé ele-
menty jsou nuly.
Scitani matic je tedy definovano pfirozené, po elemen-

tech, spliuje proto stejné algebraické vlastnosti jako sci-
tani skalarl: asociativitu, komutativitu, existenci neutralniho



prvku (nulova matice), existenci opacného prvku ke kazdé
matici (a;;) (matice (—a;;)). Stejné pfirozené je definovat
nasobeni skalarem < [F také po elementech, r(a;;) =
(ra;;). Algebraicka struktura zahrnuijici s¢itani matic a jejich
nasobeni skalarem je tedy velmi podobna jako u vektoru, v
pristi kapitole pro podobné struktury zavedeme pojem vek-
torového prostoru.

Oproti tomu nasobeni matic mezi sebou ma néekteré ne-
zvyklé vlastnosti. Nelze vynasobit jakékoli dvé matice, musi
se rovnat pocCet sloupcl prvni matice a pocet radkd druhé.
Soucin ,zdédi“ po prvni matici pocet radkd a po druhé po-
Cet sloupcu. Z toho plyne, ze

(1) pokud je soucin AB definovan, pak soucin BA de-
finovan byt nemusi,

(2) pokud je BA definovan také, nemusi byt stejného
typu jako AB,

(3) a ani pokud je definovan a stejného typu, nemusi
se BA rovnat AB.

Najdéte priklady ilustrujici vSechny tfi situace! Nasobeni
matic tedy neni obecné komutativni. Je ale asociativni a
distributivni.

LEMMA 2. Necht m,n,p,q € N, A € M,,,,(F), B,D €
M,,(F), C, F € M,,(F). Pak plati
(1) A(BC) = (AB)C
(2) B(C+ F)=BC+ BF,(B+ D)C =BC+ DC

DUKAZ.



(1) 7j-ty element matice na levé strané je roven

n p n P
> au (Z bk:lclj> => Y awbuay
=1

k=1 k=1 =1

a na praveé strane

p n p n
Z <Z aikbkl> Clj = Z Z aibricy
k=1

=1 =1 k=1

Na poradi sumace nezdlezi, oba vyrazy se tedy

rovnaji.
(2) Ovérte sami, analogicky jako v predchozim bodé.
O
2.1. Cviceni.

(1) Najdéte nenulovou matici A, pro kterou A? = 0.
Najdéte matici B, pro kterou B? # 0, ale B3 = 0.

(2) Oznatme jako J, € M, (IF) matici, pro niz Vi €
{1,...,n — 1}, (Jn)iiy1 = 1 a v8echny ostatni
elementy matice J, jsou nuly. Urete (J,)* pro
vSechna k£ > 0.

(8) Necht p(z) = 2* — Tz* 4+ 13z — 5 je polynom a

5 2 =3
A=11 3 -1
2 2 -1

matice. Spoctéte p(A).



(4) Dokazte, ze pro dvé Ctvercové matice A, B plati
(A+ B)? = A% + 2AB + B?, pravé kdyz spolu A4,
B komutuiji, tedy plati AB = BA.

(5) Necht A, B jsou dvé Ctvercové matice, n € N. Do-
kazte, Zze pokud AB = BA, pak

n

A+ B =3 (Z) Ark B

k=0

(6) Stopa Tr A Ctvercové matice A € M, (F) je sou-
Cet vSech element(i na diagondle Tr A = "7 | a;.
Dokazte, ze pro libovolné dvé matice, pro které je
definovdno AB i BA, plati Tr AB = Tr BA. Do-
kazte odtud, Ze pro zadné dvé matice neni spl-
néna rovnost AB — BA = E. Pokuste se tvrzeni
Tr AB = Tr BA zobecnit na pripad stopy soucinu
vice nez dvou matic Tr A; A, ... A,.

(7) Dokazte, ze Ctvercova matice A € M, (F) komu-
tuje se vSemi diagonalnimi maticemi, pravé kdyz
je sama diagonalni. Dokazte, ze pokud A komu-
tuje se vSemi maticemi z M,,(F), pak je ndsobkem
jednotkové matice.

(8) Pri vypoctech na pocitaci trva nasobeni dvou re-
alnych Cisel mnohem déle nez scitani. Proto se
pfi nasobeni vice matic vyplati vyuzit asociativity
a uzavorkovat je tak, aby pocet nasobeni byl co
nejmensi. V jakém poradi je nejlepSi provést sou-
¢in matic 5, 10 x 20,20 x 5a5 x 1?



3. Inverzni matice

Jednotkova matice se chové jako neutralni prvek vzhle-
dem k nasobeni, FA = AE = A. Nasobeni diagonalni
matici

d 0 0 0
0 dy O 0
0O 0 0 Ay
zleva ma za vysledek matici
dian diarz ... dia,
DA — d2fl21 daazy ... daag, 7
dmaml dmamQ v dmamn
s radky prenasobenymi diagonalnimi elementy d., ..., d,,.

Jaky efekt ma nasobeni diagonalni matici zprava?
Ve specialnim pripadé, kdy ma matice D na diagonale
samé jedniCky kromé i-té pozice, kde ma nenulové C&islo



r € FF, je matice DA prave ta, ktera vznikne z A elemen-
tarni Upravou typu 1 z definice [3| Podobné soucin

10 ... 0 a1 a2 ... Qip
s 1 0 a921 Qo2 ... QAopn
00 ... 1 Al Gm2 . Qmn
a1 a19 Ce A1n
Qo1 + Sa11 Qo2 + SA12 ... Qon + Sy
Am1 Am2 Ce Amn

zpusobi pricteni s-nasobku prvniho fadku do druhého, tedy
priklad elementarni Gpravy typu 2. Jakou matici musime
nasobit, abychom realizovali obecnou elementarni Gpravu
typu 27 A jaké matice odpovidaji upravam typu 3 a 47

Na Gaussovu eliminaci se nyni mdzeme divat jako na
sled nasobeni rozsitené matice soustavy (A|b) maticemi
elementarnich tprav Uy, Us, ..., U, zleva:

Uq e UQUl(A‘b> - Uq e UQ(UlA’Ulb) ==
=...=(U,... DU, A|U,...UUyb)

V prvni rovnosti vyuzivdme faktu, Ze nasobeni matici U
zleva pusobi na kazdy sloupec matice (A|b) zvlast a také
asociativity maticového soucinu. Algoritmus Gaussovy eli-
minace voli Upravy tak, aby matice U, ... U,U; A méla re-
dukovany odstupnovany tvar. Pokud je to pfimo jednotkova



matice F, pak ma cela soustava rovnic Az = b jedno-
znacné feSeni x = U, ... UyUib.

Maticova rovnice tvaru AX = B je, jak jsme si ukazali,
vlastné jen soustava lineérnich rovnic, kterou feSime pro
nekolik pravych stran zaroven. Zvlast zajimavy je pripad,
kdy A je Ctvercova matice a B = E. Pokud Ize A upravit
na jednotkovou matici, prevede se rozsitena matice (A|E)
Gaussovou eliminaci na tvar

(Uq e U2U1A|Uq e UQUlE) == (E’Uq e UQUl)

Tedy feSenim soustavy rovnic AX = E je pfimo soucin
elementarnich tprav X = U, ... UyU,.

LEMMA 3. Necht A je ¢tvercova matice, kterou Ize upra-
vit na jednotkovou matici. Pak existuje matice X, pro kterou
AX =XA=FE.

DUKAz. Hledana matice X je prave soucin matic Uprav
U, ... UyUy. Tento soucin pfevadi A na jednotkovou matici,
takze XA = FE, a zaroven je feSenim maticové rovnice
AX = E. Spliuje tedy obé pozadované vlastnosti. O

DEFINICE 6. Necht A € M, (F). Pokud existuje matice
A~l e M, (F) spinujici A='A = AA~! = E, pak fikdme, Ze
matice A je regularni a A~ je jeji inverzni matice. Ctver-
cova matice, ktera nema inverzni matici, se nazyva singu-
larni.

LEMMA 4. Necht A je regularni matice. Pak existuje
pravé jedna matice C takova, Zze AC' = E, pravé jedna
matice D splriujici DA=FEaD =C = AL,



DUKAZz. Necht A~! splfuje AA™' = A'A=F, C spl-
nuje AC' = F a D spliuje DA = E. Pak

A= A'E=AYAC) = (A'A)C = EC =C
Al =FA' = (DA)A™ = D(AA"Y Y= DE =D
Tedy C = A=t = D. O

Vime tudiz, ze inverzni matice je ur€ena jednoznacné a
mame metodu, jak ji najit. Ukazme si to na prikladé:

PRIKLAD 2. Hledejme inverzni matici k matici

-(31)

Upravujeme tedy rozSifenou matici odpovidajici maticové
rovnici AX = E:

1210N1210

3 410 1 0 -2|-3 1
10—1N —
0 -2 1

Hledana inverzni matice je

_ -2
2 2

jak snadno ovéfime vynasobenim s A.

|
N[ p—
N—

[SI[SVN )

—_

TVRZENi 1. Necht A, B € M,,(F) jsou regularni matice.
Pak

(1) A7 jeregularnia (A=1)~! = A.



(2) AB jeregularnia (AB)™' = B~1A™!.

DUKAZ. Plati (A™")"'A~! = F a zaroven AA™!' = E,
tudiz diky jednoznac¢nosti inverzni matice k A=! musi byt
(A~1)~! = A. Podobné B~'A~'AB = B~'EB = F, tudiz

(AB)"' =B 1AL O
3.1. Cviceni.
(1) UrCete
1 0 -1 0\ "
0 1 1 -1
2 =1 0 1
0 1 1 0
(2) Urcete
12 0\ "
3 5 0
1 0 1
(3) Urcete
101 1\
1 100
01 10
0011
(4) UrCete

O = W
S W N
— =



(5) UrCete

()

-1

(6) UrCete
0
1

= o
—_

-1

(7) Jak se zméni A~!, pokud v matici A vyménime i-ty
a j-ty radek? A kdyz vyménime sloupce?

(8) Jak se zméni A~!, pokud v matici A vynasobime
i-ty radek Cislem ¢? A co kdyZ vynasobime radek?

(9) Najdéte inverzni matici k matici

1 2 a”

a a

01 «a a™ !
001 a2
00 ... 0 1

(10) Najdéte inverzni matici k matici

1 0 0 ... 0
al 0 ... 0
0 a 1 :
) . 0

0O ... 0 a

—_



(11) Najdéte inverzni matici k matici

1 2 3. n
01 2 . n—1
0 0 1 n— 2
0 .00 1

(12) Najdéte inverzni matici k matici

2 -1 0 ... O
-1 2 -1 :
o -1 2 . 0
0 0 -1 2

[y —
)
O =



(14) Najdéte inverzni matici k matici

14+a 1 1 1
1 1+a 1 :
1 1 1+a 1
: - 1
1 1 1 1+4a

(15) Najdéte inverzni matici k matici

1 2 3 n
n 1 2 n—1
n—1 n 1 n—2

2

2 3 n 1

(16) Najdéte inverzni matici k matici

a a+h a+2h ... a -+ nh
a+nh a a+h . a+(n=1h
a+(n—1)h a-+nh a oo at+(n—=2)h
: ' a+h

a+h a+2h a+ nh a



(17) Necht € = exp('

-). Najdéte inverzni matici k

matici
1 1 1 1
1 € € e
1 e € e2n
En(nfl)
1 e n(n—1) 6712
Reseni
1 1 1 0
2 -1 -1 3
1
(1) 3 -2 1 1 0
0o -3 0 3
-5 2 0
(2) 3 -1 0
5 =21
1 0 0o -1
-1 1 0 1
(3) 1 -1 1 -1
-1 1 -1 2
3 -2 -1
4) | —4 3 1
0 0 1



2 —1 -1
® (1 o -1
11 1

4. Transponovana matice

DEFINICE 7. Necht A € M,,,(F). Pak jeji transpono-
vana matice A" € M, (F) je matice (a/;)1}", kde a; :=
Q-

Transponovani je mnohem jednodussi operace nez in-
vertovani. Pouze se vyméni role fadkl a sloupct, matice
se ,preklopi“ podle hlavni diagondaly. Transponovana ma-
tice existuje ke kazdé matici, zatimco inverzni pouze ke
Ctvercovym a jesté ne ke vSem. Nékteré vlastnosti maji ale
tyto dvé operace spolecné:

TVRZENi 2. Necht A € M,,,(F), B € M,,(F). Pak
(1) (A" =A
(2) (AB)T = BT AT
DUkAz. Oznaéme C' = (A")", potom ¢;; = aj; = aj;.
Podobné pokud D = (AB)”, pak

dij = Z a]kbkz Z bzka’kj)

k=1
coz je ij-ty element soudinu BTAT. O
Pokud chceme Ctvercovou matici postupné transpono-

vat a invertovat, je pfijemné védét, ze nezalezi na poradi, v
jakém to udélame:



LEMMA 5. Necht' A je reguldrni matice. Pak AT je regu-
larni a (AT)™! = (A~H)T
DUkAz. Matice (A~1)T spliuje
(A)TAT = (AA Y =ET = F
AT(A™YT = (A714)T = ET = E,

je tedy podle definice [6 a lemmatu [4] inverzni matici k A”.
U

PRIKLAD 3. Najdéme matici X, ktera spliuje XA = B,

kde
1 2 01
a=(51) ==(22)

Vztah XA = B plati pravé kdyz (XA)T = BT. Pomoci
tvrzeni |2 dostavame AT XT = BT, tedy X7 je fedenim
soustavy rovnic s roz$ifenou matici (A”|B”). Gaussovou

eliminaci
1
1

1 3/0 2
2 411 2
dostavame
3 _1
— 2 2
N

Dosazenim ovéfime, Zze skutecné X A = B.
Druha moznost je vyuzit toho, Zze A je regularni a z pfi-
kladu [2| zname jeji inverzni matici. Plati

XA=B & XAA'=BA,

0
1] =

B[O =
l= O



tedy X = BA~!. P¥i takovychto Upravach maticovych rov-
nic je vzdy tfeba hlidat, z kterého sméru obé strany rovnice
nasobime. Nasobeni matici A~! zleva by vedlo na

A'XA=A"'B,

a protoze obecné A1 X # X A~!, neumoznuje tento vztah
vyjadrit hledanou matici X pomoci matic A a B.

4.1. Cviceni.
(1) Reste maticovou rovnici
5 3 1 8 30
x| 1 =3 2 ]=(=5 90
-5 2 1 -2 15 0

(2) Reste maticovou rovnici

(58) (5 w)

(8) Matice A se nazyva symetricka, paklize A = AT.
Dokazte, Ze inverzni matice k regularni symetrické
matici je symetricka. Je soucin dvou symetrickych
matic vzdy symetricka matice?

(4) Matice A se nazyva antisymetricka, paklize A =
—AT. Jak vypada diagonala antisymetrické ma-
tice? Dokazte, Ze inverzni matice k regularni anti-
symetrické matici je antisymetricka. Kdy je soucin
dvou antisymetrickych matic také antisymetricka
matice? A kdy je to symetricka matice?



(5) Dokazte, ze pro libovolnou matici A jsou matice
AAT a AT A symetrické.
(6) Popiste vSechny matice X, které komutuji s matici

3 —1
(7))
tedy splnuji AX = X A. Popiste vSechny matice

)v(, které s A antikomutuji, tj. AX = — X A.
(7) Reste maticovou rovnici

2 =31 9 7 6 2 0 =2

4 =5 2 |X| 11 2 = 18 12 9

5 —7 3 1 11 23 15 11
(8) Reste maticovou rovnici

m
2 3 1 -1 2 -2
4 G)X(—l 1)2(4 —4)
5. Blokové matice

Blokové matice jsou ,matice, jejichZz elementy jsou ma-
tice“. Napfiklad matice

X =

OO O
_ O W o
S WO
e e )

se déa blokové zapsat jako

A
x=(4

ey

)



T e
-(38) oo

Jiny blokovy zapis téze matice je tfeba

A B
X = ( ' D ) )
kde
A=(1) B'=(000)
0 3 2 1
' = 0 D' = 0 3 1
0 1 0 1
UvaZujme dvé matice X,Y € M,,,(F) ve stejném bloko-

vém usporadani, {j.

AH e Alq BH e qu
: S Y = R

Ap oo Ay B,i ... By

P q H
kde Aij7Bij < Mmi,njs =1 My = M, Zi:l n;, = n. Pak e
ziejmé, ze

X =

A11 + By Alq + qu
X+Y = A
Ay + By ... A+ By



Se soucinem musime byt trochu opatrnéjsi. Aby se
daly dvé obyCejné matice vynasobit, musi souhlasit pocet
sloupct prvni a pocCet fadku druhé. Pro blokové matice
musi souhlasit i rozdéleni téchto dvou poctu na jednotlivé
bloky, vysledny vzorec je ale pak formalné stejny jako pro
matice s Cisly:

LEMMA 6. Necht X € M,,,,(F),Y € M,(F) a

All e Alq Bll Ce Blr
X=|  ~ =+ |y=: - ],
Ay ... A B B

Pq ql qr

kde Aij € My, n,(F), By € My, (F), Zf mp = m,
n; =mn, y, ki = k. Pak ma soucin XY blokovy

] 1
zapis
23:1 A By 321 AyBiy ... Z?Zl A B,
23:1 AgiBiy 23:1 AyiBin ... Z?Zl Ay B,
Yoi ApBa Yl ApBi ... YL ALB
DUKAz. Za cviceni. OJ

Rozs§ifena matice soustavy rovnic (A|B) je vlastné spe-
cialnim pfipadem blokové matice. Znovu tedy vidime, ze
nasobeni této matice matici elementarni Upravy U zleva je
rovno

U(A|B) = (UA|UB)



Ctvercova matice typu

Dy 0 ... 0
0 Dy ... 0
0 0 ... D,

kde D; jsou také Ctvercové (tedy rozdéleni radku a sloupcl
matice X je stejné), se nazyva blokove diagonalni. Prikla-
dem blokové diagonalni matice X z Gvodniho pfikladu, jak
je vidét z druhého uvedeného blokového zapisu. Z pred-
choziho lemmatu vyplyvd, ze soucin dvou blokové diago-
nalnich matic stejného typu je blokové diagonalni matice
téhoz typu. Pokud jsou vSechny matice D, regularni, pak
inverzni matice k X je

(Dl)il 0 ce 0
-1 0 (DQ)il . 0
0 0 ... (D)
jak se snadno ovéfi vynasobenim X a X ~!. Podobné
DT 0 ... 0
T
T 0 Dy ... 0
0 0 ... DT

p

kde samoziejmé uz nemusime pozadovat regularitu matic
D;.



5.1. Cviceni.

(1) Urcete, jaky blokovy tvar ma transponovana matice
od blokové matice

A B
(e5)
(2) Zjistéte, Cemu se rovna stopa Tr A blokové matice

All Alp
Ap ... Ay

jsou-li diagonalni bloky A;; ¢tvercové matice.
(8) Necht U € M,,,(F). Najdéte blokovy tvar inverzni
matice k blokové matici

E, U
0 E, )’

kde E,,, E, jsou jednotkové matice typu m x m,
resp. n X n.

(4) Necht U € M,,,(F). Najdéte blokovy tvar inverzni
matice k blokové matici

0 E,
E, U )’

kde FE,,, F, jsou jednotkové matice typu m x m,
resp. n X n. Ukazte na prikladé sn =3 am = 1.



(5) Dokazte, ze pokud jsou A, C' regularni matice, pak
existuje matice X takova, ze

(62) (% &)

a vyjadrete toto X pomoci matic A, B, C.






KAPITOLA 3

Vektorové prostory

1. Definice vektorového prostoru

Vztah
0 1 2 0
0 1 0 2
s |2 o | o= 1|
1 2 1 4

znamena, ze sloupcovy vektor na pravé strané je linearni
kombinaci tfi sloupcovych vektorl na strané levé s koefici-
enty 1, 2 a 1. Vztahy

00 -1 1 2 0 0 2
(3 1)*2(—1 2)*(0 —1>_(1 4)
a
Br+1)+2(—2*+2> -2 +2)+ (22° - 1) =22" + 2+ 4
sice pracuji s jinymi objekty, ale intuitivné tuSime, ze vy-
jadruji vlastné stejnou skuteCnost. Stejné jako sloupcové
vektory, i matice, resp. polynomy umime scitat a nasobit

skalarem, tedy i délat jejich linearni kombinace. Pokud pod-
chytime klicové vlastnosti téchto operaci se sloupcovymi



vektory ve formé axiomd, umozni nam to abstrahovat od
predstavy vektoru jako n-tice Cisel. S abstraktnimi vektory
se jednak elegantnéji zapisuji a dokazuji tvrzeni, predevsim
ale tato tvrzeni pak plati pro v8echny objekty, které axiomy
splnuji, tedy naptiklad i pro polynomy nebo matice.

DEFINICE 8. Necht I je mnozina skalard. Mnozinu V' s
operacemi

+: VXV =V,
FExV =V,

kterym se fika scitani vektort a nasobeni vektoru ska-
larem, nazveme vektorovy prostor nad I, pokud splfuje
nasledujici axiomy:

(1) Yu,v,w e V:u+ (v+w) = (u+v)+ w (asocia-
tivita)

2 0eV:VveV: :0+v=uv+0=wv(existence
neutralniho prvku)

@B VweV :I(-v)eV v+ (—v)=(-v)+v=0
(existence opacnych prvki)

(4) Yu,v € V : u+ v = v+ u (komutativita)

(5) Vr,s € F,v € V : (r+s).v = r.v+s.v (distributivita
sCitani skalar a nasobeni vektoru skalarem)

(6) Vr € F,u,v € V : r.(ut+v) = r.utr.v (distributivita
sCitani vektorli a nasobeni vektoru skalarem)

(7) Vr,s € F,o € V 1 (r.s).v = r.(s.v) (distributivita,
pripadné asociativita nasobeni skalart a nasobeni
vektoru skalarem)



(8) Yv € V : 1.v = v (ndsobeni jednotkovym skalarem
je identita)

O prvcich mnoziny V' budeme od nynéjska mluvit jako
o vektorech. Prvni tfi axiomy dohromady fikaji, ze V' s ope-
raci scitani vektor( je grupa, kdyz pridame i ¢tvrty axiom,
je to komutativni grupa. Tyto Ctyfi axiomy se tykaji jen sci-
tani, zatimco zbylé definuji vlastnosti ndsobeni skalarem a
jeho vztah k ostatnim operacim, ke scitani vektorl a ke sci-
tani a nasobeni skalard mezi sebou.

PozNAMKA 1. Vektorovy prostor si s ohledem na nase
potreby definujeme pouze nad R nebo nad C, tedy realny
nebo komplexni vektorovy prostor. Vyuzivame toho, ze
algebraické vlastnosti téchto Ciselnych mnozin nepotfebuji
dalsiho komentare. Obecné se ale vektorové prostory defi-
nuji nad strukturou télesa, ktera je definovana svou vlastni
sadou axiomu, kterou splnuji mnoziny R, C, ale i mnozina
vSech raciondlnich ¢isel Q a dalsi.

PRIKLAD 4. V nasledujicich prikladech vektorovych
prostorl nechavame na Ctenafi, aby oveéfil spinéni axioma.

(1) Mnozina F" vSech usporadanych n-tic Cisel z IF je
vektorovy prostor nad [F vzhledem ke scitani a na-
sobeni definovanému po sloZzkach. Pouziva se po-
jem aritmeticky vektorovy prostor. Prvky F” za-
pisujeme jako radkové nebo sloupcové vektory.

(2) Mnozina M,,,(F) je vektorovy prostor nad F vzhle-
dem ke séitani matic a nasobeni matice skalarem.



(3)

Mnozina P(x,F) vS8ech polynomdl v proménné = s
koeficienty v I je vektorovy prostor nad F vzhle-
dem ke scitani polynomu a nésobeni polynomu
cislem.

Mnozina vSech nekonecCnych posloupnosti z I je
pfimé zobecnéni aritmetického vektorového pro-
storu - i zde se scita a nasobi po jednotlivych Cle-
nech.

Pokud M je libovolnd mnozina, pak mnozina
F(M,F) vsech funkci z M do F, na niz jsou
Vf,g € F(M,F), Vr € F, Vx € M definovany
operace predpisem

(f +9)(@) == f(x) + g(x)
(rf)(x) == r.f(x),

je vektorovy prostor. Jaky je vlastné vyznam to-
hoto predpisu? Prvni fadka definuje funkci f + ¢
jeji hodnotou v bodé z, a to tak, ze pro libovolné
x € M je tato hodnota sou¢tem hodnot funkci f
a g v x. Druha obdobné definuje nasobek funkce.
Volba M = {1,...,n} pokryva pfipad aritmetic-
kého vektorového prostoru, pro

M=A1,....m} x{l,...,n}

mame prostor matic, pro M = N zase mame pro-
stor vS§ech nekonecnych posloupnosti. Mnozina M
Zzadnou algebraickou strukturu mit nemusi, axiomy
plynou z vlastnosti operaci na F.



(6) Na mnoziné skalart zalezi. Na mnoziné C" nebo
obecné F(M,C) mizeme zavést strukturu real-
ného vektorového prostoru tak, Zze ponechame
standardni scitani i ndsobeni, ale dovolime néso-
bit pouze prvky z R misto z celého C. Formalné
jde pak o jiny vektorovy prostor.

Na zaveér tohoto oddilu jesté zformulujeme nékolik di-
sledku axiomu vektorového prostoru, které se budou hodit
déle:

LEMMA 7. Necht' V' je vektorovy prostor nad F. Pak
Yo e V,Vr € F plati

(1) 0bv=20
2) (-1).v=—-v
(3) 1.0 = 0

DUKAZ. Pro libovolny vektor v plati
v=1v=(1+40)v=1v+0v=v+ 0.,

kde jsme pouzili nejprve axiom 8, pak vlastnost skalaru, pak
axiom 5 a nakonec znovu 8. Z axiomu 3 plyne existence
opacného vektoru k v, tedy

0=(-v)+v=(-v)+ (v+0w) =
= ((—v) +v) + 0.0 =0+ 0.v = 0.v,

kde jsme dale vyuzili axiomy 1 a 2. Tim je dokazano prvni
tvrzeni. Zbyla dvé nechavame Ctenari za cviceni. OJ



1.1. Cviceni.

(1) Dokazte, ze mnoziny Q*, R*, C \ {0} s operaci
nasobeni jsou komutativni grupy. Co je neutralni
prvek a co jsou opacné prvky?

(2) Dokazte, ze mnozina vSech sudych celych Cisel s
operaci scitani je grupa. Zobecnéte na mnozinu
vSech celych Cisel délitelnych pfirozenym Cislem
k.

(3) Dokazte, Ze mnozina

{( (1] 11) ) c MQ,Q(R)‘be R}

spolu s operaci nasobeni matic je grupa.
(4) Dokazte, Zze mnozina

(2 1) e

spolu s operaci ndsobeni matic je grupa.
(5) Dokazte, ze mnozina matic

cosa —sina
{( . ) \aeR}
sinoe  cosa

s operaci maticového nasobeni je komutativni
grupa.

(6) Dokazte, Ze mnozina vSech regularnich matic z
M, (F) s operaci maticového nasobeni, je grupa.
Dokazte, ze tato grupa je komutativni pouze pro
n = 1. Zdlvodnéte, pro¢ cela mnozina M, (R)
spolu s maticovym nasobenim neni grupa.

ad—bc:l}



(7) Ovérte platnost axiomu vektorového prostoru pro
mnozinu F'(M,F).

(8) Dokazte, ze mnozina R? se séitanim po slozkach
a nasobenim Cislem r + is € C takto:

\V/(ﬂf, y) c R27 (7" + 7:8).(]}, y) = (Tl' . Sy, ST + ,ry)7
je vektorovy prostor.

(9) Dokazte, Ze mnozina R*, na niz jsou zavedeny
operace

a+b:=ab
r.a:=a",

kde a,b € RT, r € R, je vektorovy prostor nad R.
Lze podobné definovat strukturu vektorového pro-
storu na (C\ {0},-)?

2. Podprostory

VSechny vektorové prostory, kterymi se budeme zaby-
vat, budeme konstruovat jako podmnoziny prostoru z pfi-
kladu 4. Dobra zprava je, ze k tomu, aby néjaka podmno-
Zina byla vektorovym prostorem, staci malo, jen uzavienost
na operace:

DEFINICE 9. Necht V' je vektorovy prostor nad F a W
je neprazdna podmnozina V' takova, ze Vv, w € W, Vr € F
plativ +w € W arv € W. Pak nazyvame W podprosto-
rem vektorového prostoru V', znacime W < V.

LEMMA 8. Necht'V je vektorovy prostor nadlF aW jeho
podprostor. Pak W je vektorovy prostor nad F.



DUKAZz. Podminky v definici podprostoru zarucuji, ze
soucet i nasobeni jsou uzaviené na W a tedy jsou na ném
jakozto operace dobre definovany. Postupné ovéfime axi-
omy, ob¢as s vyuzitim lemmatu [7}

(1) Yu,v,w € W plati u+ (v+w) = (u+v) +w, nebot
u,v,w € V atam to plati. Podobné komutativita.

(2) Pro libovolny v € W diky uzavienosti na nasobeni
Dv=0eW.

(3) Pro vS8echna v € W patfi i opacny prvek —v =
(—1).v znovu do W diky uzavienosti na nasobeni.
Pro v a —v plati z axioml na V' rovnost v+ (—v) =
0, takze opacny prvek ve V' je opacnym prvkem i
ve W.

(4) VSechny ftfi distributivni axiomy plati ze stejnych
ddvodu jako asociativita a komutativita. Stejné tak
axiom v = 1.v.

U

Nasledujici lemma nam umozni sloucit dvé podminky
charakterizujici podprostor do jedné a zjednodusit tak na-
sledujici dukazy:

LEMMA 9. Necht'V je vektorovy prostor nadlF aW jeho
podmnozina. Pak W <V, prave kdyz Vu,v € W aVr,s €
Fjeru+sveW.

DUKAZ. Lemma fika, ze néjaké dveé podminky jsou
ekvivalentni (,prave kdyz“). Je tedy potreba ovéfrit, ze pod-
mnozina splnujici podminky v definici podprostoru splfiuje i



podminku v lemmatu, a naopak, podmnozina splnujici pod-
minku v lemmatu vyhovuje definici. Pokud W je podprostor,
u,v € W,r,s € F,pak rvi su patfi do W z druhé podminky
v definici a rv + su € W z prvni podminky. Naopak, pokud
vSechny u,v € W splnuji ru + sv € W pro vSechny ska-
lary r, s, pak staci zvolit r = 1,s = 1 a ziskavame prvni
podminku v definici. Volbou s = 0 ziskdvame druhou. [

PRIKLAD 5.
(1) Necht V' je vektorovy prostor nad I a v vektor v
ném. Pak mnozina (v) := {rv|r € F} je vekto-

rovy podprostor V, ktery se nazyva linearni obal
vektoru v. Ve vektorovych prostorech, které maji
geometrickou interpretaci (treba R"), je to vlastné
primka o smeéru v prochazejici pocatkem.

(2) Necht a; € Fpro j € {1,...,n}, pak mnozina W,
v8ech vektorl « = (x4, ...,x,) € F", které spliuji
homogenni linearni rovnici > 7, a;xz; = 0, je pod-
prostorem F". Staci pouzit ekvivalentni podminku
z lemmatu [9) nebot pokud z,y € W, ar,s € T,
pak

Z aj(re; + sy;) =r Z a;jr; +s Z ajy; =1r.0+5.0=0,
j=1 j=1 j=1
tedy rx + sy € W,. VSimnéte si, ze pokud by v rov-
nici byla prava strana nenulova, pak by podminka

splnéna nebyla, mnozina feSeni nehomogenni rov-
nice tedy neni vektorovym prostorem. Jinymi slovy,



(3)

(4)

(6)

(7)

primka v F" je vektorovym podprostorem prave
tehdy, kdyz prochazi pocatkem.

Mnozina vSech matic v odstupnovaném tvaru je
podprostor mnoziny vSech matic daného typu
(ovérte sami).

MnoZina vSech omezenych posloupnosti je pod-
prostor mnoziny vSech posloupnosti. Staci si uve-
domit, Ze soucet dvou omezenych posloupnosti je
omezena a nasobek omezené posloupnosti je také
omezena posloupnost.

Mnozina P(z,F) v8ech polynomd v proménné z
s koeficienty v F je vektorovy prostor. Jednak je
mozné chapat jej jako podprostor prostoru vSech
funkci na F. Druhd interpretace vychazi z toho,
Ze pri sCitani polynomU se scitaji prislusné koefi-
cienty u mocnin z a pfi nasobeni polynomu Cis-
lem se také nasobi posloupnost koeficientl ¢len
po ¢lenu. Polynom je tedy mozné chapat jako po-
sloupnost Cisel z IF, ktera ma pouze konecny pocet
nenulovych ¢lend. MnoZina takovych posloupnosti
je podprostorem v mnoziné vSech posloupnosti.
Mnozina P*(z,F) vSech polynomu stupné nejvyse
k. Pokud bychom vynechali slovo nejvySe, chybél
by napfiklad nulovy vektor.

Mnozina vSech omezenych funkci, mnozina vSech
spojitych funkci na R, mnozina vSech nasobki
funkce cos z,...Pokud p € M, pak mnozina vSech



funkci, pro néz f(p) = 0, je vektorovy prostor, za-
timco mnozina vSech funkci, pro néz f(p) = 17,
neni. Mnoziny funkci zadané podminkou na exis-
tenci a nulovost limity Ci derivace v néjakém bodé
jsou vektorové prostory, opét z vlastnosti limity a
derivace funkce.

(8) Podprostor ma strukturu vektorového prostoru
vzdy nad celou Ciselnou mnozinou F. Tedy C" nad
R neni podprostorem C™ nad C, ani naopak.

2.1. Cviceni.

(1) Mé&jme v R? obvyklou kartézskou soustavu soufad-
nic. Rozhodnéte, zda nasledujici podmnozZiny tvori
podprostor:

(a) vSechny body lezici na dané pfimce

(b) v8echny body lezici v prvnim kvadrantu

(c) vSechny body lezici v prvnim nebo tfetim
kvadrantu

(d) vSechny body lezici v prvnim nebo druhém
kvadrantu

(2) Rozhodnéte, zda jsou nasledujici podmnoziny v
R3 podprostory:

(@) {(0,0,0)}

(b) {(%,0,0)|k € Z}

©) {(z,y,2) ER}|lz+y+2=1}
(d) {(t+ s,t,—s)|t,s € R}

(e) {(t+1,t,—t)|t € R}

() {(z+ 1y, —2)|z,y,2 € R}
(@) {(=* 9% 2}z, y, 2 € R}



(3)
(4)

(5)
(6)
(7)

(8)

(h) {(«®,4°,y*)|z,y, 2 € R}

() {(t.0,0)t € R} U{(0,5,0)|s € R}

() {(r,s,0)|r,s e R} N {(0,t,u)|t,u € R}
Je R podprostorem C? ZdUvodnéte.
Dokazte, Zze mnozina S,, vSech symetrickych n x n
matic je podprostorem M, (IF), stejné tak mnozina
A, v8ech antisymetrickych matic. Rekneme, Ze
matice A € M,(C) je hermitovska (resp. anti-
hermitovska), jestlize plati a,; = @;; (resp. a;; =
—aj;). Ovérte, Ze hermitovské (resp. antihermitov-
ské) matice tvoii podprostory M,,(C).
Dokazte, Ze mnozina vSech matic s nulovou sto-
pou tvofi podprostor M, (F).
Necht A € M,,,(F). Rozhodnéte, zda je mnozina
{X € M,(F)|AX = 0} vektorovy prostor.
Necht A € M, (F). Dokazte, Ze mnozina vSech
matic X € M, (F), které komutuji s A, je vekto-
rovy prostor.
Dokazte, ze mnozina vSech hornich trojuhelniko-
vych matic (tedy takovych, pro které a,; = 0 pro
i > j) tvofi podprostor M,,,(IF). DokaZte totéz pro
mnozinu v8ech dolnich trojuhelnikovych matic
(a;; = 0 proi < j).
Dokazte, Ze mnozina vSech ostre hornich troju-
helnikovych matic (a;; = 0 pro i > j) z M,,,(F)
tvofi podprostor M,,,,(F), podobné pro ostfe dolni
trojuhelnikové matice.



(10) Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny jsou pod-
prostory prostoru vSech nekonecnych realnych po-
sloupnosti (a;)5° s operacemi sé€itani posloupnosti
a nasobeni posloupnosti realnym Cislem. Zdivod-
néte.

(a) mnozina v8ech konvergentnich posloupnosti

(b) mnozina vSech periodickych posloupnosti

(c) mnozina vSech posloupnosti splfujicich reku-
rentni vztah a,.1 = a, + a,_1 pro vSechna
neN

(d) mnozina vSech posloupnosti se sudym po-
¢tem nenulovych Clenu

(11) Rozhodnéte, zda nasledujici mnoziny jsou podpro-
story prostoru vSech realnych polynoml se sCi-
tanim polynomd a nasobenim polynomu Cislem.
ZdOvodnéte.

(a) mnozina obsahujici v§echny polynomy stupné
n a nulovy polynom

(b) mnozina vSech polynomu majicich pouze re-
alné koreny

(c) mnozina v8ech polynomu, pro néz je arit-
meticky pramér jejich hodnot na mnoziné
{-1,1, 3,7} nulovy

(d) mnozina vSech polynomu, které maji nenulové
pouze koeficienty v sudych fadech

(12) Rozhodnéte, zda je vektorovym prostorem mno-
Zina polynomd, které maji kofen 2.



(13) Rozhodnéte, zda je vektorovym prostorem mno-
Zina polynomu, které maji néjaky racionalni koren.

(14) Rozhodnéte, zda jsou nasledujici mnoziny vekto-
rovymi podprostory v prostoru V' = F'({a, b),R):
(@) {f € V|f(a) =1}

(b) {f € V| f(b) =0}
(¢) {f € V|f(a) — 2f(b) = 0}

(15) Rozhodnéte, zda je mnozina vSech periodickych
funkci z R do R spolu s nulovou funkci vektorovy
prostor. A co mnozina vSech funkci s racionalni pe-
riodou?

3. Spojeni a prunik podprostort

Kazdé dva podprostory vektorového prostoru V' musi
obsahovat nulovy vektor, ktery se tim padem nachazi v
pruniku libovolné mnoziny podprostor(. Ve skute¢nosti plati
pro prunik néco vice:

LEMMA 10. Necht'V je vektorovy prostor a VW je mno-
Zina podprostord ve V. Pak pranik (1, W v8ech prvku
mnoZiny W je podprostor ve V.

DUKAZ. Pokud u,v € [y, W, pak patfi u, v do kaz-
dého podprostoru W € W. Pak ale i ru + sv patfi do kaz-
dého W pro libovolné skalary r,s € F a tedy ru + sv €
Nwew W- O

Oznaéme W,; < F" prostor vSech feSeni homogenni
rovnice » 7, a;z; = 0, a;; € F, pficemz i b&zi pfes mno-
zinu I = {1,...,m}. Pak pranik (;*, ; téchto prostoru je



pravé mnozina feSeni homogenni soustavy linearnich rov-
nic s matici A = (a;;)}"j". Z lemmatu plyne, Ze je to pod-
prostor v F", ktery se nazyva nulovy prostor matice A a
znaci N(A). Pozor, neplést s nulovym podprostorem {0},

ktery je obsazen v kazdém vektorovém prostoru.

DEFINICE 10. Necht V' je vektorovy prostor nad F, M
jeho podmnozina. Linearni kombinaci vektorli z mnoziny
M nazveme libovolny soucet Zle r;v;, kde vy, ..., v jsou
vektory z M a ry,...,r, jsou skalary z F. Linearni obal
mnoziny M # () je mnozina vSech linearnich kombinaci
prvkd z M, znac¢ime jej (M ). Déle definujeme () = 0

TVRZENI 3. Necht' V je vektorovy prostor nad F a M
podmnozina V. Pak (M) je podprostorem V.

DUKAz. Pro M = () je to jasné, pfedpokladejme tedy
M # (. Pokud jsou
k
u = Zriui,kde u; € M,r; € F
i=1
!
v = Zsivi,kde vi € M,s; € F
=1
vektory z (M), pak
k I
U+ Sv = Z(rn)ui + Z(ssi)vi
=1 i=1
je také linearni kombinace prvkld z M, a tedy prvek (M).
U



DEFINICE 11. Necht V je vektorovy prostor a W je
mnozina podprostorl ve V. Definujme spojeni vSech pod-
prostord z W jako

V=)

Jinymi slovy, spojeni podprostort je linearnim obalem
jejich sjednoceni, diky tvrzeni[3 je to také podprostor. Nej-
Castéji se setkame se spojenim dvou podprostort, tedy
W = {Wl, WQ} Pak

\/ W=W v, = (W, UTWY)
wew

Podobné pro W = {W;, Ws, ..., W} pouzivame obvykle
zapis

Wl\/Wg\/...\/WkE<W1UW2U...UWk>

LEMMA 11. Necht V je vektorovy prostor nad F,
Wi, Wy, ..., Wy jeho podprostory. Pak jejich spojeni

WivWyVv...VW,
je rovno mnoziné vsech vektord tvaru
U}1+w2+...wk,

kde w; € W;.



DUKAZ. Prvek w € Wy VW, V...V W, Ize zapsat jako
linearni kombinaci prvkl z W; U ... U W}, a nasledné ji ro-
zepsat jako soucet

1 no Nk
w = Z r1U1; + Z ToiU2; . .. + Z Ti Wk s
=1 i=1 i=1
kde u;; € W;. Oznagime-li w; := Y7, rju;;, dostavame
presné pozadovany rozklad w = wy + wq + . . . wy. O

DEFINICE 12. Necht Wy, W, jsou podprostory vektoro-
vého prostoru V' nad F, pro které plati W; N W, = 0. Pak
jejich spojeni W5 v W5 nazyvame direktni soucet, znacime
Wi & Ws.

TVRZENI 4. Necht Wy, W, jsou podprostory vektoro-
vého prostoruV nadF, pro které plati W,NWsy = 0. Pak pro
kazdy vektor w € W existuje pravé jeden vektorw, € Wi a
praveé jeden vektor wy, € W5, pro které plati w = wy + ws.

DUKAz. Kazdy vektor w € Wi VW, se diky lemmatu
da zapsat jako w = w; + wy, kde w; € W;. Uvazme druhy
takovy zapis, w = wj+w}, kde w, € W;. Pak wj—w; = wy—
w}, leva strana patfi do W, prava do W, adiky WiNW, = 0
musi byt tedy obé rovny nulovému vektoru. O

Kdybychom chtéli zobecnit pojem direktniho souctu
na vice podprostord W = {W;, Ws, Ws, ...}, intuitivné
bychom asi zkusili pozadovat, aby pranik W; N W, kazdé
dvojice podprostoru byl nulovy. Brzy bychom ale zjistili, ze
s takovou definici se ndm nepodafi zobecnit tvrzeni[4]o jed-
noznacném zapisu vektoru ze spojeni jako souctu vektorl



z jednotlivych podprostora W;. Dokonce ani zesilena pod-
minka, Ze musi byt nulové vSechny priniky pfes vSechny
podmnoziny W, nestacCi. Je nutné predpokladat jesté vice:
aby kazdy podprostor z WW mél nulovy prinik se spojenim
vSech ostatnich prvka W:

DEFINICE 13. Necht W je mnoZzina podprostorl vekto-
rového prostoru V' nad F splnujici

VIV eW :Wn V W |=0

W/ eW\{W}
Pak oznacime
@ w=\/ w
Wew Wew

jako direktni soucet vSech podprostord z mnoziny W

VETA 4. Necht' VV je mnoZina podprostort vektorového
prostoru V nad I splrujici

VIV e W :WnN \/ W'l =0
W eW\{W}

Pak pro kaZzdy nenulovy vektor w € @y, W existuje
pravé jedna konecna podmnozina {Wy,... , Wy} C W ta-
kova, Ze w = wy + ... + wy, kde w; € W; jsou nenulové
vektory. Tyto vektory jsou urceny jednoznacne.

DUKAz. Jako v dikazu lemmatu [11] Ize vektor w z di-
rektniho souctu zapsat jako linearni kombinaci a tu rozdélit



na konecny pocet scitancu patficich do raznych prvka W.
PiSme tedy
W =W, +wy+ ...+ W,
kde £ € N a w; # 0 patfti do W; € W, Wy, ..., W jsou
navzajem rizné. Predpokladejme, Ze existuje jeste dalsi ta-
kovy zapis w = ) .., w;, kde I je néjaka konetna mnoZina
indext a opét 0 # w;, € W;. Ozna¢me
L ={1,...,k}\ [
L=In{1,...,k}
Iy=T1\{1,...,k}
Porovnanim obou vyjadfeni mame
S+ Yo ) = Yk =0
i€l i€l i€l3
Pro libovolné j € I; odtud plyne
wp=— ), wim ) (wi—w)+ ) uf
ieli\{j} icls icls

tedy

w; € W, N VW |=0o,
WeW\{W;}
coz je v rozporu s predpokladem w; # 0. Podobné pro j
I5. Zbyva j € I,, pficemz uz vime, ze I, a I3 jsou prazdné.

Pak
wj — w} = Z(w§ — w;),
i)



coz musi byt ze stejnych divodd opét nula. Rozklad je tedy
jednoznacny. O

DEFINICE 14. Necht V je vektorovy prostor a W jeho
podprostor. Podprostor W' < V' se nazyva doplnék pod-
prostoru W ve V', pokud W & W' =V,

3.1. Cviceni.

(1) Zjistéte, zda vektor v € R* je linearni kombinaci
vektorl wuq, us, uz. V kladném pfripadé urcete Cisla
a,b,c € Rtak, ze v = auq + buy + cus:

@v = (2,0,3,1),u;y = (1,0,1,-2),uy =
(2,-1,0,1),u3 = (1, -1, -2, —2)

b) v = (3 1,— 1 2)u; = (1,1,1,2),uy =
(1,0, —1,0),us = (0, 1,1,—2)

v = (2, 1,2, D,uy = (1,0,1,0),uy =
(1,2,1,—-2),us = (— 1,1, 1,-1)

(2) Zjistéte, zda vektor v je v linedrnim obalu vektorl

U;-

@ u, = (1,2,1), uz = (0,1,2), us = (2,1,3),
v =(1,0,0)

(b) uy = (1,2,0), us = (2,1,1), uz = (3,0,2),
v=(0,3,—1)

©) u = (1,2,0), us = (2,1,1), us = (3,0,2),
v=(4,3,2)

d) u; = (1,0,1,2), up = (2,1,—1,0), ug =
-1,2,0,1), uwg = (0,3,-2,-1), v =

/NN
—
uCﬂ
=
W~
N—



(e) Uy = (1707172)! Ug = (2a17_170): Uz =
(—-1,2,0,1), ugy = (0,3,-2,-1), v =
(2,1,3,1)

(3) Rozhodnéte, jestli je funkce cos3x v linearnim
obalu mnoziny funkci {1,sinz,sin®z,sin® 2} (ve
vektorovém prostoru vSech reélnych funkci nad R)

(4) Rozhodnéte, jestli je funkce cos2x v linearnim
obalu mnoziny funkci {cos x, sin z, sin 2z} (ve vek-
torovém prostoru v8ech realnych funkci nad R)

(5) Popiste priinik podprostort R>:

Vi=1{((1,2,1,0,-1),(2,1,0,1,—-1),(1,0,0,0, 1))

‘/2 = <(1a 2a 07 17 0)7 (L 07 17 07 _2)7 (Oa 1a _5a 57 2)>

(6) Popiste prunik podprostord R*:
(a)
Vi
Va
(b)
Vi={x1+ 229 — 23 =0,21 — 29+ 224 = 0}
Vo ={x3+24=0,21 + bxg — x3 — x4 = 0}

((1,1,-1,0),(1,0,1,2),(1,3,1,—1))
((0,0,0,1),(2,3,—4,-2), (3,2, —1,2))

(7) Popiste prinik podprostort R3:
Vi ={2x; + 3xs + 423 = 0,21 + 229 — 23 = 0}
Vé = {Il + 111’3 = O}

(8) Zjistéte, zda vektor v lezi ve spojeni prostort V; a
V5!



(a)
Vi ={((1,0,1,2),(2,1,3,1))
Vo ={(1,-1,0,1),(0,—1,—1,1))
v =(0,0,0,1)

(b)

Vi =((1,0,1,2),(2,1,3,1))
Vo ={((1,-1,0,1),(0,—1,—-1,1))

v=1(0,1,1,0)

()
Vi= <(17172)7(27171)>
Vo =((0,1,3))
v=(1,1,1)

(d)
Vi=((1,1,2),(2,1,1))
V2 = <(071a3>>
v=(3,1,0)

(9) Popiste prunik podprostord v R*:

Wl = <(1707 17 1)a (2717170)
W2:{$1+$3 :O,ZE1 —1’3—1’4:0}



(10)

(11)

(12)

(13)

(15)

Popiste prinik a spojeni podprostor( v R*:
Wl = <(17 17 17 O>7 (17 07 07 O)>
WQ - <(07 17 17 O)a (Oa ]-7 07 O))

Dokazte, ze vektorovy prostor M, (F) je direkt-
nim souc¢tem podprostoru S,, vSech symetrickych
n x n matic a podprostoru A,, vSech antisymetric-
kych n x n matic. Dokazte, ze M,,(C) je direktnim
souctem podprostoru hermitovskych a antihermi-
tovskych matic.

Matici
01 2 3
3 210
1 2 30
2 3 01

napiSte jako soucet symetrické a antisymetrické
matice.

Dokazte, ze podprostor vSech ostfe hornich troju-
helnikovych matic v M,,,(F) a podprostor v§ech
ostfe dolnich trojuhelnikovych matic v M,,,(F)
maji nulovy pranik. Je jejich direktnim souctem
cely prostor M, (F)?

Dokazte, ze spojenim podprostoru vSech hornich
trojuhelnikovych matic v M,,,,(F) a podprostoru
vSech dolnich trojuhelnikovych matic v M,,,,,(F) je
celé M,,,(F). Je i jejich direktnim souctem?

Za jakych podminek je sjednoceni W; U W5 dvou
podprostor( také podprostor?



(16)

DokaZzte, Ze spojeni mnoziny podprostort WV vek-
torového prostoru V' je nejmens$i podprostor ve
V' obsahujici v8echny prvky mnoziny W. Jinymy
slovy, dokazte, ze kazdy podprostor V' obsahujici
jako podprostory vSechny prvky mnoziny W, ob-
sahuje jako podprostor také jejich spojeni.

Necht V' je vektorovy prostor Wy, W5, W3 podpro-
story v ném. Rozhodnéte, zda plati (W; vV W3) N
W3 =Wy Vv (Wy 1 W3). Odpovéd zdlvodnéte.
Dokazte, ze druha mocnina matice A = Ag + Ay,
kde Ag je symetricka a A4 antisymetrickd matice,
je symetricka prave kdyz AsA4 + AsAs = 0. Na-
jdéte matici A, kterd neni symetricka ani antisyme-
tricka (tedy Ag # 0, A4 # 0), ale A? je symetricka.



KAPITOLA 4

Baze a dimenze

1. Linearni nezavislost

Jeden a ten samy vektorovy prostor mizeme zapsat
jako linearni obal mnoha riznych mnozin. Linearnim oba-
lem mnozin

M, ={(1,0,0),(0,1,0)}
M, ={(1,1,0),(1,-1,0)}
M; ={(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)}

je podprostor

W = {(z,y,0)|r,y € F} <F?



Zatimco ale pro prvni dvé mnoziny plati, Ze kazdy vektor z
W se da zapsat jako linearni kombinace jejich prvku jedno-
znacné, pro M3 to neni pravda:

(x,y,0) = x(1,0,0) + y(0,1,0)
= (x—¥)(1,0,0) + y(1,1,0)
=(y —x)(0,1,0) + z(1,1,0)
= (z—1)(1,0,0) + (y — t)(0,1,0) + ¢(1,1,0)

Vidime, ze z M3 mlzeme kterykoli vektor vynechat a linear-
nim obalem zlstane W, zatimco v M; a M, zadné nadby-
tecné vektory nejsou. Hlavnim cilem této kapitoly je takové
mnoziny bez redundanci charakterizovat a naucit se je po-
znat a najit.

DEFINICE 15. Necht V je vektorovy prostor, M jeho
podmnozina. Rekneme, ze M generuje V, paklize (M) =
V. Pokud v prostoru V' existuje kone€¢na mnozina, ktera ho
generuje, oznacime ho za kone¢né generovany vektorovy
prostor. Ozna¢me linearni kombinaci Zle r;v; za trivialni,
pokud v8echny koeficienty r; jsou nulové, jinak je netrivi-
alni. Rekneme, e M je linearné zavisla, pokud existuje
néjaka netrivialni linearni kombinace vektort z M, ktera se
rovna nulovému vektoru. V opacném pripadé je M linearné
nezavisla.

PRIKLAD 6. Mnoziny M;, M, i Ms generuji W, ale
pouze prvni dvé jsou linearné nezavislé.

PoOzNAMKY.



(1) Trivialni kombinace dava nulovy vektor vzdy, jde
tedy o to, zda existuje jesté néjaka jina. Pokud na-
priklad mnozina vektorl M = {vq, vy, ..., v} ob-
sahuje nulovy vektor v; = 0, pak staci vzit r; = 1
a ostatni 7; = 0 a pak mame _F_ rv; = 0, tedy
M je linearné zavisla.

(2) Pokud mnozina obsahuje s vektorem v také néjaky
jeho dalsi nasobek rv, je linearné zavisla, protoze
staci brat koeficienty —r a 1 u téchto dvou vektor(
a vynulovat koeficienty ostatni.

(3) Alespon dvouprvkova mnozina vektoru je linearné
zavisla pravé tehdy, kdyz lze néjaky jeji vektor
vyjadrit jako linearni kombinaci ostatnich: rovnost
v o= Zle r;v; snadno prepiSeme na 0 = v —
Zle r;v; @ naopak z netrivialni linearni kombinace

J_, siu; = 0 mGzeme vyjadfit kterykoli vektor u;
s nenulovym koeficientem s; pomoci ostatnich.

(4) Z definice plyne, Ze prazdnou mnoZinu povazu-
jeme za linearné nezavislou.

(5) Pokud je mnozina M linearné zavisla, pak je line-
arné zavisla i kazda jeji nadmnozina: kazda ne-
trividlni linearni kombinace prvkd z M je totiz za-
roven linearni kombinaci prvkl z nadmnoziny. Ze
stejnych dlvodu plati, ze pokud M generuje vek-
torovy prostor V, pak jej generuje i kazda N C V,
ktera je nadmnozinou M.

(6) Misto ,M generuje V* se také pouziva fraze ,M
je mnozinou generatort V.



1.1. Cviceni.

(1) Rozhodnéte, zda dané mnoziny vektord z R? jsou

linearné zavislé ¢i nezavislé a zda generuji R3:
(a) {(2’1 !0)! (451 12)! (051 7'4)}

(b) {(2’1 10)5 ('4!'250)}

(c) {(1,2,1), (2,1,3), (0,0,0)}

(2) Rozhodnéte, zda dané mnoziny vektort z P%(z, R)
jsou linearné zavislé Ci nezavislé a zda generuiji
P*(z,R):

(@) {(z+ 1) (z + 1)}
(b) {x* + 3z + 2,22* + x + 3,32% + 2z + 1}
(€) {z*+ 1,22 — 1,z + 3}

(8) Rozhodnéte, zda dané mnoziny vektord z R* jsou

linearné zavislé ¢i nezavislé a zda generuji R*:
(a) {(1,1,0,1), (2,1,0,3), (3,0,1,2)}
(b) {(2,1,3,2), (1,4,0,1), (5,3,1,0), (-1,9,7,9)}

(4) Rozhodnéte, zda jsou dané podmnoziny Ms(R) Ii-
nearné zavislé ¢i nezavislé a zda generuji M (R):

{( R
o t) (G 2) (1))

(5) Ukazte, ze linearni zavislost zavisi na volbé Ci-
selné mnoziny. Najdéte podmnozinu M C C?,
ktera je linearné nezavisla, pokud bereme C? jako



vektorovy prostor nad R, a linearné zavisla, pokud
bereme C? standardné nad C.

Dokazte, ze prostor P(z,F) neni kone¢né genero-
vany.

Najdéte co nejvétsi linearné nezavislou mnozinu
v prostoru vSech symetrickych matic S,,(F) a do-
kazte, ze kazda jeji nadmnozina uz je linearné za-
visla.

Méjme mnozinu M vektord v F", vytvofme z ni
mnozinu N vektor( v F"~™ tak, Ze vynechame u
kazdého vektoru poslednich m sloZzek. Dokazte, Ze
pokud je N linearné nezavisla, pak je M linearné
nezavisla.

Dokazte, ze je-li {uy,us,...u,} linearné neza-
vislA mnozina ve vektorovém prostoru V nad F
ar; € F,1 <1 < k1 < 35 < n, pak vek-

tory s; = (ri1, 72, - - ., Tin) tvOFi linedrné nezavislou
mnozinu {si, sg,...s,} C F™ pravé kdyz je line-
arné nezavisla mnozina {vy,vq,..., v} C V, kde

V; = E?:l TijU;j.

Definujme fetézec vektorovych prostort jako po-
sloupnost (Vo Vi,..., V%), kde Vo = 0 a pro
vSechna i je V; vlastnim podprostorem V; ;. Dél-
kou fetézce nazveme Cislo k. Dokazte, Ze vekto-
rovy prostor neni kone¢né generovany prave kdyz
v ném existuje fetézec libovolné délky.



2. Baze

DEFINICE 16. Linearné nezavisla mnozina, ktera gene-
ruje vektorovy prostor V, se nazyva baze V. Pokud existuje
ve V koneCna baze, pak oznaCujeme pocet prvkl této baze
jako dimenzi prostoru V, piSeme dim V. Pokud ve V' Zadn&
takova baze neni, pak fikame, Ze V' je prostor nekonecné
dimenze.

Tato definice ma nékolik hacka. A priori nevime, ze
kazdy vektorovy prostor ma bazi, a pokud ji ma a je ko-
neCna, ze ma vzdy stejny pocet prvku. Cesta k ovéreni
téchto skuteCnosti a tim i korektnosti definice dimenze vede
pres prvni komplikovanéjsi vysledek linearni algebry - Stei-
nitzovu vétu.

LEMMA 12. Necht'V je konecné generovany vektorovy
prostor, M jeho mnoZina generatoru. Pak existuje konecna
mnoZina K C M, ktera je bazi'V'.

DUKAZ. Pokud V' = 0, pak ma pravé dvé podmnoziny,
sebe sama a prazdnou mnozinu. Obé ho generuiji, ale line-
arné nezavisla je pouze (. Ta je jisté podmnozinou kazdé
mnoziny generatort V. Dale tedy mizeme predpokladat
V #£0.

Nejprve ukazeme, Ze z kazdé nekoneCné mnoziny M
generujici V' # 0 Ize vybrat kone€¢nou podmnozinu, ktera
také generuje V. Protoze V je koneCné generovany, exis-
tuje mnozina N = {vy,...,v;}, kterd generuje V. Pro-
toze M generuje V, Ize kazdy vektor z N zapsat jako li-

nearni kombinaci prvkd z M, v, = Z?;l rijui;. Oznacme



M; = {u,...,uy,}. Libovolny vektor v € V' Ize zapsat
jako linearni kombinaci prvkl z N a tedy

K3

k k ki
= E S;V; = E E STU UU,

i=1 =1 j5=1

Cili jako linearni kombinaci prvka z M’ := Ule M;, coz je
hledana kone¢na podmnozina.

Lze proto predpokladat, ze mnozina M generujici V/
je kone¢na. Nyni mezi vdemi podmnozinami mnoziny M,
které generuji V, vyberme néjakou K = {vy,...,v,} s
nejmensim poctem prvkd. Ukazeme sporem, ze K uz je li-
nearné nezavisla, tedy baze V. Je zfejmé, ze pokud n = 1,
pak bud v; = 0a (K) =0 # V,nebov; # 0a K je li-
nearné nezavisla. Staci se tedy zabyvat pfipadem, ze K je
alespon dvouprvkova.

Pokud by existovala netrividlni linearni kombinace
> v = 0, pak by bylo mozné néktery z vektorl v; vy-
jadfit pomoci ostatnich jako v; = —Tij > i Tivi- Libovolny
vektor v € V pak Ize napsat jako

n
UZE Sivi:E SiU; — E Triv; = E ( ——7’@)%‘,
i=1

i#£] T itj i#£]

tedy jako linearni kombinaci prvkll K \ {v;}. To je ale mno-
zina s mensim poctem prvkl nez K, a tudiz podle predpo-
kladu nemuze generovat celé V. Dospéli jsme ke sporu, a
tedy K je baze. O



Z tvrzeni také plyne, Ze pojmy ,konecné generovany
vektorovy prostor” a ,prostor kone¢né dimenze“ znamenaji
totéz a muzeme je volné zaménovat.

VETA 5 (Steinitzova véta). Bud M = {uy,...,u,}
mnoZina generatorl vektorového prostoru V. a N =
{v1,..., v} linearné nezavisla mnozina ve V. Pak plati:

(1) k<n
(2) Pri vhodném ocislovani vektord uy,...,w, mno-
Zina{vy,..., Vg Ugy1,...u,} generuje V.

DUKAz. Budeme postupovat indukci podle poctu & li-
nearné nezavislych vektort. Pokud k£ = 1, pak musi byt
n >k =1, N = {v,}, protoZze v opatném piipadé by
M = () negenerovala V, ktery je jakoZto nadmnozina N ne-
nulovy. Protoze M generuje V, existuji Cisla r; takova, ze
v =y ., Tiu;, @ protoze vy # 0, musi pro néktery index j
byt r; # 0. Pokud j neni rovno 1, pak pfecislujeme vektory
u;, aby tomu tak bylo. Lze tedy psat u; = ;-vy — >, ;.
Kazdy vektor, ktery je linedrni kombinaci uy, . . . , u,, je tudiz
také linearni kombinaci vy, ug, . . ., uy, Cili (vy, ug, ..., uy) =
V.

Predpokladejme proto platnost tvrzeni pro k£ — 1, uka-
Zeme, ze pak musi platit i pro k. Pokud {vy,...,v;} jsou
linearné nezavislé, pak {vy,...,vx_1} jsou linearné neza-
vislé a tudiz podle indukéniho predpokladu generuje mno-
zina {vy,...,V_1, Uy, ..., u,} vektorovy prostor V. Zaro-
ven musi byt n > k, protoze z indukéniho predpokladu



n > k—1, akdypy n = k£ — 1, pak by bylo v line-
arni kombinaci vektort vy, ...,vx_1, COZ je ve sporu s li-
nearni nezavislosti mnoziny {vy, ..., v;}. Tedy vy Ize vyja-
dfit jako ¢ rv; 4+ S0, ryus, kde pro néjaké j > k musi
byt r; # 0, jinak bychom opét dostali spor s linearni ne-
zavislosti mnoziny {vy, ..., v }. Pfe€islujme zbylé vektory
ug, ..., u, tak, aby 7 = k, pak je mozné podobné jako v
pfipadé k£ = 1 vyjadrit u; jako linearni kombinaci mnoziny
{v1, ..., Uk, Upy1,-- -, Uy}, @ tedy i libovolny vektor z V' jako
linearni kombinaci z této mnoZziny. U

Steinitzova véta (nebo téz Steinitzovo lemma o vyméne)
vlastné fikd, Zze v mnoziné generator muzeme vymenit
vhodné prvky ,kus za kus“ s prvky néjaké linearné neza-
vislé mnoziny tak, abychom po vyméné méli stdle mnozinu
generatorl. Plyne z ni cela rada duilezitych dasledkd:

DUSLEDEK 1. VSechny baze vektorového prostoru ko-
necné dimenze mayji stejny pocet prvku.

DUKAZ. Pokud M je baze V o m prvcich a N je baze
V' o n prvcich, pak ze Steinitzovy vety plyne, ze m > n a
zaroven n > m, Cilim = n. O

vvvvvv

sahli. Diky nému méa pojem dimenze opravnéni a smysl.
Zaroven je v ném skryt navod, jak dimenzi urCit: staci najit
libovolnou bazi a spocitat, kolik je v ni vektoru.

Nékdy budeme ve zkratce psat V,, pro vektorovy prostor
dimenze n. Nulovy prostor V; = 0 ma dimenzi 0.



DUSLEDEK 2. Pocet prvki kazdé linearneé nezavislé
mnoZiny ve V,, je mensi nebo roven n, a pokud je roven,
uz musi byt tato mnoZina bazi.

DUKAZz. Staci vzit ve Steinitzové vété za M libovolnou
bazi V,, a za N zadanou mnozinu. O

DUSLEDEK 3. Pocet prvku kazdé mnoZiny generatort
prostoru V,, je vetsi nebo roven n, a pokud je roven, uz
musi byt tato mnoZina bazi.

DUKAz. Ukézeme, ze n-prvkovd mnozina generatord
N prostoru V,, musi byt linearné nezavisla. Kdyby nebyla,
bylo by mozné z ni vybrat podle lemmatu[12|linearné neza-
vislou vlastni podmnozinu N’, pro niz (N) = (N’). Pak ale
N’ je baze, ktera ma méné prvkd nez je dimenze vektoro-
vého prostoru, coz je spor s dusledkem ([l

Posledni dvé tvrzeni znamenaji, Zze baze jsou pravé nej-
vétSi linearné nezavislé mnoziny a také praveé nejmensi
mnoziny generatora.

DUSLEDEK 4. Kazdy podprostor W vektorového pro-
storu V,, ma konec¢nou dimenzi.

DUKAZz. VSechny linearné nezavislé podmnoziny W
jsou zaroven linearné nezavislé podmnoziny V,, a maji tedy
nanejvys n prvkd. Zvolme z nich néjakou N = {vy,..., v}
s maximalnim poctem prvkld. Pokud by N negenerovala
celé W, pak by existoval vektor u € W, pro néjz u ¢ (N).
Kdyby NU{u} byla linearné zavisla mnozina, pak by existo-
vala netrivialni linearni kombinace ru+2’f s;v; = 0. Pak ale



bud r = 0, coz je ve sporu s linearni nezavislosti NV, nebo
r # 0, coz je zase ve sporu s u ¢ (N). Tedy N U {u} musi
byt linearné nezavisla podmnozina ve W. O N jsme ale
predpokladali, Ze je maximalni linearné nezavisla mnozina
ve W, takze dostavame spor s predpokladem a N musi
generovat celé W. Tedy W ma konecnou dimenzi. 0

Nasledujici tvrzeni fika, ze bazi podprostoru Ize doplnit
na bazi celého prostoru:

DUSLEDEK 5. Necht W < V,,, N baze W . Pak existuje
jeji nadmnozZina M O N, ktera je bazi'V,,.

DUKAz. Staéi vzit ve V,, libovolnou bazi {u,,...,u,},
pak druha Cast Steinitzovy véty fika, ze mnozina
{v1, ..., Vg, Upy1,...,u,t generuje V,, a jelikoz je n-
prvkova, je to baze V,,. ([l

PRIKLAD 7.

(1) Mnozina vektort {ey,...,e,} aritmetického vekto-

rového prostoru ", kde
e1 = (1,0,0,...,0,0),
es = (0,1,0,...,0,0),

en = (0,0,0,...,0,1),
se nazyva kanonicka baze. Tedy dim F" = n.
(2) Mnozina matic {E;;,i € {l,...,m},j €
{1,...,n}}, kde E;; je matice, jejiz ij-ty element



je 1 a ostatni 0, je baze prostoru M,,,(F) nad F,
ktery ma proto dimenzi mn.

(8) Oznaéme U, (F) prostor v§ech hornich trojuhelni-
kovych matic v M, (F). Pak mnozina {E;;|i,j €
{1,...,n},j > i} je bazi U,(F). Tedy

1
dimUn(F)=1+2+...+n=@

Prostor L(F) v8ech striktné dolnich trojuhel-
nikovych matic v M,(R) ma bazi {E;i,j €
{1,...,n},j < i}, takze
n(n—1)

2

(4) Mnozina {1,x, 22, ...} je baze prostoru véech po-
lynomu P(z,F) nad F. Je to tudiz prostor neko-
ne¢né dimenze.

(5) Mnozina {(1,0), (4,0),(0,1),(0,7)} je baze pro-
storu C? nad R. Tento prostor ma tedy dimenzi 4,
zatimco C? nad C ma dimenzi 2.

Dalsi dilezité priklady uvidime v nasledujici kapitole, v niz
se budeme zabyvat vztahem dimenze a existence feSeni
soustavy linearnich rovnic.

dmL2(F)=1+2+...+(n—1) =

2.1. Cviceni.
(1) Najdéte néjakou bazi a urCete dimenzi nasleduiji-
cich podprostort R3:
(a) <(2a 17 0)7 (47 17 2)a (07 17 _4)>
(b) <<27 17 0)7 (_47 _27 O)>



(©) ((1.2,1),(2,1,3),(0,0,0))
(2) Najdéte néjakou bazi a urete dimenzi prostoru
(@) D, (IF) vSech &tvercovych diagonalnich matic
stupné n

(b) S, (F) vSech symetrickych matic stupné n

(c) A, (F) vSech antisymetrickych matic stupné n.

(d) U(F) v8ech Ctvercovych strikiné hornich troj-
uhelnihovych matic stupné n

(e) L,(IF) v8ech Etvercovych dolnich trojuhelniho-
vych matic stupné n

(f) H,(C) v&ech hermitovskych matic stupné n

(9) AH,(C) v8ech antihermitovskych matic
stupné n.
(3) Najdéte néjakou bazi a urCete dimenzi prostoru
(@) P™(z,R) v8ech polynomU stupné nejvyse n
(b) vSech polynom0 z P"(z,R), pro které p(0) =
0.

(c) v8ech polynomu z P"(x,R), pro které Vx €
R : p() = —p(—).

(d) vSech polynomd z P™(z, R), které jsou nasob-
kem polynomu 2® + z + 2.

(4) Ukazte, ze prostor v8ech posloupnosti (a;)5°, spl-
nujicich a,, .o = a,41 + a, pro vSechnan € N, je
koneCné generovany a urcete jeho bazi.

(5) UrCete bazi a dimenzi prostoru {(z,y, z) € R*|z +
y+z=0}.

(6) Najdéte néjakou bazi prostoru R*, ktera obsahuje
bazi daného podprostoru:



(a) ((1,1,0,1),(2,1,0,3),(3,0,1,2))
(b) ((2,1,3,2),(1,4,0,1),(5,3,1,0),(—1,9,7,9))
(7) Necht V' je vektorovy prostor dimenze n, W <V,
dimW =n—1, M je baze W, u € V. Dokazte, Ze
M U {u} je baze V pravé kdyz u neni prvkem W.
(8) Necht V' je vektorovy prostor vSech reélnych po-
sloupnosti {a;}5° a M C V je podmnozina v§ech
posloupnosti vyhovujicich pro n > 3 rekurentni re-
laci a, = Aa,_1 + Ba,_s + Ca,_3, kde A, B,C
jsou redlné konstanty. Dokazte, Zze M je vektorovy
podprostor V' dimenze 3.

3. Dimenze spojeni a pruniku

VETA 6 (o dimenzi spojeni a pruniku). Necht'V je vek-
torovy prostor a U, W jsou dva jeho podprostory konecné
dimenze. Pak

dimU +dimW =dimUNW +dimU VW

DUKAZz. Prostor U N W je podprostorem prostoru W,
a je tedy také konetné dimenze. Zvolme v ném li-
bovolnou béazi {vq,...,vx}, tuto bazi Ize doplnit podle
dusledku vektory wq,...,u, na bazi U a vektory
wy,...,w, na bazi W. Ukazeme, Ze mnozina M =
{ug, ..., up,v1,. .. v, w1, ..., w,} jebdziU Vv W.

Je zfejmé, ze M generuje U Vv W. Kazdy vektor v €
U Vv W je souttem nejakého vektoru u € U a néjakého
vektoru w € W. Kazdy z nich je linearni kombinaci prvka M
a tedy i v je linearni kombinaci prvkd M. Predpokladejme



nyni, ze

k
0= Xp:nui + ZSiUi + Zq:tl’wl
=1 =1 i=1

Tedy vektor

p k q
U= — E Tl = E S;v; + E tiw;
i=1 i=1 i=1

je zaroven prvkem U a W, tedy prvkem jejich priniku. Je

proto mozné jej vyjadfit jako u = S_F_ z;v;. Pak ale

k P
E ZT;U; + E Tiu; = 0
i=1 i=1

k q
Z(Si — l‘i)vi + Ztlwl =0
i=1 =1
Jelikoz mnoziny {ug, ... up,v1, ... 0} a
{v1, ..., v, w1,...,wy} jsou linearné nezavislé, musi

byt v obou rovnostech vSechny koeficienty nulové. To ale

znamena, ze i mnozina M je linearné nezavisla.

Zkonstruovali jsme tedy z baze prostoru U N W baze
prostort U, W a UV W. Dokazovana rovnost plyne prostym
dosazenim pocCth prvkd téchto bazi: (p + k) + (k + q) =

E+(p+k+q).

O

VSimnéte si, jak je v dikazu konstruovana baze U vV V.
Pro libovolnou bazi tohoto prostoru nemizeme ocekavat,
Ze néjaké jeji podmnoziny budou bazemi U, V nebo UNV..



Kdyz ale postupujeme zdola, od baze U NV, Ize doplno-
vanim na bazi U a V bazi U v V s takovymi specialnimi
vlastnostmi vytvorit.

PRIKLAD 8. Ukazeme modelovy priklad uZiti véty o di-
menzi spojeni a praniku. Uvazujme dva podprostory v R3:
U =((1,0,0),(0,1,0))

V =((0,0,1),(1,2,3))
Kazdy je zadan jako linearni obal dvojice linearné nezavis-

lych vektorq, tedy dim U = dim V' = 2. Sjednoceni mnozin
generatorl prostora U a V'

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), (1,2,3)}

generuje celé U Vv V. Prvni tfi vektory tvofi bazi R?, takze
UV V = R3. Z toho zjistime dimenzi priniku

dimUNV =dimU +dimV —dimU VV =1,

aniz bychom samotny prinik museli pocitat. (Ne Ze by to v
tomto pripadé bylo extra slozité.)

Zobecnéni véty o dimenzi spojeni a pruniku na vice
podprostorl neni tak jednoduché, jak by se mohlo zdat.

vvvvvv

dobre:

VETA 7 (O dimenzi direkiniho souctu). Necht
Wy,...,Wy jsou podprostory V, takove, Ze @lewi



existuje. Pak

k k
> dimW; = dim @ W;
=1 i=1

DUKAZ. Budeme postupovat matematickou indukci.
Pro k£ = 2 tvrzeni plyne z véty o dimenzi spojeni a pru-
niku. Predpokladejme tedy, ze plati pro £ — 1. Uvazujme
podprostory Wy, ..., W, takové, ze @le W; existuje. Pak

k
Vie{l,....k}, W;n\/Wi=0

=
a tim padem také
k—1
Vie{l,....k—1}, W;n\/W;=0
=

Tedy @k’l W, existuje a podle indukéniho predpokladu
S dim W, = dim @5 Wi, Protoze W, n@ | W; =0,
plyne z vety o dimenzi spojeni a pruniku
k—1 k
dlm@W = dim W, +dlm@w > dim W,
=1 =

O

PRIKLAD 9. Ukazme, Ze prostor U,(F) vSech hor-
nich trojuhelnikovych matic stupné n je doplfikem prostoru
LY (F) vSech striktné dolnich trojihelnikovych matic stupné



n v prostoru M, (F) vSech Ctvercovych matic stupné n.
Vime, Ze matice, ktera je zaroven horni trojuhelnikova a
striktné dolni trojuhelnikova, musi byt nutné nulova, a ze
znamych dimenzi U,,(F) a L2 (F) plyne

1 -1

aim U, () & y(F) = " e

Jedinym podprostorem v M, (R) dimenze n? je ale samotné
M, (R), proto nutné U,,(R) & L2(R) = M, (R).

3.1. Cviceni.
(1) Urcete dimenzi priniku podprostort v R* :
U=1{1,1,2,1),(1,0,0,2))
V =((2,1,0,3),(1,2,2,0))

(2) Dokazte, ze prostor A, (F) vSech antisymetrickych
matic je doplikem prostoru S,,(IF) vS§ech symetric-
kych matic v M, (FF).

(3) Dokazte, ze U, (F) @ A, (F) = M, (F)

(4) Dokazte, ze D, (F) & U(F) = U,(F)

(5) Dokazte, ze D, (F) @ L2(F) ® A, (F) = M, (F)

(6) Oznaéme v P"(z,R) podmnoziny

Pl(z,R) = {p € P"(z,R)|p(z) = p(—2)}
P(z,R) = {p € P"(z,R)|p(x) = —p(—z)}

Dokazte, ze
P"(z,R) = PY(z,R) ® P"(z,R)



Dokazte analogické tvrzeni pro nekone¢nédimen-
zionalni prostory v8ech polynomu

P(z,R) = P, (z,R) ® P_(z,R)






KAPITOLA 5

Hodnost matice

1. Ctyfi prostory spojené s matici

DEFINICE 17. Necht A € M,,,.(F) je matice. Jejim Fad-
kovym podprostorem R(A) rozumime linearni obal mno-
ziny vSech m radkd matice A, chapanych jako vektory ve
vektorovém prostoru F”. Sloupcovy podprostor S(A) ma-
tice A je linearni obal mnoziny vSech n sloupct matice A,
chapanych jako prvky F™. Definujeme hodnost /(A) ma-
tice A jakoZto dimenzi prostoru R(A).

Nyni mame ke kazdé matici pfifazeny Ctyfi fundamen-
talni podprostory:
(1) fadkovy prostor R(A), jeho dimenze je hodnost
h(A)
(2) sloupcovy prostor S(A) = R(AT), jeho dimenze je
h(AT)
(8) nulovy prostor N(A), jeho dimenze se nazyva nu-
lita matice n(A)
(4) prostor N(AT), jehoz dimenze je n(A”)
V této kapitole budeme studovat, jak spolu tyto Ctyfi pro-
story a jejich dimenze souvisi. Z kapitoly o feSeni soustav



linearnich rovnic vime, ze N(A) se zachovava pfi elemen-
tarnich radkovych Upravach matice. Z nasledujiciho lem-
matu plyne, Ze se pfi téchto Upravach zachovava i R(A):

LEMMA 13. Necht My = (v1,...,v,) je mnoZina vek-
torG ve vektorovém prostoru V nad F, j. k € {1,...,m},
j#k,r,s €, r+#0. Oznacme

My = (v1, ..., Vg1, "V, Vks1s - - -, Um)

My = (v1, ..., V51,V + SV;, Vg1, - - -, Unp)

Pak plati, Zze (My) = (M;) = (M,). Dale plati, Ze M, je
linearné nezavisla, pravé kdyZz je linearne nezavisla M, a
pravé kdyz je linearné nezavisla M.

DUKAz. Dokazeme tvrzeni pouze pro Ms, pripad M, je
zcela analogicky a vlastné jednodu$si. Pokud v € (M),
pak existuji r; € F, ze v = " | r;v;. Pro pohodIngjsi zapis
predpokladejme k < j. Pak Ize sumu prepsat jako

k—1 j—1 m
v = g rivi+ry (v +sv;)+ E 70+ — 57U+ E Tiv;,
i=1 i=k+1 i=j+1

tedy v je linearni kombinaci vektord z M,, v € (Ms). Nao-
pak pokud v € (Ms), pak existuji s; € F takova, ze

k—1 m

v = Z 50; + sp(vg + sv;) + Z Sivi,

i=1 i=k+1



PfepiSeme linearni kombinaci do tvaru

j—1

V= Z Siv; + (sks + Sj)vj + Z SiVi,

i=1 i=j+1

Cili v € (Mp). Tim jsme dokazali obé inkluze (M,) C (M)
i (M) C (M) atim padem rovnost obou mnozin.

Podobné ovéfime, Ze se zachovava linearni
(ne)zavislost. Pokud M, je linearné nezavisla a
> v = 0, pak musi byt v linearni kombinaci

k—1 j—1 m
g Ti0; + 15 (Vg + sv;) + E v + (1 — sr))v; + E Tiv;,
i=1 i=k+1 i=j+1

prvki M, vSechny koeficienty nulové. To ale znamena
r; = 0, pokud i neni k£ ani j, dale r, = 0, a diky tomu
r; =r; — st = 0. Tedy linearni kombinace Z;’;l r;0; mMusi
byt trividlni, a tedy M, je linearné nezavisla. Stejnym zpl-
sobem Ize ovéfit opacnou implikaci. O

PRIKLAD 10. Ur€eme dimenzi linearniho obalu mnoziny
M = {(3,-6,1,-1), (1,-2,3,1), (—2,4,0,1), (0,0,2,1)}
v R* Sestavime matici A, kitera ma tyto vektory jako
tadky, hledana dimenze je pak rovna hodnosti h(A). Rad-
kové upravy podle lemmatu zachovavaji linearni obal, takZe



Gaussovou eliminaci

1 -2 3 1 1 -2 3 1
3 —6 1 -1 0O 0 -8 —4
-2 4 0 1 0O 0 6 3
0 0 2 1 0o 0 2 1
1 -2 3 1 1 -2 31
o o0 2 1 0 0 21
o 0 6 3 0 000
0O 0 -8 —4 0 000
zjistujeme, ze jednou z  bazi (M) je

{(1,-2,3,1),(0,0,2,1)}. Hledana dimenze je tedy 2
a jako vedlejsi produkt jsme také zjistili, ze M je linearné
zavisla mnozina.
1.1. Cviceni.
(1) Dokazte, ze N(AT) = {y € F"jy" A = 0}, kde
A € M,,,(F) ay chapeme jako sloupcovy vektor.
(2) Zjistete, zda je mnozina

{(1,-1,1,2),(1,8,7,-7),(1,2,3,—1),(1,5,5,—4)}

linearné nezavisla, pfipadné ji doplnte na bazi ce-
lého R%.
(3) Zjistéte, zda je mnozina
{(0,-4,3,3),(8,1,3,-3),(1,0,0,7),(1,3,4,8) }

linearné nezavisla, pripadné ji doplnte na bazi ce-
lého R*.



(4) Zjistéte, zda je mnozina {(2,1,—1,2,—1),
(—4,3,2,-1,1), (3,5,-2,1,-2), (2,2,—1,3, 1),
(—1,2,3,1,3)} linedrné nezavisla, pfipadné ji
dopliite na bazi celého R5.

(5) Zjistéte, zda je mnozina

{(L+i,1—i144),(1—i,143ii—1),(1,1+1i,4)}

linearné nezavisla, pripadné ji doplnte na bazi ce-
lého C3.

(6) Pro kterda a« € R je mnozina {(a,—4,—1),
(4,—-6,-3), (1,1, —a)} linearné nezavisla? UrCete
dimenzi jejiho linearniho obalu v zavislosti na a.

(7) Pro kter& « € R je mnozina {(7,a,—1),
(—4,8,-3), (2a,1,—4)} linearné nezavisla? Ur-
Cete dimenzi jejiho linearniho obalu v zavislosti na
a

(8) Najdéte bazi
((0,1,-3,4),(2,2,2,2),(1,-1,3,7)) C R*,

obsahujici vektor (1,4, —4, —1).
(9) Necht

Vi= <(1, 0, 2, —3), (3, 2,1, —5), (—1, 2,1, —2))
Vo = <(_37072>O>>

jsou podprostory R*. UrGete dimenzi V; N Vs.



(10) Najdéte dimenze prostort V., W, VNW,V VW C
R5 v zavislosti na parametru \, kde

V={(3,-1,-2,2,1),(1,4,0,1,—1), (A, 6, —4,6,0))
W ={((1,-3,2,-3,0),(0,0,0,1,1))
(11) Z vektoru
(1,0,2,-3),(3,2,1,=5),(—1,2,1,-2),(-3,0,2,0)
vyberte linearné nezavislou mnozinu a vyjadrete
ostatni vektory jako linearni kombinace prvku této
linearné nezavislé mnoziny.
(12) Necht
‘/1 = <(]-) 37 07 2)7 (2a 07 17 3)7 (57 _37 3) 1)>
Vo =1((3,-3,2,-2),(3,3,1,5),(2,0,1,1))
jsou podprostory R*. Uréete dimenzi Vi N Va.
(13) Vyberte v8echny baze R? z mnoziny

{(1,2,3),(2,3,4),(3,2,3),(4,3,4),(1,1,1)}

(14) Najdéte dimenzi prostoru
({(1.1,1,0),(1,1,a,1),(1,a,1,1),(a,1,1,1)}) C R

v zavislosti na parametru a € R.
(15) Vyberte z mnoziny

(1,0,1),(3,2,1),(1,2,3), (1,0, —2)}

néjakou bazi R? a vyjadiete zbylé vektory jako li-
nearni kombinaci vektorl baze.



(16) Z mnoziny vektort
{(5,7,-1,3),(1,-3,8,2),(9,17,-10,4), (—2,6, —16, —4)}

v R* vyberte néjakou bazi jejiho linearniho obalu.
(17) Prokterda € R je

{(3,1,1,4), (a,4,10,1),(1,7,17,3),(2,2,4,3)}
linearné nezavisla mnozina?

(18) Pro kteraa € R je
{(1, a,—1, 2), (2, —1,a, 5), (1, 10, —6, 1)}
linearné nezavisla mnozina?

(19) Méjme mnozinu vektorl {(a;i,...,a;) € T i =
1,...,s < n}. Dokazte, Ze pokud pro v§echna j
plati |aj;| > > i_, ., lail, pak je tato mnozina li-
nearné nezavisla.

2. Hodnost transponované matice

Z prikladu je videt, ze sloupcovy prostor matice se pfi
radkovych Upravach nezachovava. Baze sloupcového pro-
storu posledni matice je totiz napfiklad

1 1
0 2

N= 01’10 ’
0 0

ale zadny sloupec puvodni matice A v (N) nelezi. Dulezi-
tym a netrividlnim faktem ale je, Ze dimenzi sloupcového
prostoru ponechavaji fadkové Upravy stejnou:



LEMMA 14. Necht' A € M,,,(F) a A’ vznikne z A ele-
mentarni fadkovou dpravou. Pak dim S(A) = dim S(A’).

DUKAZz. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze
prvnich k sloupcl A tvofi bazi S(A). Ukazeme, Ze prvnich
k sloupch A’ tvofi bazi S(A’), a to postupné pro jednot-
livé typy elementarnich Uprav. OznaCme sloupce A jako
ai,...,a, a sloupce A’ jako df,...,a,,. Mnozina M =
{ai,...,ax} tvofi bazi S(A), pravé kdyz je linearné neza-
visla a vSechny ostatni sloupce a;, j > k Ize zapsat jako
linearni kombinaci prvkd M (protoze pak jde kazdy vektor

z S(A) zapsat jako linearni kombinaci prvkl z M).

(1) Vynechani nulovych radka.

(a) Generovani. Pokud a; = Zle ria;, kde j >
k, pak zfejmé o} = Zle r;a;, nebot vektory
a; vznikly z a; pouze vynechanim nékterych
slozek. Tedy {a/,...,a}} generuje S(A’).

(b) Linearni nezavislost. Pokud S°F | ra; = 0,
pak i Zf:1 ria; = 0, protoze a; vznikly z «
pridanim nékolika slozek rovnych nule. Ale

{a1, ..., a;} je podle pfedpokladu linearné ne-
zavisla, tedy musi byt Vi : r;, = 0, tedy je i
{a},...,a}} linearné nezavisla.

(2) PFidani nulovych radka. Analogicky.
(3) Vyména p-tého a g-tého radku.
(a) Generovani. Pokud a; = Zle rya;, kde j > k,
pak zfejmé a; = 37| rial, nebot vektory d]



vznikly z a; pouze vymeénou p-té a ¢-té slozky.
Tedy {d},...,a}} generuje S(A’).
(b) Linearni nezavislost. Analogicky.
(4) Pricteni s-nasobku p-tého fadku do ¢-tého radku,
pP#q.
(a) Generovani. Pokud a; = Y1, 7;a;, kde j > k,
pak pro g-tou slozku a’; plati

k

ri(a;), +sZri(ai)p

=1 =1

—En al —|—sal 57’1

Ostatni slozky a; jsou stejné jako v a;, mame
tedy o = S rdl a {ad),... d,} generuje
S(A).
(b) Linearni nezavislost. Podobné jako u genero-
vani zjistime, ze z 0 = Zle ria; plyne 0 =
Z?:l r;a; a odtud r; = 0.
(5) Nasobeni g-tého radku Cislem s € F, s # 0. Po-
dobné jako predchozi pripad.

Mw

(a;‘)q = (a;)q + s(a;)p

U

Jednoduchym dusledkem lemmatu je, Zze fadkové i
sloupcové Upravy zachovavaji jak h(A) = dim R(A), tak
h(AT) = dim S(A). Odtud je jen krok k diikazu velmi dule-
zité véty:



VETA 8 (O hodnosti transponované matice). Pro kaZdou
matici A € M,,,(F) plati

h(A) = h(AT)

DUKAz. Matici A lze prevést fadkovymi Upravami na
redukovany odstupnovany tvar bez nulovych radku, a pak
jesté preusporadat sloupce tak, aby pivotni byly na prvnich
p pozicich. Vysledna matice ma tvar

10 ... 0 Ci1 Ci2 ... Ciq
A’ . 01 ... 0 Co1 Co2 ... Cyq
00 ... 1 Cp1 Cp2 ... Cpq

coz mlzeme prepsat blokové jako (E, C), kde C' € M, (FF),
q = n—p. Je zfejmé, Ze radky jsou linearné nezavislé, takze
h(A’) = dim R(A") = p. Prvnich p sloupct zase evidentné
tvofi bazi sloupcového prostoru S(A’), tedy h(AT)

dim S(A’) = p. P¥i v8ech Upravach se dimenze fadko-
vého i sloupcového prostoru zachovavala, takze h(A) =
h(AT). O

2.1. Cviceni.
(1) UrCete hodnost matice

2 3

=N =
T W B~ W
S Ot Ot i
W N — O
W O N = Ot



UrCete také hodnost matice transponované a
overte, Ze se rovnaji.
(2) UrCete hodnost matice

1 -2 21
2 -1 1 2
4 -5 1 1

UrCete také hodnost matice transponované a
overte, Ze se rovnaji.
(3) V zavislosti na a € R urete hodnost matice

31 1 4
a 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3

UrCete také hodnost matice transponované a
overte, Ze se rovnaji.

3. Hodnost a reSeni soustav rovnic

VETA 9 (O hodnosti a nulité). Pro kaZdou matici A €
M, (F) plati

h(A) +n(A) =n

DUKAz. Pfevedme opét matici A na redukovany od-
stupnovany tvar bez nulovych radkd, precCislujme neznamé
tak, aby pivotni sloupce odpovidaly indexim 1 az p = h(A)
a zapiSme vyslednou matici podobné jako v pfedchozim



diukazu A’ = (F, C). Mnozina vektor(

M = {(_Cll7 —Co1,y ...y — Cp17 1,0, Ce ,O)
(—612, —C292, ..., — Cpg, O, 1, e ,0)
(—c1gs —Cagy -y — Cpg, 0,0,...,1)}
je linearné nezavisla a kazdy jeji vektor je feSenim sou-
stavy rovnic. Necht (zi,...,z,) je libovolné feSeni sou-
stavy, ozna¢me jeho poslednich ¢ slozek ry, ..., r,. Dosa-

zenim do vSech rovnic soustavy zjistime, ze pro vSechna
(s {]., R 7p} uz musi byt T; = — Z?:l CijTj- Vznlkl)'/ vek-
tor feSeni

q q q
— E Clej,— E CQj?"j,...,— E ij’l"j,Tl,...,’l“q s

je linearni kombinaci vektorli z M s koeficienty 7,..., 7.
Kazdé feSeni soustavy Ax = 0 je tedy v linearnim obalu
mnoziny M, proto je M bazi N(A) a ¢ = n — h(A) je di-
menze tohoto prostoru n(A). O

Mnozina M v dikazu je bazi prostoru N(A) vSech fe-
Seni soustavy rovnic Ax = 0, jeji prvky nazyvame bazova
feseni. Jejich hledani v konkrétnich pfipadech uz mame
zazité z prvni kapitoly. Jakékoli feSeni nehomogenni sou-
stavy rovnic Ax = b ziskdme diky vété [2| jako soucet li-
bovolného, tzv. partikularniho feSeni Az = b a néjakého



prvku N(A) = (M). Pokud soustava rovnic vede na od-
stupfiovany tvar

1 0 ... 0 Ci1 Ci2 ... Ciq bll
01 ... 0 Co1 Co2 ... Cyq b/2
00 ... 1 i o - by

je  nejpohodingjsi volit za toto partikularni FeSeni
(by,...,0,0...,0). Obecné feSeni pak vypada

»Vpr Ve
W, ... b.,0...,0)+

’»pr N

<(—CH, —C21,..., — Cp1, 1,0, Ce ,0)
(—012, —C22, ..., — CPQ,O, ]_, e 70)
(—c1gs —Cagy - -y — Cpg, 0,0,...,1))

V reélnych pocetnich prikladech samozfejmé vzdy nevy-
jdou pivotni sloupce na prvnich p pozic, jsou s nepivotnimi
promichany, coz se projevi odpovidajicim promichanim slo-
zek reseni.

VETA 10 (Frobeniova). Necht A € M,,,(F) je matice,
b € F™ vektor pravych stran. Soustava rovnic Ax = b ma
feseni, pravé kdyz h(A) = h(Alb).

DUKAz. Soustava Ax = b ma reSeni, pravé kdyz je
b linearni kombinaci sloupcl matice A, jinymi slovy kdyz
b € S(A), ¢ili S(A|p) = S(A). Podle véty [g]je pak h(A) =
h(A|b). Naopak, pokud h(A) = h(A|b), musi byt b € S(A),



jinak by S(A) byl vlastnim podprostorem S(A|b) a nemél by
stejnou dimenzi. O

3.1. Cviceni.

(1) Dokazte, ze mnozina {(x1, s, x3,74) € RYz; +
xy = 0 A xy — 224 = 0} je podprostor R* a uréete
jeho dimenzi.

(2) Necht A € M,,,(F). Jaky je vztah mezi n(A) a
n(AT)?

(3) O soustavé fekneme, Ze je tesitelna, pokud ma
alespon jedno feSeni. Necht' A je Ctvercova matice
stupné n, B je regularni matice stupné n. Rozhod-
néte, které z nasledujicich vyroku plati:

(@) (A|b) je feSitelnd = (BAJD) je feSitelna
(b) (A|b) je FesSitelna = (AB|b) je fesitelna
(c) (ABJb) je tesSitelna = (AJb) je feSitelna
(d) (BA|b) je teSitelnd = (A|b) je feSitelna
(e) zadny z predchozich vyrokl neplati
Odpovéd zdlvodnéte.

(4) Necht Ax = b je soustava linearnich rovnic, majici
alespon jedno feSeni. UrCete nutnou a postacujici
podminku, aby proménna x; méla hodnotu nula v
kazdém feSeni této soustavy a dokazte.

(5) Necht Ax = b je soustava linearnich rovnic, majici
alespon jedno feSeni. UrCete nutnou a postacujici
podminku, aby proménna x;, méla stejnou hodnotu
v kazdém reSeni této soustavy a dokazte.



(6) Urcete vektor (a, b, ¢) tak, aby byl nasobkem néja-
kého feSeni soustavy rovnic

dor —2y+2z=a
20 +22=0
—r+yt+z=c

(7) Dokazte, ze pro libovolnou homogenni soustavu
rovnic, jejiz koeficienty jsou racionalni Cisla, Ize se-
stavit bazi prostoru feseni, v niz kazda slozka kaz-
dého vektoru je celé Cislo.

(8) Vzhledem k parametrim a, b, ¢ najdéte obecné re-
Seni soustavy

ar+y+z=a
r+by+z=>
r+y+cz=c

(9) Dokazte, ze Yy € F" je y'y > 0, pfitemz rovnost
nastane pouze pro y = 0. Podobné dokazte, ze
yT AT Ay > 0, pfitemz rovnost nastane pouze pro
y € N(A). Dokazte odtud, Ze pro libovolnou matici
Aplati N(A) = N(ATA) a h(A) = h(ATA).

4. Vlastnosti hodnosti

VETA 11. Necht A € M,,,,(F), B € M,,,(F) jsou matice.
Pak h(AB) < min(h(A), h(B)).

DUKAZ. Sloupce matice AB jsou linearni kombinaci
sloupct matice A, tedy S(AB) < S(A) a tedy h(AB) <



h(A). Radky AB jsou zase linearni kombinaci fadkd B,
takze i h(AB) < h(B). O

VETA 12. Necht A € M, (F) je ctvercova matice. Pak
A je regularni pravé kdyz h(A) = n.

DUKAZz. Mnozina sloupcu jednotkové n x n matice £,
je bazi F". Pokud A je regularni, pak ma inverzni matici
A1, A7'A = E,. Podle pfedchozi véty tedy n = h(E,) =
h(A='A) < min(h(A), h(A~")). Radkové prostory matic A
a A~! jsou podprostory ", tedy také h(A) < n, h(A™!) <
n. Musi byt tedy h(A) = h(A™!) = n.

Pokud naopak h(A) = n, pak fadky A tvofi bazi F".
OznacCme tyto radky po fadé ay,...,a,. Pro libovolny fa-
dek e; matice E,, i € {1,...,n} tedy existuji Cisla b;;,
j€{l,...,n}, Ze ¢; je linedrni kombinaci vektorud a; s koe-
ficienty b;j, Cili e; = > 7, bija;. Pak ale matice B spliuje
vztah BA = FE a podle definice je inverzni matici regularni
matice A. O

VETA 13. Necht A € M,,,(F) je libovolna matice,
B € M, (F), C € M,,(F) jsou regularni matice. Pak
h(BAC) = h(A).

DUKAz. Plati

h(BAC) < min(h(B), h(A),h(C)) =
= min(n, h(A),m) = h(A)



a také

h(A) = h(B"'BACC™) <

< min(h(B™1), h(BAC),h(C™")) = h(BAC)
O

4.1. Cviceni.

(1) Dokazte, ze pokud B je regularni a A Ctvercova
matice, pak h(AB) = h(BA).

(2) Dokazte, Zze Vn € N, h(A™) > h(A™1).

(3) Dokazte, Zze pro libovolné dvé matice A, B €
M, (F) plati h(A + B) < h(A) + h(B).

(4) Dokazte, ze hodnost matice

A0

0 B )’
kde A € M,,,(F) a B € M,,(F), je rovna h(A) +
h(B).

(5) Dokazte, ze v kazdé matici A € M,,,(F) existuje
Ctvercova podmatice stupné h(A), ktera je regu-
larni.

(6) Necht A, B jsou dveé Ctvercové matice fadu n. Plati
h(AB) = h(BA)? Zdlvodnéte.

(7) Dokazte, ze Ctvercova matice A je singularni,
praveé kdyz existuje nenulova Ctvercova matice B
spliujici AB = 0.

(8) Necht A je ctvercova matice. Rozhodnéte, zda
plati: A je singularni < (3n € N) (A" = 0). Odpo-
véd zdlvodnéte.



(9) Urcete hodnost matice v zavislosti na parametrech

a b ¢ d
b a d —c
—c —d a b
—d c =b «a

(Navod: h(A) = h(AT A).)



KAPITOLA 6

Linearni zobrazeni

1. Maticova a linearni zobrazeni
UvaZujme bod (1, z2) v roviné R? a bod (y1, y»), kde
Y1 = T1COS QX — To SIN (v
Yo = X1 sina + x5 cos @,

ktery vznikne jeho rotaci o Uhel « proti sméru hodino-
vych rucCicek. Operaci rotace lze zapsat jako zobrazeni
R, : R? — R?, definované predpisem

R T [ cosa —sina T
o T ~ \ sina  cosa T
Tento priklad mizeme zobecnit:
DEFINICE 18. Necht A € M,,,,(F). Zobrazeni
fa F" —TF™
x— Ax

budeme nazyvat maticovym zobrazenim definovanym
matici A.



TVRZENI 5. Necht A, B € M, (F), C € M, (F), D €
M,,(IF) regularni. Pak

(1) Yo,y € F": falz +y) = fa(z) + faly)
(2) Ve e F"Vr € F: fa(rx) =rfa(zx)
) fa+ [= farB
(4) fao fc = fac
) fe=1d
6) (fp) ™' = fp
DUKAz. VSe plyne z vlastnosti maticového nasobeni.

O

Nyni zobecnime prvni dvé polozky tvrzeni[5a povysime
je na definici linearniho zobrazeni na abstraktnich vektoro-
vych prostorech:

DEFINICE 19. Necht V a V"’ jsou dva vektorové prostory
nad IF. Zobrazeni f : V' — V' nazveme linearnim zobraze-
nim, nebo téz homomorfizmem vektorovych prostoru,
pokud Yu,v € V a Vr € I spliiuje podminky

flutv) = fu)+ fv)
flru) =rf(u)
LEMMA 15. Necht V' a V' jsou dva vektorové prostory

nad [F. Zobrazeni f : V. — V' je homomorfizmus, pravé
kdyzVu,v € V aVr,s € F plati f(ru+sv) = rf(u)+sf(v).

DUKAZ. Podobné slouceni dvou podminek do jedné
jsme vidéli uz v pripadé definice podprostoru a dukaz zde
je zcela analogicky. O



PRIKLAD 11.

(1) Na kazdém vektorovém prostoru mame identické
zobrazeni 1y : V. — V/, které je definovano pred-
pisemYv € V : 1y(v) = v. Je to evidentné linearni
zobrazeni. Nulové zobrazeni 0 : V' — V’, které je
definovano Vv € V' : 0(v) = 0, je také homomorfi-
zmus.

(2) V= M,(F), V' =F. Zobrazeni stopa Tr : V" — V'
je linearni zobrazeni.

3) V = P(z,F) = V', D : p(z) = <Lp(z) je linearni
zobrazeni diky vlastnostem derivace.

(4) V' je mnozina v8ech konvergentnich realnych po-
sloupnosti, V' = R. Zobrazeni limita lim : V' — R
je homomorfizmem diky vété o algebre limit.

B5) V = F(R,R), V! = R. Tzv. evaluatni zobrazeni
E.: f — f(a) je homomorfizmus.

(6) V= L(a,b) (mnozina vSech funkci na intervalu
(a, b), které maji pres tento interval konecny inte-
gral), V! =R, I(ap) : f — [o f(x)dz je homomorfi-
zmus z vlastnosti integralu.

TVRZENI 6. Necht Vi, V,, V3 jsou vektorové prostory
nadF a f,h : Vi — Vs, g : Vo — V3 jsou homomorfizmy,
r € F. Pak

(1) Soucet zobrazeni (f + h) : Vi — V4 je homomor-
fismus.

(2) Nasobek zobrazeni (rf) : Vi — V, je homomorfi-
zmus.



(3) SloZené zobrazenigo f = gf : Vi — V3 je homo-
morfizmus.

(4) Pokud f je bijekce, pak f~* : Vo — V; je homo-
morfizmus.

DUKAZ.
(1) Zobrazeni f + h je definovano na vektoru v € V;
predpisem (f + h)(v) := f(v) + h(v). Pokud s, t €
F, u,v € V1, pak

(f+h)(su+tv) = f(su+tv) + h(su+tv) =
= sf(u)+tf(v)+sh(u)+th(v) = s(f+h)(u)+t(f+h)(v)

(2) Nasobek zobrazeni je definovan predpisem Vv €
Vi @ (rf)(v) = rf(v). Linearita se dokaze stejné
jako v predchozim bodé.

(3) Podobné jako predchozi body.

(4) Pokud s,t € F, u,v € V5, pak existuje prave jeden
vektor u' € Vi, ze f(u') = u, apravé jeden v’ € V7,
ze f(v') = v. Plati v/ = f~l(u), v = f1(v). Z
linearity f plyne f(sv' + tu') = sf(u') +tf(v') =
ru + sv, takze

fHsu+tv) =sv' +tu' = sfu) +tfH(v)

1.1. Cviceni.
(1) Dokazte tvrzeni 5]
(2) Dokazte, Zze pro kazdé linearni zobrazeni f plati

£(0) = 0.



(3) Necht r € R. Rozhodnéte, ktera z nize uvedenych
zobrazeni R* — R* jsou linearni:

@ (v,y,2,u) = (zy,y — 7, z,u)

( (I Y, z, U) (Ty,y—I,Z,U>

©) (z,y,2,u) = (0,2,y, 2 +y + 2+ u)
(d) (z,y,2,u) > (Lz+y,2+z,2+0)
Zdlvodnéte.

(4) Rozhodnéte, ktera z nize uvedenych zobrazeni f :
C — Cjsou linearni:

(a) f(z) =z
(o) f(2) =iz
(©) f(z) =2+i
d) f(z) = |2]

(5) Rozhodnéte, ktera z nize uvedenych zobrazeni f :
My(R) — My (R) jsou linearni:

(a) f(X)=XT
(b) f(X)=X""
() f(X)=X?

(d) f(X)= B 'XB, kde B je regularni matice.
(6) Rozhodnéte, ktera z nize uvedenych zobrazeni f :

V' — W jsou lineéarni:

(@) V =W je prostor v§ech redlnych funkci na R
a f je zobrazeni pfifazujici funkci jeji absolutni
hodnotu f(g) = |g|-

(b) V' je prostor vS§ech komplexnich polynoma
stupné nejvyse n, W = C™ a f je zobrazeni
pfifazujici polynomu p vektor (z1,xo,...,x,)
jeho kofenu (v&etné nasobnosti).



(c) V.= W je prostor vSech komplexnich poly-
nomu stupné nejvySe n a f je zobrazeni pfira-
zujici polynomu p(z) polynom z?p(x)
(7) Rozhodnéte, zda je zobrazeni f : My (R) —
Ps(z,R), definované vztahem

f((cé 2)) =a+d+ (c+2b)2® — 2%

linearni.
(8) Rozhodnéte, zda je zobrazeni f : P(z,R) —
My (R)

linearni.
(9) Najdete matici A takovou, ze maticové zobrazeni
fa: R? — R3 splfiuje
fa((1,1)) = (0,1,2)
fA((17 _1)) - (27 07 _1)

(10) Najdéte matici A takovou, Zze maticové zobrazeni
fa: R? — R3 splniuje
fA<<17 1, 1)) - (07 L, 1)
fA((lv 1a O)) - (17 07 2)
fa((1,0,0)) = (3,1, -2)



(11) Najdéte matici A takovou, Zze maticové zobrazeni
fa: R? — R3 splnuje

fA((Qa 3, 5)) = (17 L 1)
fA((Ov L, 2)) = (1’ L, _1)
fA((laoa O)) = (27 172)

(12) Najdéte matici A takovou, Zze maticové zobrazeni
fa: R? — R? splnuje

fA<<27073>> = (172)
fA<<4a 175)) = (475)
fA(<37 L, 2)) = (17 _1>

(13) Najdéte matici A takovou, ze zobrazeni f4 : R3 —
R? prifazuje vektoru (z,y, z) vektor (z,y).

(14) Najdéte matici A takovou, ze zobrazeni f, : R" —
R™ prifazuje vektoru jeho c-nasobek.

(15) Najdéte matici A takovou, ze zobrazeni f, : R3 —
R3 pfifazuje vektoru (z,y,z) vektor osové sou-
mérny podle roviny xz.

(16) Necht u € R3. Najdéte matici A takovou, ze zob-
razeni f, : R® — R? piifazuje vektoru x vektorovy
souCin = X u.

(17) Rekneme, Ze podmnoZzina M vektorového pro-
storu V' je konvexni, pokud pro libovolné dva body
u,v € M je v M i jejich spojnice, tedy mnozina
vektorl {tu+ (1 —t)v|t € (0,1)}. Dokazte, Ze line-
arni zobrazeni zachovavaji konvexitu mnozin.



2. Jadro a obraz homomorfizmu

DEFINICE 20. Necht V' a V"’ jsou dva vektorové prostory
nad Faf:V — V'je homomorfizmus. Jadrem [ se
nazyva mnozina

Ker f := {u € V|f(u) = 0},
obrazem f je mnozina
Imf:={u eV eV, flu)=1u}

Jadro homomorfizmu f je podmnozina v prostoru V/,
ve skuteCnosti je to podprostor. To ovéfime snadno: pokud
u,v € Ker far,s el, pak

flru+sv) =rf(u) +sf(v) =r0+ s0 =0,

tedy ru + sv € Ker f. Obraz Im f je zase podprostorem
ve V': pokud u/,v" € Im f, pak existuji u,v € V, pro néz
f(u) =" a f(v) ='. Potom ale

flru+sv) =rf(u) + sf(v) =ru + sv',

tedy i ru’ 4+ sv’ € Im f.
Pro maticové zobrazeni f4, kde A € M,,,,(F), plati

Ker fa = {z € F'|Az =0} = N(A)

Obraz Im f, je zase roven mnoziné vSech vektort y € F™,
pro které existuje néjaké = € F” takové, ze y = Ax. Je to
tedy mnozina vSech linearnich kombinaci sloupct matice
A, jinymi slovy jeji sloupcovy prostor S(A). Proto je pfiro-
zena nasledujici definice:



DEFINICE 21. Dimenzi Im f < V' nazyvame hodnosti
h(f) zobrazeni f, dimenzi Ker f < V budeme fikat nulita
n(f) homomorfizmu f.

Véta o hodnosti a nulité [9fika, ze pro A € M,,,(F) plati
h(A) 4+ n(A) = n. Protoze

h(A) = h(AT) = dim S(A) = dimIm(f4) = h(fs)
n(A) =dim N(A) = dim Kerfs = n(fa)

a n = dimF", mGzeme tvrzeni véty [9 prepsat pro pfipad
maticového zobrazeni jako

dimF" = h(fa) + n(fa) = dimIm(f4) + dim Kerf,

Tato formulace se da zobecnit pro libovolné linearni zobra-
zeni na prostoru kone¢né dimenze:

VETA 14. [O dimenzi jadra a obrazu] Necht'V je prostor
konecné dimenze a f : V. — V' je homomorfizmus. Pak

dimKer f +dimIm f = dim V'

DUKAz. Ozna¢me n := dim V. Nejprve nalezneme
podprostor W ve V, ktery bude doplnkem Ker f. Necht
{u,...,u;} je baze Ker f (pfipoustime i & = 0, tedy prazd-
nou mnozinu), doplime ji na bazi M = {uy, ..., u,} celého
V.Oznaéme W = (ug1, ..., u,). Pak mnozina W U Ker f
obsahuje M a tedy generuje celé V, Cili W vV Ker f = V.
Zaroven pokud by existoval nenulovy vektor v € W NKer f,



pak by bylo mozné jej vyjadrit netrivialnimi linearnimi kom-
binacemi

k n
vV = Zﬁui = Z S;Uqg,
=1 i=k+1
coz je ve sporu s linearni nezavislosti M. Plati tedy Ker f &
W = V a podle véty [/| o dimenzi direktniho souctu
dim Ker f +dim W = n.

Dale ovéfime, ze obrazem baze podprostoru W < V
je baze podprostoru Im f < V’. Oznaéme proto N' =
{f(ug+1),--., f(u,)}. Nejprve ovéfime, ze N’ generuje
Im f. Kazdy vektor v/ € Im f je obrazem néjakého vek-
toru u € V v zobrazeni f. Tento vektor v mizeme zapsat
jako linearni kombinaci prvkl baze M, Cili existuji Cisla r;
takovd, ze u = > | r;u;. Plati tedy

u'=f(u)=f (Zﬁ%) = Zrif(ui) = Z rif (wi),
=1 =1 i=k+1
kde jsme nejprve vyuzili linearity f a posléze toho, Ze
fu;)) =0proi e {1,...,k}. Tedy Im f = (N').

Zbyva dokazat linearni nezavislost N’. Pokud pro né-
jaké Cisla s;, i € {k +1,...,n} plati >°" , . s:f(u;) = 0,
pak vektor u = ", . s;u; patfi do Ker f (opét vyuzi-
vame, ze f je linearni). Patfi ale zaroven do W, a protoze
Ker f N W = 0, musi byt v nulovy vektor. ProtoZze mnozina
{Uy1,...,u,} je linedrné nezavisla, jsou vSechny koefici-
enty s; = 0,7 € {k+1,...,n}. To ale znamend, Ze mnozina
N’ je linearné nezavisla.



Celkové jsme ukazali, ze N’ je baze Im f, jeji pocCet

prvkl je stejny jako pocet prvkl baze prostoru W, Cili
dimIm f = dim W atedy dimKer f +dimIm f =n. [

2.1. Cviceni.

(1) Necht f : U — V, g : V — W jsou homomorfi-
zmy. Dokazte, Zze Ker f < Kergf almgf < Img.
Najdéte priklady, kdy plati rovnost a kdy plati ostra
inkluze.

(2) Necht f,g : V. — W jsou dvé linearni zobrazeni.
Dokazte, Ze mnoZzina vektort z V', na nichz se zob-
razeni f a g rovnaji, je vektorovy podprostor.

(8) Najdéte bézi jadra a obrazu zobrazeni f : R? —
R* zadaného vztahem f(xy,z9,23) = (21 +
To2,T9 — T3,T1 + Zs3, 4271 + ZE3).

(4) Najdéte bézi jadra a obrazu zobrazeni f : R* —
R3 zadaného vztahem f(z, 7o, 73, 14) = (71 +
2$2 + Ta,Tg — 21’3, T+ 41’3 + 334).

(5) UrCete jadro a obraz zobrazeni f, : R®* — R3,
které prifazuje vektoru = vektorovy soucin x x .

(6) Necht' V je vektorovy prostor vSech realnych Ctver-
covych matic radu n. Popiste jadro a obraz zobra-
zeni F' : M,,(F) — M, (F) které matici A pfifazuje
matici A + A”.

(7) Popiste jadro a obraz endomorfizmu F' mnoziny
M vSech reédlnych funkci na R, ktery je defino-
van vztahem Vf € M, Vo € R, (F(f))(x) =

flx) = f(=2).



(8) Necht

1 21
A= ( 130 >
Najdéte jadro a obraz zobrazeni f : Msy(R) —
M, (R), které matici X pfifazuje matici AX.

(9) Necht
10 2
A:(l 1 1>

Najdéte jadro a obraz zobrazeni f : My (R) —
Mo3(R), které matici X pfifazuje matici X A.

(10) Najdéte jadro a obraz zobrazeni f : P,(z,R) —
P,(x,R), které polynomu pfifazuje jeho prvni deri-
vaci.

(11) Necht A € M,,,(F), B € M,,(F). Rozhodnéte,
které z nasledujicich vyrokl plati a odpoved zdu-
vodnéte:

(@) Im fap =Im fp
(b) Im f4p D Im fp
(¢) Im fap C Im fa
(d) Im fap = Ker fpr
(€) Im fap =1Im fa

(12) Necht A € M,,,(F), B € M,,(F). Rozhodnéte,
které z nasledujicich vyrokl plati a odpoved zdu-
vodnéte:

(a) Ker fap = Ker fa
(b) Ker fap C Ker fa
() Ker fap D Ker fp
(d) Ker fap = Im fyr



(e) Ker fap = Ker fp

3. Izomorfizmus

Zobrazeni f : X — Y (ne nutné linearni) je

e prosté neboli injektivni, pokud pro kazdy prvek
y € Y existuje nejvySe jedno z € X, ze f(z) =y
e na neboli surjektivni, pokud pro kazdy prvek y €
Y existuje alespon jedno = € X, Ze f(x) =y
e vzajemné jednoznacné neboli bijektivni, pokud
pro kazdy prvek y € Y existuje prave jedno x € X,
ze f(z) = y, neboli pokud je f zaroven injektivni i
surjektivni.
V pripadé linearnich zobrazeni se pro tyto vlastnosti uzi-
vaji specialni pojmy a je mozné je charakterizovat pomoci
dimenzi urcitych podprostoru:
DEFINICE 22. Necht f je homomorfizmus vektorovych
prostoru. Pak
e pokud je injektivni, nazyvdme ho monomor-
fizmem.
e pokud je surjektivni, nazyvame ho epimorfizmem.
e pokud je bijektivni, nazyvame ho izomorfizmem.
LEMMA 16. Necht [ : V — V' je homomorfizmus. Pak
(1) f je monomorfizmus, pravé kdyz Ker f =0
(2) f je epimorfizmus, pravé kdyZIm f =V’

DUKAZ.



(1) Pokud f je prosté, pak existuje nejvySe jeden vek-
tor v € V, pro ktery f(v) = 0. Pro kazdé linearni
zobrazeni ale plati f(0) = 0. Tedy Ker f obsahuje
pouze nulovy vektor. Naopak, pokud Ker f = 0 a
pro dva vektory u,v € V plati f(u) = f(v), pak z
linearity f plyne f(u —v) = 0, Cili u — v € Ker f,
tudizu —v =0,u =wv, f je prosté.

(2) Im f je pravé mnozina vektorl z V', které maji né-
jaky vzor v zobrazeni f. Je tedy ziejmé, ze f je
surjektivni, pravé kdyz Im f je celé V.

O

Pokud V a V'’ jsou prostory konetné dimenze, pak
Ker f = 0 fik4, Ze nulita n(f) = 0, a Im f = V'’ znamen4,
Ze hodnost A( f) je maximalni mozna.

LEMMA 17. Necht f : V. — V' je homomorfizmus,
dim V' = n. Pak f je monomorfizmus, pravé kdyz h(f) = n.

DUKAZ. Plyne ihned z véty[14]o dimenzi jadra a obrazu.
O

VETA 15 (O zachovavani dimenze izomorfizmem).
Necht' V' je prostor konecné dimenze, f : V — V' je izo-
morfizmus. Pak dim V' = dim V.

DUKAZz. Protoze f je monomorfizmus na V/, plati podle
lemmatu dim Im f = dim V. Je to také epimorfizmus, tedy
Im f =V’'. Tedy dim V/ = dim V. OJ

Pokud mezi dvéma vektorovymi prostory V' a V"’ existuje
néjaky izomorfizmus, fikdme, ze jsou izomorfni, znaCime



V ~ V'. Z véty plyne, Ze jsou-li dva prostory, z nichz jeden
je konecné dimenze, izomorfni, pak maji stejnou dimenzi.
Plati i opa¢na implikace, k jejimu dukazu ale budeme po-
tfebovat zkonstruovat pro libovolné dva vektorové prostory
stejné dimenze izomorfizmus mezi nimi. K tomu je nutné
zavést pojem souradnic, coz ucinime jesté v této kapitole.

LEMMA 18. Necht Vi,V,, V3 jsou vektorové prostory
nadFaf:V, =V, qg: Vo — Vs jsouizomorfizmy. Pak
f~tago f jsouizomorfizmy.

DUKAZ. Zobrazeni f~! a g o f jsou bijekce a podle tvr-
zeni[6]jsou to homomorfizmy. O

LEMMA 19. Necht V,W jsou dva vektorové prostory
nad F, f : V. — W je izomorfizmus a M skupina vek-
torG ve V. Pak M je linearné nezavisla, prave kdyz f(M)
je linearné nezavisla, a M generuje V', pravé kdyz f(M)
generuje W.

DUKAz. Za cviceni. O

PRikLAD 12.

(1) Pro A € M,,,(F) je fa monomorfizmus, pravé
kdyz n(fa) = 0, tedy podle véty h(A) =
h(fa) = n. MdZeme to také odvodit z toho, Ze aby
Ax = 0 nastalo pouze pro x = 0, musi mit A line-
arné nezavislé sloupce. Zobrazeni f4 je epimorfi-
zmus, praveé kdyz h(A) = h(fa) = m, Cili pokud
sloupce generuji celé F™. Konec¢né f, je izomor-
fizmem, prave kdyz A je Ctvercova matice hodnosti
n = m, Cili regularni matice.



(2) Necht V = P*(z,F), V' =F""ta f:V - V'je
zobrazeni, které polynomu >, ;2" piifadi vektor

(ag,...,a,). Je vidét, ze f je linearni a bijektivni
zobrazeni. Tedy prostory P"(x,F) a F**! jsou izo-
morfni.

(3) Necht V' = R se standardnimi operacemi a V' =
R* s operacemi @ a ®, kde udv =wwar®u = u"
jsou vektorové prostory nad R. Pak exp : u — e*
je jejich izomorfizmus.

NejCasteji pracujeme s homomorfizmy, pro které V =

V. Takové linearni zobrazeni se nazyva endomorfizmus.
Vyhoda endomorfizmu je, Ze je muzeme skladat samy se
sebou, méa tedy smysl psat f o f = f? apod. Pokud je en-
domorfizmus zaroven izomorfizmem, fikdme mu automor-
fizmus. Pro automorfizmy existuje inverzni automorfizmus
f~! atedy i zaporné mocniny f~". V&imnéte si, ze z véty
o dimenzi jadra a obrazu plyne, ze pokud je V' konecCné di-
menze, pak staci, aby byl endomorfizmus jednim z dvojice
monomorfizmus, epimorfizmus, a automaticky uz musi byt
i tim druhym z dvojice, a tedy také automorfizmem.

PRikLAD 13.

(1) Je-li maticové zobrazeni f, endomorfizmem, je
matice A Ctvercova. Plati (f4)" = fan.

(2) Endomorfizmus P : V — V spliujici P2 = P se
nazyva projekce. Prikladem muze byt zobrazeni
P: (abag,ag) — (al,ag,O), V =TF3.



(8) Endomorfizmus I : V — V spliujici I? = 1d se na-
zyva involuce. Pfikladem je osova nebo stfedova
soumeérnost v R"™.

3.1. Cviceni.

(1) Dokazte, Ze relace ,byti izomorfni“ je relace ekvi-
valence na mnoziné vSech vektorovych prostor(.

(2) Najdéte nenulovy endomorfizmus f, pro nejz
Ker f =1Im f.

(3) Necht V, V' V" jsou vektorové prostory nad IF, f :
V —-V',g: V' — V"”jsou dva homomorfizmy.
Dokazte nasledujici tvrzeni:

(a) Pokud g a f jsou monomorfizmy, pak g f je mo-
nomorfizmus.

(b) Pokud g a f jsou epimorfizmy, pak gf je epi-
morfizums.

(c) Pokud g a f jsou izomorfizmy, pak g f je izo-
morfizums.

(d) Pokud g f je monomorfizmus, pak f je mono-
morfizums.

(e) Pokud ¢gf je epimorfizmus, pak g je epimorfi-
zmus.

(4) Najdéte endomorfizmus f : V' — V, ktery je mo-
nomorfizmem, ale neni epimorfizmem, a naopak,
ktery je epimorfizmem, ale neni monomorfizmem.
Muze mit V' konec¢nou dimenzi?

(5) Ukazte, ze prostory M,,,(F) a F™" jsou izomorfni.



(6) Dokazte, ze zobrazeni f : P(z,R) — P(x,R),
které polynomu p(z) pfifazuje polynom p(x — 1),
je izomorfizmus vektorovych prostoru.

(7) Najdéte dva r0zné izomorfizmy mezi prostory
P,(xz,R) aR""!,

(8) Najdéte dva razné izomorfizmy mezi prostory
M (R) a R™.

(9) Dokazte, ze zobrazeni, které prifadi ¢tvercové ma-
tici A jeji symetrickou Cast %(A + AT) je projekce.

(10) Dokazte, Ze pro kazdou projekci P : V' — V plati
KerP®ImP=V.

(11) Dokazte, ze f : V — V' je monomorfizmus, prave
kdyz existuje homomorfizmus g : V' — V takovy,
ze gf =1y.

(12) Dokazte, ze f : V. — V' je epimorfizmus, pravé
kdyZ existuje homomorfizmus ¢ : V' — V takovy,
ze fg =1y

(13) Necht V4, V; jsou vektorové prostory konecné di-
menze, g : V, — Voa f : Vo — Vj jsou ho-
momorfizmy. Rozhodnéte, zda plati nasleduijici tvr-
zeni: Je-li g f izomorfizmus a fg izomorfizmus, pak
g je izomorfizmus a f je izomorfizmus. Odpoved
zduvodnéte. Rozhodnéte, zda tvrzeni plati i bez
pozadavku konecné dimenze.

(14) Najdéte priklad dvou homomorfizmi f a g tako-
vych, Ze ani f ani g nejsou izomorfizmy, ale gf
izomorfizmus je. Mohou byt f a g endomorfizmy?



(15) Dokazte, ze jsou-li f a g homomorfizmy a gf je
monomorfizmus, pak f je monomorfizmus. Ukazte
také, Ze ¢ monomorfizmus byt nemusi.

(16) Uvazujme homomorfizmy f: Vi — V5,9 : Vo — V3
takové, Ze f je monomorfizmus, g je epimorfizmus
a gf = 0. Dokazte, Zze potom dim V5, > dim V; +
dim V3.

(17) Necht V je vektorovy prostor dimenze 2n a f en-
domorfizmus na M. Dokazte, ze Ker f = Im f
pravé kdyz f2 = 0 a soutasné hodnost f je rovna
n.

(18) Necht f € End(V,,). Dokazte, ze

dim(Ker f N Im f) = h(f) — h(f?)
(19) Dokazte lemma[i9

4. Souradnice

Praktické pocitani s linearnimi zobrazenimi se obvykle
usnadni, kdyz si ve zdrojovém a cilovém vektorovém pro-
storu zvolime néjakou bazi. V této kapitole uvidime, ze
takova volba pfifadi linearnimu zobrazeni jisté maticové
zobrazeni, které sdili s puvodnim linearnim zobrazenim
vSechny dulezité vlastnosti.

DEFINICE 23. Necht V' je vektorovy prostor dimenze n
nad F, N = {vy,...,v,} jeho baze a v € V. Souradni-
cemi vektoru v vzhledem k bazi N budeme rozumét sloup-
covy vektor (v)y = (z1,...,z,)7, kde z; jsou koeficienty
linedrni kombinace v = 3| z;v;.



PozNAMKA 2. Formalné vzato bychom v této kapitole
méli bazi chapat nikoli jako mnozinu, ale jako usporadanou
n-tici vektord. Zménime-li totiz poradi vektort baze, zméni
se i poradi soufadnic, a aritmeticky vektor napfiklad (1,2, 3)
jisté neni totozny s (2, 1, 3). V dal$im vykladu budeme psat
dal slovo mnozina, ale budeme implicitné predpokladat, ze
vektory v ni jsou oCislované a pracuje se s nimi ve stan-
dardnim poradi.

TVRZENI 7. Necht V' je vektorovy prostor dimenze n
nadF, N = {vy,...,v,} jeho baze. Zobrazeni

oy :V —F"
v— (v)§
je izomorfizmus vektorovych prostoru.

DUKAZz. Souradnice vektoru (a tedy i zobrazeni sy)
jsou dobre definovany, protoze

(1) kazdy vektor z V' se da vyjadfrit jako linearni kom-
binace prvku baze N,

(2) toto vyjadreni je jednoznacné. Pokud by existovala
dvé takova vyjadieni v = Y wiv; = D0 vivs,
pak z linearni nezavislosti N plyne, ze 0 = > (x; —
y;)v; 1ze splnit pouze ftrivialni linearni kombinaci,

Cili Vi : x; = ;.
Zaroven kazda n-tice Cisel (xy,...,x,) je soufadnicemi
pravé jednoho vektoru v := >  x;v; vzhledem k bazi

N. Tedy oy je bijekce. Zbyva ukazat, ze oy je line-
arni zobrazeni. Pokud ale (v)y = (z1,...,z,)", (W)y =



(y1,...,yn)t, 7, s € F pak
T4 sw=r Z v + 5 Zym = Z(r:{:Z + sy;)vi,
i=1 i=1 i=1
Cili (rv + sw)n = (rey + syi, . .., rx, + sy, ). Podle definice
sy pak

on(rvtsw) = (rv+sw)y = r(v)y+s(w)y = roy(v)+soy (1
U

VETA 16 (O zadani homomorfizmu hodnotami na
bazi). Necht V. W jsou vektorové prostory nad F, N =
{v1,...,v,} je baze V aw,...,w, je n-tice vektord z W .
Pak existuje prave jedno linearni zobrazeni f : V. — W,
pro které Vi € {1,...,n} : f(v;) = w;.

DUKAz. Dokazujeme existenci a jednoznacnost. Exis-

tenci dokazeme tak, Zze definujeme hodnotu zobrazeni f :
V' — W na libovolném vektoru v € V pfedpisem

fv) = Z TW;,
i=1

kde (z1,...,7,)T = (v)n. Pro f urCité plati, ze Vi : f(v;) =
w;. Ovérte sami, Zze takto definované zobrazeni f je line-
arni.

Naopak linearni zobrazeni g : V. — W, splnujici Vi :
g(v;) = w;, musi nabyvat na vektoruv = 3", z;v; hodnoty

g(v) =g (Z 351'%’) = Zﬂfzg(vz) = Zmiwi,



tedy stejné jako zobrazeni f, proto g = f. O

LEMMA 20. Zobrazeni f z véty je epimorfizmus,
pravé kdyZz mnoZina {w, ..., w,} generuje V', monomor-
fizmus, pravé kdyz je linearné nezavisla, a izomorfizmus,
prave kdyz je to baze V'.

DUKAz. Za cviceni. O

VETA 17 (O invarianci dimenze). Necht'V aW jsou dva
vektorové prostory konecné dimenze nad F. Pak V- a W
jsou izomorfni pravé kdyzZ dim V = dim W.

DUKAz. Implikaci = jsme uz dokazali jako vétu K
druhé implikaci potfebujeme sestrojit izomorfizmus V a WV
Pokud N = {vy,...,v,} jebaze V.a M = {wy,...,w,}
je baze W, pak podle véty [16] existuje jednoznacné urceny
homomorfizmus f : V' — W spliujici Vi : f(v;) = w;. Podle
lemmatu [20]je f izomorfizmus. O

Alternativné bychom mohli vétu dokazat pomoci tvrzeni
a lemmatu [18] Z nich plyne, ze zobrazeni (oy/) "t o o :
V — W je izomorfizmus.

DEFINICE 24 (Matice homomorfizmu). Necht V, W jsou
vektorové prostory, dimV = n, dimW = m, N C V,
M c W jejich baze, f : V — W homomorfizmus. Mati-
cové zobrazeni

Fa BT =
(v)v = (f(v)u,



které pfifazuje n-tici soufadnic vektoru v vzhledem k bazi N
m-tici soufadnic jeho obrazu f(v) vzhledem k bazi M na-
zyvame maticovym zobrazenim prislusnym linearnimu
zobrazeni f vzhledem k bazim N a M. Matici A oznacu-
jeme symbolem (f),x a fikdme ji matice homomorfizmu
f vzhledem k bazim N a M

TVRZzENI 8 (Vlastnosti matice homomorfizmu). Necht
V.W,N,M, f jsou jako v predchozi definici N =
{vi,...,o}, M ={w,...,wy,}. Pak

(1) Zobrazeni f, z definice |24 je skutecné maticovym
zobrazenim ve smyslu definice Jeho matice
A= (f)un mavj € {1,...,n} svdj j-ty sloupec
roven vektoru (f(v;))m, tedy vektoru sourfadnic f-
obrazu j-tého vektoru baze N vzhledem k bazi M.

@) Yo eV (f(v)u=(flun)n.

(8) Pokud U je vektorovy prostor, P = {uy,...,ux}
jeho baze a g : U — V homomorfizmus, pak

(f9)up = (f)un(g)np

(4) Pokud f je izomorfizmus, pak (f~')yy, =

((Faw) ™"
(5) h(f) = h((f)mn)
DUKAZ.
(1) Vektor v € V' Ize zapsat jako v = 37 | w;v;, kde
(z1,...,2,)7 = (v)n. Oznatme a;; i-tou soufad-

nici f(v;) vzhledem k M, tedy f(v;) = > 7", a;jw;.



Zavorka v poslednl’m vyrazu je rovna i-té sourad-
nici vektoru f(u) vzhledem k M. Podle definice [24]
tedy musi byt matice A = (a;;) matici maticového
zobrazeni f4. Sloupce matice A maji pfesné tvar
pozadovany tvrzenim.

(2) Pouze trochu jinak prepsana definice (f)n-

(3) Necht v € U. Podle definic

(fg)(u))ar = (f(g(w)n = (f)un(g(w))n = (f)an(g)vp(

Tedy (f)mn(g)np je matice fg vzhledemk P a M.
(4) Podle predchoziho bodu plati Vo € V, Vw € W

(W= ("o HW)n = (F " )xa(Fun(v)n
(w)ar = (f o f) (W) ar = (Narn (fF 1) war(w)ar

Oba souciny (f Hnm(Hunv 1 (Hun(fvm
musi tedy byt rovny jednotkové matici, Cili

(Fxar = ((Fan) ™
(5) Plati

h(f) =dimIm f = dim(f(v1),... f(vn))
= dim{((f(v1))ar, -, (f(0))ar) = b ((f)arw) s

~— ~—



kde jsme nejprve pouzili definici hodnosti homo-
morfizmu, pak lemma pro pripad soufadnico-
vého izomorfizmu o,; a nakonec definici hodnosti
matice a skuteCnost, Ze (f(v;))n je j-ty sloupec
matice (f)un-

O

PRIKLAD 14. Spoctéme matici linedrniho zobrazeni f :
R3 — R?, které je definovano predpisem f(xy,xs,23) =
(x1 + 3,71 — 229) vzhledem ke kanonickym bazim

K3 ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
K, = {<170)7(071)}

Snadno vidime, ze

T+ 23 1 0 1 1
.CE1—2[L'2 1 =2 0 T
3
a protoze
T T
e ) () () (0)
T3 s T3 Y2 Ky Y2

znamena to, ze



Nyni zvolme jiné baze
N =1{(1,-1,0),(1,0,0),(0,0,1)}
M ={(1,2),(1,3)}
a uréeme (f)n. Dosazenim do pfedpisu pro f dostavame

1
1
0 3

~

OO OO =
I
N
— =
~_

f

()
1 0
Souradnice téchto tfi vektorl vzhledem k M jsou podle

prvniho bodu tvrzeni[g] rovny sloupctim (f)n. Vyfedenim
soustavy rovnic

1 111 1 1 0lo 2 3
23/310) \o1]1 -1 -2 )

dostavame, ze
0 2 3

Oznaéme mnozinu vSech homomorfizmi z vektoro-
vého prostoru V' do vektorového prostoru W symbolem
Hom(V, W). Diky prvnim dvéma bodim tvrzem’@vime, ze




Hom(V, W) je podmnozina prostoru v§ech zobrazeni z V/
do W uzaviena na soucty a skalarni nasobky, je to tedy
vektorovy prostor.

Tvrzeni fika, ze ke kazdému linearnimu zobrazeni f :
V. — W, kde dmV = n a dimW = m, lze pfifa-
dit jeho zobrazeni maticové podle definice [24] tedy prvku
Hom(V, W) matici z M,,,,,(F). Naopak pro libovolnou matici
A € M,,,(F) Ize definovat homomorfizmus, ktery vektor v;
z baze N zobrazi na linearni kombinaci } ", a;;w; vektort
w; tvoficich bazi M. Podle véty[16]je homomorfizmus uréen
timto pozadavkem jednoznacné. Tato dve pfifazeni jsou na-
vzajem inverzni, ziskali jsme tedy bijekci mezi mnozinami
Hom(V, W) a M,,,(F). Ve skute¢nosti jde o izomorfizmus
vektorovych prostor(:

VETA 18. Necht' V, W jsou vektorové prostory, dim V =
n, dimW = m. Pak Hom(V, W) je izomorfni M,,,(F) a
dim Hom(V, W) = mn.

DUKAZ. Zvolme ve V a W bazi N, resp. M, oznaCme
N = {uy,...,u,}. StaCi dokazat, ze zobrazeni ¥,/n :
Hom(V,W) — M,,,(F), které homomorfizmu f pfifadi
jeho matici (f)un, je linearni. Jsou-li f, g z Hom(V, W) a
r,s € F, pak Xy n(rf + sg) = (rf + sg)un je matice, jejiz
j-ty sloupec je

((rf+s9)(uj))ar = (rf (u;)+s59(u;))ar = r(f (u;))ar+5(9(u;)

tudiz i cela matice spliuje (7 f+sg) v = 7(f ) un+5(9) mn-
Podle poznamek pred vétou je X,y bijekce, musi to tedy



byt izomorfizmus. Protoze dim M,,,,(F) = mn, podle véty
[15]také dim Hom(V, W) = mn. O

VSimnéte si formalni podobnosti mezi zobrazenimi oy :
V — F"aXyy : Hom(V,W) — M,,,(FF), resp. mezi tvr-
zenim [7] a vétou V obou pfipadech konstruujeme izo-
morfizmus mezi abstraktnim vektorovym prostorem a arit-
metickym vektorovych prostorem (chapeme-Ili prostor matic
jako zvlastni pripad aritmetického vektorového prostoru).
Diky této analogii muZzeme interpretovat matici homomor-
fizmu (f)un = Xun(f) jakoZto mn-tici soufadnic ho-
momorfizmu f vzhledem k vhodné bazi. Zkuste si roz-
myslet, ze touto bazi je mnozina homomorfizml {f;;|i €
{1,...,m},7 € {1,...,n}} kde f;; : V. — W pfitazuje j-
tému prvku baze N i-ty vektor baze M a ostatnim prvkdm
N nuly.

Mnozinu v§ech endomorfizmd na vektorovém prostoru
V, tedy vlastné Hom(V, V'), oznaCujeme zkracené End(V'),
mnozinu vSech automorfizmu na V' zna€ime Aut(V). Podle
véty [18l ma End(V) dimenzi n?, zatimco Aut(V) neni vek-
torovy prostor (napfriklad chybi nula, protoZze nulovy endo-
morfizmus neni automorfizmem).

4.1. Cviceni.

(1) Najdéte souradnice vektoru u = (7,—3,4,12)
vzhledem k béazi M = {(2,3,1,4),
(1,-2,2,3),(—3,2,1,-2)} podprostoru

(M) C R,



(2) Uréete matici homomorfizmu f : R® — R4
f((flfl,fljg, .1'3)) = (fﬂl,l'l, T2, .1’3) vzhledem ke ka-
nonickym bazim R? a R* a vzhledem k bazim

M =1{(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2)}
a
M’ ={(1,1,0,0),(1,0,1,0),(1,0,0,1),(0,1,0,1)}

. UrCete jadro a obraz f.

(8) UrCete matici homomorfizmu f : P(z,R) —
Py(z,R) pfifazujiciho polynomu p(z) polynom
p'(z) — 2p(x), kde p'(z) je prvni derivace p(x),
vzhledem k bazim M = {z?+22+1,22%+1,2* —z}
aN={z*+22%—3z+1,2°+z+3}.

(4) Necht v € R3. UrCete matici homomorfizmu
fo(z) = v x = daného vektorovym soucinem s v
vuci kanonickym bazim. UrCete jadro a obraz to-
hoto homomorfizmu.

(5) Necht f : R* — R je homomorfizmus uréeny
vztahem

f(x1, 20, w3, 24) = (—21 — 229 + X3, T1 + To — Xy,

Ty — Ty + X4, T1 + 29 — T3, T1 + T3 — 224)

Najdéte nejakou bazi M jadra zobrazeni f a néja-
kou bazi N obrazu zobrazeni f. Dale najdéte né-
jaky doplnék W podprostoru Ker f v R* a takovou
jeho bazi P, aby matice zdzeného zobrazeni f|W
vzhledem k bazim P a N byla jednotkova matice.



(6) Necht v € R™ a p, : R* — R" je zobrazeni dané
pro libovolny vektor = € R"™ vztahem (p,(x)); =
(3=, vjzj)vi. Ovefte, Ze p, je linearni zobrazen,
najdéte matici zobrazeni p, vzhledem ke kanonic-
kym bazim a urCete jadro, obraz a hodnost zobra-
zeni p,. Co musi splhovat v, aby p, byla projekce?

(7) Necht V' je prostor v8ech redlnych Ctvercovych
matic stupné 2 a definujme zobrazeni f : V — V
vztahem f(X) = BXB™!, kde

o-(2 1)

UrCete matici endomorfizmu f vzhledem k bazi

o) (00) (o) (5 1))

(8) Dokazte, ze zobrazeni f : P,(z,R) — P,(z,R)
pfifazujici polynomu p(x) polynom p(x — 1) je au-
tomorfizmus a najdéte jeho matici vzhledem k bazi
{1,z,...,2"}.

(9) Necht V,V’ jsou vektorové prostory, M =
{uy,...,u,} je mnozina generujici V, ktera neni
bazi. Ukazte, ze existuji vektory vy, ..., v, takove,
Ze neexistuje linearni zobrazeni f : V. — V' spl-
Aujici Vi € {1,...,n}je f(u;) = v;.

(10) Dokazte lemma [20]

(11) Necht V' je vektorovy prostor kone¢né dimenze,
f:V — V je endomorfizmus, V = V; & V; a pro
i = 1,2 je N; baze V; a plati f(V;) C V;. Ukazte,



ze matice (f)yn, kde N = N; U Ny, je blokové
diagonalni.

5. Transformace souradnic

DEFINICE 25. Necht V je vektorovy prostor nad F, N =

{vi,...,0.}, N = {v],...,v,} dvé baze v ném. Vektory
baze N’ Ize vyjadrit jako linearni kombinace vektor(i baze
N:

=1

Matici R = (ri;) € M,,(F) nazyvame matici pfechodu od
baze N k bazi N'.

TVRZENI 9 (Vlastnosti matice prechodu). Necht
V, N, N', R jsou jako v pfedchozi definici. Pak

(1) Vi € {1,...,n} jei-ty sloupec R vektorem sourad-
nic vektoru u; vzhledem k bazi N

() R=(1y)wn

@) Vv eV :(v)y =R(v)n

(4) Pokud N" je dalsi baze V' a S je matice pfechodu
od N' k N”, pak RS je matice pfechodu od N k
N".

(5) Matice pfechodu od N’ k N je R~

DUKAZ.

(1) Pouze prepis definice.



(2) Podle prvniho bodu tvrzeni[g|je j-ty sloupec matice
(1y)nnr tvofen soufadnicemi 1y (v}) = v vzhle-
dem k bazi N. Podle definice matice prechodu tedy
(Iy)nn = R.

Z ptedchoziho bodu a druhého bodu tvrzeni[g]

Z tretiho bodu tvrzeni[8| dostavame

U

PRIKLAD 15. Spoctéme matici pfechodu od baze P k
bazi M v R?, kde
P = {<O’ 1)7 (17 1)}
M ={(1,2),(1,3)}
Podle druhého bodu tvrzeni [9] je to vlastné matice homo-
morfizmu 1g2 vzhledem k bazim M a P. Podobné jako v
druhé casti prikladu tedy zobrazime identitou vektory

baze M a spoditame jejich soutadnice vzhledem k P. Re-
Sime proto soustavu rovnic

O 1j1r 1y (101 2
1 112 3 o111 )°
tedy hledana matice prfechodu je

(1p2)pas = ( - )

MiZzeme otestovat, ze tato matice skutecné spravne trans-
formuje soufadnice, napfiklad na vektoru v = (1,2). Jeho




souradnice vzhledem k bazim P a M jsou

we=(1 ). ww=(y)

a skutecné plati

1 2 1y (1
11 o) \1)°
neboli (1R2)PM(U)M = (u)p
PRIKLAD 16. Chceme-li pocitat matici prechodu
od kanonické baze, napfiklad (1gs)x,n, kde N =

{(1,-1,0),(1,0,0),(0,0,1)}, neni vlastné co upravovat,
protoze soustava rovnic

1 00 1
01 0]-—-1
00 1] 001

je uz v redukovaném odstupnovaném tvaru, takze jeji prava
polovina je uz hledana (1gs)k,ny. V opaéném sméru mu-
Zeme vyuzit paty bod tvrzeni [9

—1

110 0 -1 0
(Ips)vk, = | =1 0 0 -1 10
001 0 01

VETA 19 (O transformaci matice homomorfizmu).
Necht' V, W jsou dva vektorové prostory konecné dimenze
nadF, N,N' bazeV, M,M' baze W a f : V — W homo-
morfizmus. Pak

(v = Aw) ypar v (Iv) yn



DUKAZ. PouZijeme treti bod tvrzeni |8] na f zapsané
jako slozeni 1y, o f o 1y. [

Véta se nejCasteji pouziva v pfipadé V =W, M = N,
M’ = N’'. Matice A := (f)nyny se nazyva matici endo-
morfizmu f vzhledem k bazi N a A’ := (f)nn' je ma-
tice endomorfizmu f vzhledem k bazi N'. Pak s vyuzitim
(1v)yry = (1y) v = R dostavame

(Hvw = (1) v (v (b)) yar »

nebo v kompaktnéj§im zapise A’ = R~'AR. Operaci, pfi
niz se matici A pfifadi matice R~' AR, nazyvame konjugo-
vanim matice A matici R. Z patého bodu tvrzeni[8 nebo téz
z véty [13|plyne, Ze konjugovani zachovéava hodnost a podle
posledni véty vlastné odpovida vyjadfovani endomorfizmu
v rlznych bazich. O maticich A a B, pro néz existuje re-
gularni matice Q takovd, ze B = Q1 AQ), se Fika, Ze jsou
podobné, znatime A ~ B. Podobné matice maji kromé
hodnosti stejné i nékteré dalsi veliCiny, jak uvidime v kapi-
tolach o determinantech a vlastnich Cislech.

PRIKLAD 17. Spoctéme jadro zobrazeni gf, kde f je
jako v pfikladé[14]a g : R? — R* je linearni zobrazeni pfita-
zujici vektoru (0, 1) vektor (1,—1,0, 1) a vektoru (1, 1) vek-
tor (—1,1,0,—1). Zobrazeni g je zadano svymi hodnotami
na bazi ve smyslu véty [16] prvky baze P = {(0,1),(1,1)}
zobrazuje na zadané vektory v R, Z toho se da okamzité



urcit matice g vzhledemk P a Kj:

1 -1

—1 1

(g)K4P = 0 0
1 -1

Matice slozeného homomorfizmu ¢ f je podle tretiho bodu
tvrzeni[8/rovna

(9f) kN = (@) kop(f)pn = (9) kop(Ir2) par (f) M,

kde jsme zvolili baze tak, abychom mohli pouzit matice,
které uz jsme spocitali v predchozich prikladech. Vynaso-
benim matic

1 -1
—1 1 1 2 0 2 3
0 0 1 1 1 -1 =2
1 -1
dostavame
1 -1 -2
-1 1 2
1 -1 -2

Matice ma hodnost 1 a nulitu tudiz 2. Jadro maticového zob-
razeni ureného matici (¢ f)x,n obsahuje vektory soufad-
nic vektory jadra zobrazeni gf. Jinymi slovy u € Kergf,
prave kdyz

(u)N € <(1a 17 0)7 (27 07 1))



Lepsi by ale bylo mit vysledek zapsan ptimo, ne pomoci
souradnic k bazi N. Podle vztahu
(9.)kares = (9F) ran(1rs) nres

k tomu potfebujeme matici pfechodu od N ke K3, kterou
jsme ziskali v pfikladu [16}

_1 _1 _g 0 —1 0
(gf)K4K3: 0 O 0 1 10 ’
0 01
1 -1 -2
coz je
-1 -2 -2
1 2 2
0O 0 O
-1 -2 =2

Odtud u € Ker gf, pravé kdyz
u=(u)g, € ((—=2,1,0),(-2,0,1))

PRIKLAD 18. Muzeme také jeSté jednou spocitat
(f) k., POmMoci véty [19] Z matic na pravé strané rovnosti

(f)rorcs = (Ir2) kone (f) v (1rs ) N

jsme dosud nespocitali jen (1g2)x,ns, ale ta ma podobné
jako (1gs)k,n Vv pfikladu sloupce rovné vektorim baze
M. Potfebujeme tedy urc€it soucin

(11)(0 2 3) (1)_13
2 3 1 -1 -2 0 0 1



ktery ma ocekavanou hodnotu
1 01
1 -2 0

(1) UrCete matici prechodu od baze N =
{(1,0,1),(2,0,3),(0,1,0)} k bazi N =
{(0,1,2),(0,1,1),(1,0,0)} a naopak v R3.

(2) UrCete matici prechodu od baze N = {x? + 2z +
1,22 + 1,2 — 2} kbazi N' = {22 + 2,2% — 3z +
1, 2%+ x + 3} v prostoru véech reainych polynomt
stupné nejvyse 2.

(3) Necht ¢ € R. Najdéte matici prechodu od baze
N ={l,z,2*...,2"} kbazi N' = {1,2 — a, (v —
a)®...,(x —a)"} anaopak v P,(z,R).

(4) Homomorfizmus f : R? — R3 ma vzhledem ke
kanonickym bézim matici

5.1. Cviceni.

O = =
N = O

UrCete jeho matici vzhledem k bazim
(

{(1,1),(2,0)} a{ 1,1,0) (1,0,1),(0,1,1)}.
(5) Homomorfizmus f : R®* — R? ma vzhledem k
bazim {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)} a {(1,1),(2,0)}

matici
1 0 -1
11 1/



UrCete jeho matici vzhledem ke kanonickym bazim
a obraz vektoru (z, vy, 2).
(6) Je dan homomorfizmus f : R* — R* pfedpisem

Va,b,c,d € R:
1 0 1 0
0 1 1 0
Flaf y [ +of o |+l ;] +4 |
0 1 0 -1
-1 2 0 0
2 0 1 0
a 1 +0b 0 +c 0 +d 0
0 2 -1 -1

Rozhodnéte, jestli je f automorfizmus a pokud
ano, najdéte matici inverzniho automorfizmu vzhle-
dem ke kanonickym bazim.

(7) V prostoru M;(R) uvazujme baze

={G8) (G )(08)G )
{00 D060

UrCete matici pfechodu od N k N’ a naopak.
Necht f : Ms(R) — Ms(R) je dano pfedpisem
f(X) = B 'XB, kde

s-(7 )



Urcete (f)NN a (f)N’N’-

(8) Ukazte, ze pokud A ~ B, pak A* ~ B* pro
v8echna k € N a pokud A je regularni, pak A* ~
B* pro v8echna k € Z.






KAPITOLA 7

Determinant matice

1. Permutace

Permutace je bijektivni zobrazeni koneCné mnoziny na
sebe. Mnozina muze byt jakakoliv, ale obvykle se bere
prosté {1,...,n}. Mnozinu vSech permutaci této mnoziny
znacime S,,. Slozeni dvou permutaci je permutace, iden-
tické zobrazeni je permutace a inverzni zobrazeni k per-
mutaci je také permutace. Tedy .S,, s operaci skladani tvori
grupu, tzv. symetrickou grupu na n prvcich. Misto skla-
dani nékdy mluvime o soucinu permutaci. Obvykly zapis
permutace 7 je pomoci dvou radku

1 2 ...0n
(1) 7(2) ... w(n) )’
a pokud nehrozi nedorozumeéni, mazeme psat jenom radek
obrazt (w(1),7(2),...,m(n)). Pozor, neplette si tento zapis

s podobnym zapisem pro vektory a matice. Je snadné do-
kazat indukci, Ze na n prvcich existuje pravé n! permutaci.

PRIKLAD 19. Grupa S; sestava prave z Sesti prvku:
(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) a (3,2,1). In-
verzni prvek k 7 = (2,3,1) je 7! = (3,1,2), protoZe



7(1) = 2, takZze musi byt 7~1(2) = 1, atd. P¥iklad sloZeni
dvou permutaci zapiS§eme pro prehlednost ve dvouradko-

vém zapise:
(123 12 B 3
ToP=1\19 3 1 3 2 = 9

Leva strana je slozeni dvou permutaci, takze nejprve je
tfeba zobrazit kazdy prvek permutaci p a poté permutaci
m, napr.

3 1 2
1 13

(mop)(1) = 7(p(1)) = 7(3) =1

DEFINICE 26. Necht 7 € S, a (4,7), i < j je dvojice
indexti z {1,...,n} Rekneme, Ze (n(i),n(j)) tvoFi inverzi
v 7, paklize 7(i) > m(j). PoCet vSech takovych dvojic na-
zveme [(m), po€et inverzi permutace .

Pozor, pojmy tvofit inverzi a pocCet inverzi nemaji zad-
nou souvislost s inverzni permutaci nebo dokonce inverzni
matici, jsou to prosté ty dvojice Cisel, které se na druhém
radku zapisu permutace vyskytuji v opacném poradi nez
na prvnim. Napfiklad pro permutaci (4,2, 1, 3) tvofi inverzi
dvojice (4,2), (4,1), (4,3) a (2,1).

LEMMA 21. Necht w,p € S,,. Pak existuje celé cislo k
takové, ze I(m o p) = I(w) + I(p) + 2k.



DUKAZ. Necht i < j, pak nastava pravé jedna z nasle-
dujicich moznosti:

(==): p(@) < p(h),7(p(@) < 7(p(4))
(=+): p(i) < p(d), 7(p(@) > 7(p(4))
(+=): p(i) > p(4), w(p(i) > m(p(4))
(++) = p(i) > p(5), 7(p(i)) < 7(p(4))

Oznacme pocCty dvojic odpovidajici témto variantam jako
I, I, I, al,,. Varianty (+—) a (++) davaji inverzi
permutace p, varianty (—+) a (4++) inverzi permutace 7 a
varianty (—+) a (+—) inverzi permutace 7 o p. Tedy

I(mop)=1_4,+1,_ =
=+ L)+ (Lm + Loy) =204 = I(m) + 1(p) + 2K,

kde kf - —_[++. |:|

DEFINICE 27. Necht 7 € S,,. Znaménkem permutace
budeme rozumét &islo sgn(r) := (—1)1(™,

Identicka permutace id neobsahuje Zadnou inverzi, tedy
jeji znaménko je sgn(id) = 1. Naopak permutace (n,n —
1,...,2,1) obsahuje maximalni mozny pocet inverzi, pro-
toZe prevraci potadi véech (%) dvojic. Z lemmatu plyne, ze
sgn(m o p) = sgn(m)sgn(p), a z téchto dvou vlastnosti do-
hromady, Ze sgn(n~! o w) = 1, tedy sgn(7~!) = sgn(n).

DEFINICE 28 (Homomorfizmus grup). Necht (G, -, eq)
je grupa s operaci - a neutralnim prvkem e a (H,®, ex)



je grupa s operaci ® a neutralnim prvkem ey. Zobrazeni
¢ : G — H, které splnuje

(1) V91,92 € G : 9(91 - g2) = ¢(g91) © ¢(92)
(2) dleq) = en

se nazyvd homomorfizmus grup G a H.

Z kapitoly o vektorovych prostorech vime, Ze kazdy vek-
torovy prostor je grupa vzhledem k operaci scitani. Homo-
morfizmus f : V' — W vektorovych prostort V a W splfiuje
Yu,v eV

flu+wv) = flu)+ fv)

je to tedy i homomorfizmus grup. Zde jsou obé operace -
a ® reprezentovany scitanim na V' resp. W a neutralnimi
prvky grup jsou nulové vektory.

Oznagime-li Z, grupu tvofenou mnozinou {1,—1} s
operaci nasobeni, je jejim neutradlnim prvkem prvek 1. V
symetrické grupé je operaci skladani a neutralnim prvkem
identita. Vidime tedy, ze zobrazeni sgn : .S,, — Z, je homo-
morfizmus grup.

Podobné jako u vektorovych prostort, i u grup pojem
homomorfizmus vyjadfuje, Zze se zobrazeni ,chova hezky*
k dané strukture, v tomto pripadé strukture grupy. Mizeme
definovat i analogické pojmy:



DEFINICE 29. Necht ¢ : G — H je homomorfizmus
grup. Definujeme jeho jadro a obraz

Ker¢ = {g € G|¢(g) = en}
Im¢p ={h e H|Fg e G:¢(g) =h}

Podobné jako jsou jadro a obraz homomorfizmu vekto-
rovych podprostorl podprostory, jsou jadro a obraz homo-
morfizmu grup podgrupy. Nemuzeme ale definovat napfi-
klad nulitu nebo hodnost homomorfizmu grup, protoze pro
grupy neexistuje rozumna definice dimenze.

DEFINICE 30. Podgrupu Kersgn < S, nazyvame
grupou vsech sudych permutaci nebo také alternuijici
podgrupou, znacime A,,. Permutace je tedy suda, pokud
je jeji znaménko 1. Permutace se znaménkem —1 jsou li-
ché.

Liché permutace podgrupu netvofi, protoze soucin dvou
lichych permutaci je permutace suda.

PRIKLAD 20. Pro grupy mizeme definovat pojem mo-
nomorfizmus, epimorfizmus, endomorfizmus, automorfi-
zmus, mluvit o izomorfnich grupach. Napriklad grupa S
je izomorfni grupé v8ech symetrii rovnostranného trojuhel-
nika: staci oCislovat vrcholy 1,2, 3 a pfifadit kazdé permu-
taci m shodné zobrazeni, které prevadi vrchol 1 na 7 (1), 2
na 7(2) a 3 na n(3). To je bijekce, ktera splfiuje vlastnosti
homomorfizmu, tedy je to izomorfizmus grup. Podobné je
izomorfni S, s mnozinou vSech symetrii pravidelného Ctyr-
sténu. Podgrupa As, resp. A, se pak v tomto izomorfizmu



zobrazuje na podgrupu pfimych shodnosti. Neni tézké si
rozmyslet, Ze ve skuteCnosti kazda kone¢na grupa G je izo-
morfni podgrupé v S,,, kde n je pocet prvki G.

Oznaéme Supp7 nosi¢ permutace, tedy mnoZzinu
v8ech indext ¢ € {1,...,n} takovych, ze w(i) # i. Per-
mutace s dvouprvkovym nosi¢em se nazyvaji transpozice,
vlastné pouze vyménuji néjaky prvek i s jinym prvkem ;. Ta-
kovou transpozici budeme znagit [i, j], napfiklad (1,4, 3,2)
je transpozice [2,4] = [4, 2].

Transpozice [1,2] obsahuje pravé jednu inverzi a je to
tedy lichd permutace. Transpozici [i,j], ¢ < j lze zapsat
jako p~'o[1,2] o p, kde p je libovolna permutace, pro kterou
p(i) =1, p(j) = 2. Pak ale

sgu([i, 1) = sgn(p™") sgn([1, 2]) sgn(p) = sgn([1,2]),

tedy kazda transpozice je licha permutace.

Transpozice je specialni pripad cyklu, coz je permutace
s k-prvkovym nosiCem {iy, is, . . .17 } takova, ze m(i;) = ;11
pro v8echna j € {1,...,k — 1} an(ix) = i;. Cyklus ozna-
¢ime [iy, o, ..., 1], Cislo k se nazyva délkou cyklu. Dva
cykly nazveme nezavislymi, pokud jsou jejich nosiCe dis-
junktni.

VETA 20. KaZdou permutaci Ize zapsat jako soucin ne-
zavislych cykll. Kazdou permutaci Ize zapsat jako soucin
transpozic.

DUKAz. Staci vzit libovolny prvek i, ; € Supp . Jeho
obraz oznaime i, = m(i1;), dale i1 5 = m(i12) atd.



Mnozina je koneCna, takze pro néjaké k; € N musi na-
stat i1 5,41 = ©1,1. Definujme 7, permutaci, jejiz nosi¢ je
{i11,...,41k } @ natéto mnoziné ma stejné hodnoty jako ,
je to zjevné cyklus délky k. Zvolme iy, € Supp 7\ Supp m
a opakujme postup, ziskame takto N cykli 7; o délce k;,
které jsou nezavislé a plati m = 7, 0... o my.

Cyklus [i1, ..., ix] je roven napfiklad souéinu transpo-
Zic [iy, i9)[i2, 93] . . . [ik—11x) (rozmyslete si podrobné). Pokud
tento rozklad pouzijeme pro kazdy cyklus m, ..., 7y, do-
stavame zapis permutace jako soucinu transpozic. OJ

Z dikazu je zfejmé, ze rozklad na nezavislé cykly je
az na poradi jednoznacny. Rozklad na transpozice jedno-
znacny zdaleka neni, uz cyklus Ize rozlozit na transpozice
mnoha jinymi zpUsoby (najdéte néjaky) a také Ize do které-
hokoli mista rozkladu vlozit soucin typu [4, j][J, ¢], ¢imz do-
staneme jiny rozklad s jinym poctem transpozic. Protoze
ale vime, Ze transpozice je licha permutace a Ze sgn je gru-
povy homomorfizmus, vidime, Ze znaménko permutace lze
také spoditat jako (—1)V, kde N je potet transpozic v né-
jakém (a tedy libovolném) rozkladu na transpozice, nebo
také (—1)¢, kde C je potet cykli sudé délky v rozkladu
na nezavislé cykly. To byva obvykle rychlejsi metoda vypo-
Ctu znaménka permutace nez vypisovani seznamu vSech
inverzi.

PRIKLAD 21. Ur¢eme znaménko permutace © =
(7,3,5,1,2,4,6,8). Vidime, ze 7(1) = 7, n(7) = 6, 7(6) =
4 aw(4) = 1, coz dava cyklus [1,7,6,4]. Dale n(2) = 3,
7(3) = 5 an(b) = 2, dal§im nezavislym cyklem je [2, 3, 5].



Tim jsme vycCerpali cely Suppm, tedy 7 = [1,7,6,4][2, 3, 5]
a znaménko je —1, protoze v rozkladu je jeden cyklus sudé
délky.

VETA 21. Necht n > 1. Grupa A, ma & prvkd.

DUKAZ. Zvolme pevnou transpozici, napfiklad [1,2].
Zobrazeni T : S,, — S, definované jako T'(w) = [1,2] o7
je bijekce na konetné mnoziné S,,, pfitemz obrazem liché
permutace je suda a naopak. Pak ale mnozina lichych a
sudych permutaci musi byt stejné velka, tedy sudych per-
mutaci je pravé %. O

1.1. Cviceni.

(1) Je soucin permutaci komutativni?

(2) Dokazte, ze grupa vSech symetrii Ctyfsténu je izo-
morfni (tedy existuje bijektivni grupovy homomorfi-
zmus) grupé S,. Cemu v tomto izomorfizmu odpo-
vida grupa A,?

(3) Patnacka je klasicky hlavolam tvaru Ctvercové
mrizky 4 x 4, v niz je 15 pohyblivych dlazdic ocis-
lovanych 1 az 15. V zakladni pozici je volné pravé
dolni pole a dlazdice 1 az 15 jsou srovnany v po-
fadi odleva doprava a odshora dolu. Hlavolam se
stal slavhym v roce 1880, kdy Samuel Lloyd nabidl
odménu 1000 dolart tomu, kdo se dokaze ze za-
kladni pozice dostat do pozice, v niz je volné pole
na stejném misté, ale dlazdice 14 a 15 jsou vymeé-
nény. Dokazte, Ze tato Uloha nema reseni.



(4) Permutaci

(12 9
™16 3 8

rozlozte na soucin transpozic dvéma zpusoby.
(5) Rozlozte nasledujici permutaci na nezavislé cykly
a urCete znameénko:

345 6 78
291745

6 7 8 9 10 11 12 13 14
1456 114 7 2 9

(6) U permutace z pfedchozi ulohy uréete 7%, kde
k je pocCet dnu od vaSeho narozeni. Dale urCete
nejmensi k > 1000 takové, 2e 7% = 7.

(7) Spoctéte soucin (1523)(62)(137)(1234567)(152) v
S7. Piste rovnou jako rozklad na nezavislé cykly.

(8) Reste v Sy ,permutaéni rovnici AX B = C, kde

123456
A_(2651431)
123456
B_(5 4123 6)
123456
02(65]324)



(9) UrCete znaménko permutace

. 1 23 ... nn+l n+2 n+3
T™\369 .. 3n 2 5 8
2n 2n+1 2n+2 ... 3n
3n—1 1 4 ... 3n—2

(10) Staci n — 1 transpozic na vytvoreni libovolné per-
mutace na n prvcich?

(11) Charakterizujte permutace, pro které 7! = .

(12) Necht 7 je permutace z Ss. Spoctéte 7.

(13) Necht 7w € S,,. Oznatme E, matici ktera se do-
stane z jednotkové matice E, permutaci jejich
radkl pomoci permutace w. Dokazte, ze pro kaz-
dou matici X € M,,,(F) existuji permutace m €
Sm, p € S, takové, Ze v matici

EWXEp:(é g)

je podmatice A regularni a jeji rovnost je rovna
hodnosti X. Takovému zapisu X se fika blokovy
zapis s plnou hodnosti. Tvrzeni fika, ze u kazdé
matice Ize preusporadat fadky a sloupce tak, aby
prvnich h(X) fadkd tvofilo bazi fadkového pro-
storu a prvnich h(X) sloupcut bazi sloupcového.

(14) Necht
A B
x=(6 1)



je blokovy zapis s plnou hodnosti. Dokazte, Zze pak
D=CA'B.

(15) Pomoci predchoziho cviCeni (anebo i bez néj) do-
kazte, Ze pro matici X typu m x n hodnosti r exis-
tuji matice W typu m x r a Y typu r x n takové,
ze X = WY. Matice W a Y maji plnou hodnost,
proto se tomu fika faktorizace s plnou hodnosti.

2. Vypocet determinantu

DerFINICE 31. Necht A € M, (F). Determinantem
matice A nazveme ¢&islo

det A := Z Sgn(ﬂ')(llﬂ-(l)agﬂ-(g) c. am(n)

WESTL

Vidime tedy, Ze determinant je soucet n! ¢lenu, z nichz
kazdy je souCinem n elementl matice vynasobenym zna-
ménkem permutace. V kazdém takovém soucinu se vysky-
tuje pravé jeden element z kazdého fadku a prave jeden
element z kazdého sloupce. Misto det A budeme také pou-
Zivat oznacgeni |A| nebo u konkrétni matice nahradime za-
vorky svislicemi.

PRIKLAD 22.
(1) Pokud A je matice 2 x 2, pak

ailr aig
21 Qa22

det A = = sgn(12)ajiags + sgn(21)ajzas

= a11G22 — Q12421



(2) Podobné

11 Aiz2 i3
Q21 Q22 Q23 | = (11022033 + G12023031 + Q13021032
a3; Aaszz2 a33

— 110230432 — A13A22031 — Q12021433

(3) Pro obecné n je determinant souctem n! s€itancq,
kazdy je souCinem n Cisel a znaménka. Je tedy
jasné, ze pro prakticky vypocet se definice deter-
minantu pfili§ nehodi.

(4) Pokud je A € M, (F) diagonalni, pak

det A = a11a499 . .. App,

protoze kazdy z ostatnich scitancll obsahuje ale-
spon jeden mimodiagonalni element. Ve skutec¢-
nosti obsahuje alespon jeden element nad dia-
gonalou a alespon jeden pod diagonélou, takze
stejny vysledek plati i pro horni a dolni trojuahel-
nikové matice.

Oznaéme radky matice A jako aq,as,...,a,, deter-
minant matice A bude vyhodné obcas znacit také jako
lay, ... a,-

TVRZENI 10. Necht' A € M,,,(F), a; € ", r € F.

(1) |A] = AT

() |ay,...,1ra; ..., an] =Tlar, .o Q. Ayl



(8) Pokud1 <1 < n, pak

lay,...,a;+al,... a,] =
=lar, ... ..y an| +ag, ... . an
(4) Pokud1 <1 < j <n, pak
lat, ... Gy a4, an| = —lar, . ag, ., Gy

DUKkAz. Podle definice

|A| Z Sgn alﬂ' 1)A27(2) - - - Anr(n)

TESK

_ —1

= ngn(ﬂ )a1p—1(1)a2p—1(2) Qnp=1(n)
PESRH

—ngn Ap(1)10p(2) Qp(n)
pEeS.

= Z Sgn(p)a?p(l)a’gp@) np(n ‘AT‘
pESH

Nejprve jsme vyuzili toho, ze pokud p bézi pres celou S,
pak p~! také, pak jsme pfeusporadali Cinitele v soucinu a

pouzili sgn(p) = sgn(p™1).
Druhé tvrzeni plyne z

Z Sg(T)in(1) - - - (Tin(i)) - - - Onr(n) =T Z sgn () Ar(1) -

TESy TESy

a podobné ziejmé je i tvrzeni treti.



Zobrazeni, které permutaci 7 pfifazuje permutaci 7’ =
7o [i, j], je bijekce S, na S, takze

|A| = Z Sgn(ﬁl)alwz(l) o Qg ()« - - At () -+ - Qg ()

' €Sy,

= Z sgn(ﬂ o [i,j])alﬂ-(l) e Qg (5) - - - Qi) - - - Gng(n)
TESy

= — Z Sgn alw e ajw(i) R am(j) R am(n),
TI'GSn

¢imz je dokazano i posledni tvrzeni. O

POzZNAMKY.

(1) Z prvniho tvrzeni plyne, Ze druhé a treti tvrzeni
plati i pro sloupce.

(2) Determinant matice, ktera obsahuje nulovy radek
(nebo sloupec), je nulovy, staci v druhém tvrzeni
polozit r = 0.

(3) Pokud ma A dva stejné fadky (nebo sloupce), je
det A = 0, z druhého nebo ze Ctvrtého tvrzeni.

(4) Druhé a treti tvrzeni se daji preformulovat tak, ze
pro kazdé j € {1,...,n} alibovolnych n — 1 vek-

tord ay, ... yAj—1, Ajy1y .-, 0n Z F" je zobrazeni
fF*"—TF
aj > lay, ..., ap

linearni. Pozor, neznamena to, Ze determinant je
linearni zobrazeni z vektorového prostoru M, (F)
do F!



(5) Ze Ctvrtého tvrzeni plyne, ze pokud 7 € S,,, pak

|ar(1ys - -5 Qr(ny| = sE0(T)|a1, . . ., anl,

(6) Pokud do i-tého radku matice pficteme r-nasobek
j-tého radku pro i # j, pak se determinant ne-
zmeéni. Plyne to z druhého a tretiho tvrzeni.

Tato pozorovani umoznuji rychly prakticky vypocet de-
terminant(i. Radkovymi a sloupcovymi Gpravami je mozné
prevést matici na horni nebo dolni trojuhelnikovy tvar. Hod-
nota determinantu se bud neméni (Uprava typu 2), nebo
se zméni znaménko (Uprava typu 3) nebo se determi-
nant vynasobi Cislem (Uprava typu 1). Staci tedy prova-
dét Gaussovu eliminaci (s pfipadnym vyuzitim sloupco-
vych Uprav, kdyz je to vyhodné) a zaznamenavat si pfi-
padné zmeny hodnoty determinantu vyvolané zménami po-
fadi radkd/sloupct a nasobenim fadku/sloupce Cislem.

VETA 22. Matice A € M,,,(F) je regularni, prave kdyz
Al # 0.

DUKAz. Matice A je regularni pravé kdyz h(A) = n. Po-
kud matici pfevedeme Gaussovou eliminaci na horni troju-
helnikovou, pak se hodnost zachova a nulovost Ci nenu-
lovost determinantu také. Ale determinant horni trojuhelni-
kové matice je nenulovy, prave kdyz jsou nenulové vSechny
prvky na diagondle a prave tehdy je i hodnost matice rovna
n. [



To je tedy prvni dllezita véc, na kterou se determinant
hodi: jeho nulovost Ci nenulovost detekuje regularitu ma-
tice. Soucin dvou regularnich matic je regularni matice a
soucin dvou singularnich je singularni, takze nulovost de-
terminantu se musi zachovavat i pfi soucinech. Ve skutec-
nosti plati mnohem silngjsi tvrzeni:

VETA 23. Necht A, B € M,,,(F). Pak|AB| = |A||B].

DUKAZz. V matici AB je i-ty fadek linearni kombinaci
radkd matice B s koeficienty z i tého fadku matice A. Z
linearity determinantu v kazdém fadku plyne

n n n
|AB|: E alilbilag a2i2bi27---75 aninbin

i1=1 ig=1 in=1

n n n
= E E E aula%...amn\bil,biz,...,bin]

i1=1149=1 in=1

Determinant |b;,,b;,,...,b; | je nulovy, pokud jsou v ném
dva radky stejné, jinymi slovy pokud zobrazeni mnoZziny



{1,...,n} do sebe, pfitazujici indexu k index i, neni per-
mutace. Staci tedy zachovat jen ty Cleny, pro které to per-
mutace je:

|AB| = Z A17(1)A27(2) - + - Anaz(n) ’bﬂ‘(l)7 bﬂ‘(2)7 B bﬂ(n)‘
TES

= Z A17(1)A27(2) - « - Anz(n) Sgnﬂ-‘bla b27 R bn‘
7l'€Sn

= [A[[ B

Zde jsme vyuzili toho, ze preusporadani radkl permutaci
ma za nasledek vynasobeni determinantu islem sgn(w) a
posledni krok uz je jen definice determinantu. 0

Protoze |E| = 1, plyne z této véty, ze |A~' A| = 1 neboli
[A™!| = 3 ataké ze [RT'AR| = |A|. To znameng, ze
determinant matice endomorfizmu nezavisi na volbé baze
a ma tedy smysl definovat pro f € V,, veliCinu det f jako

determinant matice f vzhledem k libovolné bazi.

2.1. Cviceni.
(1) Spoctéte determinant

o oo 8
oOT o w
O FTN O
og oo o
S ~ A0




(2) Vycislete determinant

1

— N = Ut

(3) Spoctéte determinant

(4) Urcete determinant matice (a;;)}"}', kde a;; =i+ j
anje 1,2, 3. UrCete tento determinant pro obecné

n.

(5) UrCete determinant matice (a;;)
(—=1)"™7 anje 1,2,3. Urcete tento determinant pro

obecné n.

(6) Pomoci determinantu urCete, pro ktera realna Cisla

12 2 5
1 3 =2 1
7T -4 3 3
0O 0 4 -2
6 1 -1 2
212 2 3
013 41
1213 3
2104 3
1113 2

k ma soustava rovnic

rT+yt+z—w=2
r+y—2z4+w=3

r+kz—w=4
20 +y—w=2

pravé jedno feseni.




(7) Jak se zmeéni determinant, pokud matici A €
M,,(IF) vynasobime Cislem r € F?

(8) Jak se zméni determinant, pokud jeho elementy
prevratime vici stfedu matice. Zduvodnéte.

(9) Dokazte, Zze pokud pro libovolné indexy iy, .. ., ix;
Ji,---, i plati a;,;, = 0ak+ 1> n, pak je deter-
minant matice (a;;) roven nule.

(10) Jak se zmeéni determinant matice, pokud pro
vSechna i, j jeji (i, j)-ty element vynasobime ¢&is-
lem ¢/, ¢ € R? ZdGvodnéte.

(11) Jak se zméni determinant, pokud od kazdého
radku odecteme nasledujici fadek, jen od posled-
niho fadku odecteme prvni radek? Zduvodnéte.

(12) Jak se zméni determinant, pokud matici potocime
0 90 stupnt okolo ,stfedu” matice? Zdivodnéte.

(13) Cisla 1,2,...,9 mohou byt rozmisténa do 3 x 3
matice 9! zplsoby. Najdéte soucet determinantd
vSech téchto matic.

(14) Dokazte, ze determinant antisymetrické matice li-
chého fadu je nula.

(15) Spoctéte determinant

32 2 ... 2 2
2 3 2 ... 2 2
22 3 ... 2 2
2 2 2 . 3 2
2 2 2 2 3




(16) Vypoctéte determinant

apg ap Aas ... Qg
apy T Ay ... Qg
apy a1 T ... Qp
apg ap ay ... X
(17) Reéte rovnici
1 1 1 e 1
1 1—-2 1 . 1
1 1 2—x ... 1
1 1 1 .o n—z
(18) Vypoctéte determinant
a1b1 (llbg (llbg e albn
a1b2 agbg a2b3 e agbn
a1b3 CLng a3b3 c. (Igbn
arb,, asb, asb, ... a,b,

(19) Spoctéte determinant

a, T T ... T
r a T ... X
r x agz ... T




(20) Dokazte, ze mnozina redlnych Ctvercovych matic
fadu n s nenulovym determinantem tvofi grupu
v(¢i nasobeni (znacime GL(n,R) - general linear

group).

(21) Dokazte, ze mnozina SL(n,F) = {A €
M, (F)|det A = 1} je grupa vzhledem k nasobeni
matic.

(22) Urcete determinant matice n x n, ktera vznikne
jako levy horni roh Pascalova trojuhelniku:

=W N =
OO W
DN —

O O = =

1
1
1
1

3. Aplikace determinantu

DEFINICE 32. Necht A € M, (F). Necht A;; je podma-
tice A vznikla vynechanim fadkd s indexy z mnoziny [ C
{1,...,n} asloupct z mnoziny J C {1,...,n}. Pokud I a
J maji stejny pocCet prvkd, pak Ize spocitat |A; |, takovému
determinantu se fika /.J-ty minor matice A. Pokud I = J,
mluvime o hlavnim minoru a pokud [ = {i} a J = {j},
je to prvni minor, zna¢ime |A,,|. Cislo A;; := (—1)*|A;|
nazyvame ij-tym kofaktorem nebo téz algebraickym do-
plnkem matice A.



Nasledujici véta nam mimojiné dava rekurzivni for-
mulku, jak spocitat determinant matice pomoci jejich alge-
braickych doplnku.

VETA 24. Necht A € M,,,(F), j, k € {1,...,n}. Pak
|Al proj =k
’LA (A
Za] b { proj #k
DUKAZz. Dokazujme nejprve pfipad j = k = n. V de-

finici determinantu vytkneme z kazdého c¢lenu prvek na n-
tém fadku. Pak

|A| Zanz Z Sgn alﬂ' <o Ap—1,7(n-1)

WGSn
w(n)=i

Pokud i = n, pak mizeme 7 chapat jako permutaci mno-
ziny {1,...,n — 1} a n-ty s&itanec v sumé je roven |A,,,| =
A,,,.. Pro ostatni Cleny 7 zobrazuje n na jiny index i # n.
SloZena permutace 7’ := m;om, kde m; := [n,n—1,...,i+
1,1] zobrazuje opét n na n a sgn(w’) = (—1)""sgn(r) =
(—1)"* sgn(7). Tedy i-ty sCitanec Ize pfepsat jako

(—1)n+i Z Sgﬂ(ﬂl)mmu) < Ap_1m(n—1) =
' €Sn_1
protoZe prvek a, () je vlastné prvkem a; ., matice A’ =
A,; po precislovani sloupct zplisobeném vynechanim in-
dexuiz{l,...,n}. Tim je tvrzeni dokazano pro j = k = n.



Pokud j = k # n, pak staci preusporadat fadky matice
A permutaci 7;, ktera pfevadi j-ty radek na pozici n a po-
souva vSechny nasledujici fadky beze zmény jejich pofadi,
plati sgn ; = (—1)"~7. Oznagime-li takto vzniklou matici A,
pak

n

Al = ()" A = (=)™ (1) | A =

=1
n
= au(—1)") Ay,
=1

coz jsme chtéli dokazat.

Koneéné pokud j # k, pak souet > " , ajiflki vubec
nezavisi na hodnotach elementud na k-tém radku matice A.
Je proto stejny i pro matici A’, kterda vznikne z A tim, ze
do k-tého radku napiSeme j-ty fadek a jinak se matice ne-
zméni. Pak je ale vyraz > d; Al = >y a,mA & roven

=1 ""j1
determinantu matice A’, ktery je nulovy, protoZe se jedna o
matici majici dva stejné radky. O

Véta nam také dava primé vyjadrenl Jjednotlivych prvku

inverzni matice. Definujeme-li b;;, := Akj, pak je
> b = gy Y
j=1

rovno jedné pro ¢ = k arovno 0 pro i # k, Cili AB =
E, B = A~'. Pro matice 2 x 2 odtud dostadvame snadno



zapamatovatelnou formulku

a b\ ' 1 d —b
c d ad—be\ —c¢ a )’

tedy Ze inverzni matice se dostane prohozenim prvkd na
hlavni diagondle, nahrazenim prvkd na vedlejSi diagonale
prvky opacnymi a vydélenim determinantem.

Z vyrazu pro inverzni matici mdzeme také odvodit vztah
pro reSeni soustav rovnic, znamy jako Cramerovo pravi-
dlo. Pokud A je regularni matice, pak reSenim soustavy
rovnic Az = b je x = A~'b. Dosazenim vzorce pro inverzni
matici dostavame, Ze

ZA”\AI

Oznacme A;; matici, ktera vznikne z A nahrazenim i-tého
sloupce vektorem b, pak rozvoj podle tohoto sloupce dava
[ Apil =375, Aj;b;, protoze kofaktory matic A,; a A odpo-
vidajici vynechani i-tého sloupce jsou stejné. Dostavame
tedy

VETA 25. Necht A € M,,(F) je regularni matice a
b € F™. Pak hodnota i-té sloZky (jediného) reseni © € F"

A
soustavy rovnic Az = b je rovna | | jllll
Pokud ay,...,a, € R,, pak vyraz |ai,...,a,| spliuje

témer vSechny pfirozené vlastnosti, které by mél splno-
vat objem rovnobéznosténu uréeného vektory a;. Skute¢né:
pokud jeden z vektoru r-krat prodlouzime, pak determinant



r-nasobné vzroste, stejné se chova i objem. Pokud k vek-
toru pficteme linearni kombinaci ostatnich vektor(, pak se
vysSka“ rovnobéznosténu nezmeéni, a tedy ani jeho objem.
Stejné tak se nezméni ani determinant. Pokud a; jsou prvky
kanonické baze, je rovnobéznosténem krychlicka o hrané
jedna, ktera ma objem také jedna a stejnou hodnotu ma i
determinant. Pokud jsou a; linearné zavislé, pak jsou ob-
jem i determinant rovny nule. Jedinou vadou na krase tedy
zUstava, ze determinant maze narozdil od objemu byt i za-
porny. Ve skuteCnosti to ale neni vada, nybrz vlastnost:
znaménko determinantu nam umoznuje definovat, kdy je
baze {ai,...,a,} kladné a kdy zaporné orientovana.

3.1. Cviceni.

(1) Reste pomoci Cramerova pravidla pro ta a € R,
pro néz se toto pravidlo da pouzit:

ar+y+z=1
r+ay+z=1
r+ytaz=1

Jinou metodou pak doreste pro ostatni hodnoty a.
(2) UrcCete pouze element na pozici 12 inverzni matice
k

N S
o O N
O O W



(3) Vypoctéte determinantovou metodou inverzni ma-
tici k

1 1 1
A= 2 3 3
-1 3 -2
(4) Spoctéte determinant
zy 0 ... 00
0z vy . 0 0
0 0 = . 00
000 Ty
y 0 0 0 =z
(5) Spoctéte determinant
21 0 0 0
1 2 1 00
01 2 00
000 ... 21
000 ... 1 2

(6) Reste pomoci Cramerova pravidla
(I+a)r+y+2z=1
z+(1+a)y+z=a
r+y+(1+a)z=a



(7) Spoctéte tzv. Vandermonduv determinant

1 oz 22 ...
1z a2 !
1 xy a3 xy

(8) Numerické pfriblizeni n-té derivace: Pro kazdé
n € N a kazdou volbu vesmés ruznych real-
nych Cisel ag, aq, . . ., a,, Najdete realné koeficienty
90, q15 - - - » qn, DY

h—0 hm

— @)

Pomoci LHospitalova pravidla prevedte tuto pod-
minku na soustavu n + 1 linearnich rovnic a tu pak
feSte Cramerovym pravidlem.

(9) Dokazte

2 cos « 1 0 ... 0
1 2cosa 1 ... 0 .
0 1 2cosa ... 0 :M
: _ : sin «v
0 0 0 ... 2cosa




(10) Dokazte, Zze determinant blokové diagonalni ma-

tice
ay;y a2 ... Qi 0 0
21 QA92 ... Q9 0 0
A 0 : EE 0 0
det 0 B = | Q1 a2 ... Qgk 0 . 0
0 0 e 0 bll . bll
0O 0 ... 0 by ... by

je roven det A det B.
(11) Spoctéte determinant n-tého fadu

750 ...0
275 ... 0
D,=|0 27 .0
000 ...7

Navod: Sestavte rekurentni formuli pro D, a
ukazte, Ze jeji feSeni Ize hledat ve tvaru D, =
az™ 4 by" pro vhodné konstanty a, b, x,y € C.

(12) Dokazte, Ze inverzni matice k regularni antisymet-
rické matici je antisymetricka.

(13) UrCete obsah rovnobézniku vytyCeného vektory
(1,2)a(2,1).

(14) UrCete objem rovnobéznosténu vytyceného vek-
tory (1,1,0), (3,5,—2) a (4,0,7).



(15) Dokazte, ze hodnost matice je rovna velikosti nej-
vétsiho jejiho nenulového minoru.
(16) Pro matici

A B
(ep)
kde A je regularni, definujme Z := D — CA™'B,
tzv. Schurav doplnék A v X. Je vidét, Ze pokud
jde o blokovy zapis s plnou hodnosti, je Z = 0.
Dokazte, Zze det X = det A det Z. Napoveéda: Roz-

lozte X na soucin blokoveé dolni trojuhelnikové ma-
tice a blokové horni trojuhelnikové matice.

(17) Necht
A B
“(ep)
kde A, D a X jsou regularni. Dokazte, ze pak je i
Z regularni a

voi_ (ANE+BZICATY) —ATBZ!
—\ -z lcat 71






KAPITOLA 8

Diagonalizace matic

Uvazujme nasledujici jednoduchy populacni model. V
roce n zije v Kocourkové K, obyvatel a v Tramtarii 7;, oby-
vatel. Kazdy rok se 1/10 obyvatel Kocourkova odstéhuje
do Tramtarie a 1/5 obyvatel Tramtarie do Kocourkova. Jina
mista (napriklad Houby nebo Onen Svét) neuvazujeme,
takze kdo se nestéhuje, zlstava na misté. Vime, kolik oby-
vatel mél Kocourkov i Tramtarie za krale Klacka (rok 0) a
chceme védét, kolik jich budou mit, az naprsi a uschne (rok
42).

Situaci v roce n Ize popsat stavovym vektorem v, :=
(K,,T,) avyvoj v Case maticovym zobrazenim

K, K,
= ()= (0 1) (5) =2

Pak ovéem vy, = A*,, takze potfebujeme néjak efek-
tivné spocitat mocninu matice A. Idealni by bylo, kdyby A
byla podobnéa diagonalni matici, tedy kdyby existovaly di-
agonalni matice D a regularni matice U takova, ze A =

Sl-gle
(SN



UDU™!. Pak totiz
A2 =uypUu—'upu~t...UDU!

42

= UDEDE ... EDU ' =UD*®yU!

Pro diagonalni matici (nejen) druhého fadu plati, ze jeji
mocnina je diagonalni matice:

(55) (5 &)

A skuteCné, takové matice existuji! Plati

2 —1\/1 0\1/ 1 1
=G 1))

a prvni a posledni matice jsou opravdu navzajem inverzni.
Proto

qe_ (2 -1 12 0 \1/ 1 1
“\1 1 0 072 )3\ -1 2
L1/2 2
“3\11 )

kde jsme zanedbali &islo 0.742 = 3.1077. AZ naprsi a
uschne, bude rozloZeni obyvatelstva dano vektorem

()=t (2 8y (B = (iem)

Jinymi slovy, tfetina celkové populace bude v Tramtarii a
zbylé dvé tretiny v Kocourkové. Dalo by se na to pfijit i tak,



Ze bychom hledali rozlozeni obyvatel, které je stabilni vUCi
zadané migraci. Jak ale pfijdeme na matice U a D?

1. Vlastni Cisla a vlastni vektory

Stabilni rozloZeni z pfedchoziho pfikladu je charakteri-
zovano vlastnosti, Ze jej dané maticové zobrazeni zobra-
zuje na ,jednondsobek” sebe sama:

(0 D))= (V)

Tuto situaci zobecnime na libovolny endomorfizmus a libo-
volny nasobek:

DEFINICE 33. Necht V' je vektorovy prostor kone¢né
dimenze nad C. Cislo A € C je vlastnim &islem endo-
morfismu f € End(V), paklize pro néjaky nenulovy vektor
v € V plati f(v) = M. Kazdy vektor, ktery toto spliuje, se
nazyva vlastnim vektorem f prisluSnym vlastnimu Cislu .
Mnozinu Ker(f — Aly ) nazyvame vlastnim podprostorem
f svlastnim Cislem \. Pokud je f = f4 maticové zobrazeni,
pak mluvime o vlastnich Cislech, vektorech a podprosto-
rech matice.

V8echny vektory tvaru (2t,t), t € C jsou tedy vlastnimi
vektory matice A s vlastnim Cislem 1. Kdybychom dopredu
vedéli, ze 1 je vlastnim Cislem A, mohli bychom je hledat
jako feSeni Ulohy Av — Ev = 0, tedy jako prvky nulového

prostoru matice
1 1
10

U=



kterd je zjevné singularni. Prostor N(A — E) je praveé vlast-
nim podprostorem Ker(f4 — 1¢c2) maticového zobrazeni f4.
Stejné tak je singularni matice

7 97 1
A__EE(IO 0,5 )
10 1 i

a libovolny prvek jejiho nulového prostoru spliuje Av =
%v, je tedy vlastnim vektorem s vlastnim Cislem % prv-
kem vlastniho podprostoru Ker(f4 — 151c2).

PRiKLAD 23.

(1) Zobrazeni f : P"(x,C) — P™(z,C) definované
jako derivace polynomu [f(p)|(x) := p'(x) ma je-
diné vlastni Cislo 0, prislusny vlastni podprostor je
tvoren konstantnimi polynomy.

(2) Pro diagonalni matici D = diag(dy,...,d,) jsou
vlastnimi Cisly matice D jeji diagonalni prvky
dy,...,d, a prislusné vlastni vektory jsou prvky
kanonické baze e;,...,e, € C". Matice horni
nebo dolni trojuhelnikova se stejnou diagonalou
ma stejnd vlastni Cisla, ale jiné vlastni vektory.

(38) Pokud Axr = \x a A je regularni, pak A~lz =
A1z, Cili inverzni matice ma stejné vlastni vektory,
ale prevracena vlastni Cisla.

(4) Pokud A = Q'BQ, pak Az = Az znamena
BQx = MQx, tedy )\ je vlastnim Cislem B s
vlastnim vektorem (Qx. Podobné matice maji tedy
stejna vlastni Cisla.



Zvolime-li bazi M C V, pak f(v) = Av znamena
(f)amme(v)ar = A(v) - Tedy viastni Eislo endomorfizmu je
vlastnim Cislem i jeho matice vzhledem ke kterékoli bazi.
VSechny tyto matice jsou navzajem podobné, coz je alter-
nativni zpUsob, jak se divat na posledni bod pfechoziho pfi-
kladu.

Jak urcit vlastni Cisla matice? Podle definice vime, Ze to
musi byt takova A € C, aby N(A— AE) neobsahoval pouze
nulovy vektor. To je ale ekvivalentni pozadavku, aby A—\F
byla singularni matice, Cili (v nasem priklade) aby

9\
101

1
5
* —

. _

F—A ' 10 10

Kofeny tohoto polynomu jsou Cisla 1 a % Vlastni vektory
uz jsme pro né nalezli drive, zadna dalSi vlastni Cisla ani
vektory tedy uz matice A mit nemaze.

DEFINICE 34. Necht A je Ctvercova matice. Jejim cha-
rakteristickym polynomem nazyvame polynom p4 () :=
det(A — AE). Necht V je vektorovy prostor kone¢né di-
menze nad C, f € EndV. Charakteristickym polyno-
mem endomorfizmu f rozumime charakteristicky poly-
nom jeho matice vzhledem k néjaké bazi M C V, znaCime
pf(A). Mnozinu v8ech kofenl p; nazyvame spektrum en-
domorfismu f, zna¢ime o(f), podobné definujeme spek-
trum matice o(A).

Charakteristicky polynom endomorfizmu nezavisi na
volbé baze M. Pokud B = QAQ~! je matice f vzhledem k



jiné bazi, pak
det(B — AE) = det(QAQ ™ — \QQ ™)
= det Qdet(A — AE)det Q' = det(A — \E)
Protoze
det(A — AE) = det((A — AE)T) = det(AT — \E),

maji matice A a AT stejny charakteristicky polynom a tedy i
vlastni ¢isla. Vlastni podprostory N(A—\E) a N(AT —\F)
jsou ale obecné razné.

Charakteristicky polynom matice Ize rozepsat

det(A — AE) = ﬁ(a% “ A+

i=1

= (=A)"+ Zaﬁ(—w—l +...,

kde Cleny oznacené trojteCkou nemohou obsahovat A\ ve
vy$§i mocniné nez n — 2. Pfispévky k (n — 1). moc-
niné tedy pochazi jen z prvniho €lenu a davaji dohromady
Tr A(=\)""1. Absolutni ¢len polynomu je roven jeho hod-
noté v nule p4(0) = det A. Celkové tedy

pa(A) = (=N)" + Tr A(=A)""" + nz: Ai(=A)' + det A

Popsat Cisla A; je trochu komplikovanégjsi, ale ne o moc:
jsou to soucty vSech hlavnich minori matice A stupné n—i.
Pomoci Vietovych vztaht mezi koeficienty polynomu a jeho



kofeny se daji koeficienty p, vyjadfit v terminech vlast-
nich Cisel. Pokud o(A) = {A1,...,\,}, kde kazdé vlastni
Cislo bereme tolikrat, kolik je jeho nasobnost jakozto korenu
pa, pak dostdvame napfiklad det A = J[_; A\, a Tr A =
¢ A Tyto vztahy se daji pouzit jako alternativni defi-
nice determinantu a stopy endomorfizmu a dokonce jako
zaklady pro definici determinantu a stopy vhodné tfidy en-
domorfizmu na prostorech nekone¢né dimenze. My se zde,
pokud nebude feceno jinak, omezime na kone¢nédimenzi-
onalni pfipad.

VETA 26 (Cayleyova-Hamiltonova). Pokud dosadime
matici A do jejiho charakteristického polynomu, dostaneme
nulovou matici, Cilip4(A) = 0.

DUKAZz. Z véty o rozvoji determinantu podle fadku
mame

n

D (a = A0 (1A = AE) 5,00 = pa(N)dy;

k=1

KaZdy prvni minor (A—AE) ;) (x) je polynom stupné nejvyse
n — 1, ozname jeho koeficienty takto:

(=17 (A=AE) (). =t (Bo)rj+(B1)igA+- - A (Boo1)i N



Ziskali jsme n matic B; spliujicich vztahy

ABO = poE
AB, — By=p E

ABn—l - Bn—Q = pn—lE
—B,_1=p,E,

kde p; jsou koeficienty p4(\) = >, piA'. Nyni staci vyna-
sobit i-tou rovnici matici A*~! a v8echny secist, dostaneme

POzZNAMKA 3. Pro¢ nefunguje dikaz ps(A) = det(A —
AFE) = 0? Dosadit matici B do polynomu p()) Ize, stejné
jako spocitat det(A — BE). Ale pa(B) je matice, kdezto
det(A — BE) ¢islo, ¢ili to nemuze byt totéz.

Cayleyova-Hamiltonova veéta mize byt uziteCna tehdy,
kdyz chceme spocitat mocninu matice, aniz bychom znali
vlastni Cisla a vektory. Dava nam rekurentni formuli pro vy-
pocet libovolné mocniny n x n matice pomoci pfedchozich
n mocnin. Pouziti této formule bude jisté efektivnéjsi nez
pocitani mocniny matice z definice maticového nasobeni.
Zaroven pro celoCiselnou matici vystacime s celociselnymi
operacemi, zatimco pfi vypoctu vlastnich ¢isel bychom mu-
seli obecné pouzivat numerické metody pro hledani kofenu
polynomu a vysledek by tedy byl pouze priblizny.

PRiKLAD 24.



(1)

(3)

Matice

(30)-(50)

maji obé charakteristicky polynom \?, jedinym
vlastnim Cislem je nula. Maji ale riznou hodnost,
tedy nemohou byt podobné. Podobné matice tedy
maji stejné charakteristické polynomy, ale opacna
implikace neplati. Vlastnim vektorem prvni ma-
tice je kterykoli vektor v C?, zatimco vlastni vektor
druhé matice je e; = (1,0) (a jeho nasobky).
Matice

A:

o O O
SO =
o o O

méa charakteristicky polynom —\* a podle
Cayleovy-Hamiltonovy véty plati A = 0, coz je
hned vidét i z matice samotné. Plati dokonce A% =
0, tedy matice nuluje i polynom m4(\) = A\2. Po-
lynom m(\) ma nejmensi mozny stupen mezi
vSemi polynomy, které davaji nulu po dosazeni
A, takovy polynom se nazyva minimalni poly-
nom matice A. Vidime, zZe charakteristicky poly-
nom obecné neni minimalnim polynomem matice.
Jakeé jsou vlastni vektory A?
Charakteristicky polynom matice

a=( 5 1)



je
(A +TrA(=)\) +det A=\ —6A+8=(\—2)(A—4)

Pro vlastni Cislo \; = 2 tedy hledame vektory = €
C? spliujici (A — 2E)x = 0, Cili feSeni homogenni
soustavy rovnic s matici

3 1
e (301)

Vlastni podprostor pfislusny 2 je tedy (v;), kde
v; = (1,—3). Podobné vlastni podprostor pfi-
slusny A\, = 4 je linearni obal v, = (1,—1). Vi-
dime, Ze mnozina M = {vy, vy} je baze C2. Pokud
budeme chapat A jako matici homomorfismu f4
vzhledem ke kanonickym bazim, pak

(fa)snr = (D (fa)kx (D) rm
(5 (A D)
()

V bazi z vlastnich vektori ma tedy matice diago-
nalni tvar, coz odpovida tomu, Ze tyto vektory ho-
momorfismus f4 jenom vynasobi prisluSnym vlast-
nim cCislem. Oveérte sami, Ze stejnym zplsobem
je mozné ziskat i rozklad UDU ! z Gvodniho pi-
kladu.



(4) Rotace o Uhel a # k7 ve dvojrozmérném prostoru
na prvni pohled vlastni vektory mit nemuze, pro-
toZze zadny smér se pfi otoCeni nezobrazi na svj
nasobek. Uvazujme pro jednoduchost rotaci o 7,
ktera je dana matici

COS% sing _ 01
—sing cosy /) \ =1 0

Charakteristicky polynom A% +1 ma kofeny =i, pfi-
sludné vlastni vektory jsou (1, +i) a diagonalizace
vypada

() o) ()= )

Vidime tedy, ze vlastni Cisla a vektory existuji diky
tomu, Ze jsme se rozhodli celou Ulohu fesit v kom-
plexnim prostoru.

DN | —

1.1. Cviceni.
(1) Sestavte charakteristicky polynom matice

3 2 3

2 -1 4

3 13
(2) Najdéte vlastni Cisla matice

10 0

o O =
N = OO

1
0
0

w = o



(3) Najdéte vlastni Cisla a vlastni vektory matice

(=53)

(4) Dokazte, ze matice je regularni, pravé kdyz
vSechna jeji vlastni Cisla jsou nenulova.

(5) Najdéte néjakou matici 2 x 2, ktera neni horni ani
dolni trojuhelnikova a ma vlastni Cisla 5 a 6.

(6) UrCete koeficient u \? v charakteristickém poly-

nomu matice
1 1 0 0
01 —1 0
1 0 1 -2
2 1 0 0

(7) Oveérte Cayley-Hamiltonovu vétu pro matici

(ca)

pfimym dosazenim do charakteristického poly-
nomu.

(8) Spoctete vlastni Cisla a vlastni vektory zobrazeni
f: P*(z,C) — P%*(z,C) daného vztahem

fla+ bz +cx®) = (5a +6b+2c) — (b+8c)x + (a — 2¢)z”

(9) (2) Dokazte, ze pokud A je matice takova, Ze
kazdy jeji radek ma soucet ¢, pak je ¢ kofenem
jejino charakteristického polynomu. Dokazte totéz
pro sloupce.



(10) Spocitejte charakteristicky polynom matice

0 1 0 - 0

0 0 1 - 0

0 o 0 0 1
—Po —PpP1 —P2 ... —Pn-1

(11) Vypoctéte pomoci Hamilton-Cayleovy véty (bez ur-
¢eni vlastnich Cisel)
25

1 2 1
1 0 1
1 2 -1

(12) Spoctete vlastni Cisla a vektory zobrazeni F
M55(C) — My (C) definovaného predpisem

a b 2c a+c
F<c d>:<b—20 d )

(13) Oznacme koeficienty charakteristického polynomu
vyjadienim x4 (\) = \* + DyN\" '+ ...+ D,,. Do-
kazte, ze Tr(A™) = > A", kde \; jsou vlastni
Cisla A, a pomoci tohoto tvrzeni tvrzeni a Vieto-
vych vztahu pro D; dokazte rekurentni formuli

mD,y, + Dy 1 Tr(A) + Dy 2Tr(A*) + ...+ Tr(A™) =0

pro 1 < m < n. VyuZijte toho k napsani charakte-
ristického polynomu ve stupni 3 a 4 pouze pomoci
stop mocnin A.



(14) Dokazte, Ze pro libovolnou matici A a libovolny po-
lynom p(z) plati o(p(A)) = p(c(A)) (Véta o ob-
razu spektra). DokaZzte odtud, ze p(A) je regularni,
pravé kdyz zadné vlastni Cislo A neni kofenem

p().
2. Diagonalizovatelnost matice

Jak jsme vidéli v prvnim z pfedchozi série prikladu,
dvé matice se stejnym charakteristickym polynomem a tedy
i stejnymi vlastnimi Cisly vCetné nasobnosti nemusi byt
nutné podobné. Jinymi slovy, ne u kazdé matice Ize sestavit
z vlastnich vektort bazi a pomoci ni matici diagonalizovat.
RozliSujeme proto dva druhy nasobnosti vlastniho Cisla:

DEFINICE 35. Necht V' je vektorovy prostor konecné
dimenze nad C, f € End(V). Algebraickou nasobnosti
vlastniho ¢isla \ endomorfizmu f rozumime jeho nasob-
nost jakoZto kofenu charakteristického polynomu p;. Geo-
metrickou nasobnosti A\ oznacujeme Cislo dim Ker(f —
Aly).

PRiKLAD 25. Matice

-(54)

ma jediné vlastni Cislo 0. Jeho algebraicka nasobnost je
tedy 2. Matice A — 0OE = A ma ale nulitu 1, geometricka
nasobnost vlastniho Cisla 0 je tedy 1. VSechny vlastni vek-
tory jsou nasobky (1,0), nelze z nich tedy sestavit bazi C?
a tedy ani diagonalizovat A.



VETA 27 (Kritérium diagonalizovatelnosti endomorfi-
zmu). Necht f € End(V). Pokud se pro kazdé viastni
Cislo rovnaji jeho algebraicka a geometricka nasobnost,
pak existuje baze V sestavajici z vlastnich vektord f. V
této bazi ma matice f diagonalni tvar s viastnimi Cisly na
diagonale.

DUKAZz. Pro kazdy prvek o(f) = {A1,..., A}, kde \;
jsou vzajemné ruzna vlastni Cisla s algebraickymi nasob-
nostmi my,...,m,, oznatme V; := Ker(f — \;1y). Uva-
zujme libovolnou g-tici nenulovych vektord vy, ..., v,, pfi-
cemz v; € V;. Ukazeme, ze jsou linearné nezavislé. Pokud
by nebyly, mohli bychom z nich vybrat linearné nezavislou
vlastni podmnozinu {v;,, ..., v;, }, ktera ma stejny linearni
obal jako {vy,...,v,}. Pro j & {i1,...,ix} lze v; vyjadrit

jako linearni kombinaci ostatnich v; = Z’;zl vpv;,. Pak ale

k k k
N vy, = Ay = ) = upfv,) =) v,
p=1 p=1 p=1

Tedy Z';zl Vp(Xi, — Aj)vi, = 0. ProtoZe jsme vlastni Cisla
brali vzajemné rizné a v, také nemohou byt vSechny nula,
dostavame spor s linearni nezavislosti {v;,, ..., v;, }.
Linearni nezavislost libovolné g-tice vy,..., v, v; € V;
znamena, ze Zadny podprostor V; neni ve spojeni \/#j Vi
vSech ostatnich. Proto prostory V; tvori direktni soucet, jeho
dimenze n’ := dim@}_, V; je rovna souétu dimenzi jed-
notlivych V;, tedy souctu geometrickych nasobnosti vSech



vlastnich Cisel. Pokud se rovnaji algebraické a geomet-
rické nasobnosti vSech vlastnich Cisel, pak n’ je rovno
stupni charakteristického polynomu, Cilidim V. Pak ale V' =
!, Viabazi V Ize zkonstruovat jako M := (J7_, M;, kde
M; je libovolna baze V.
Tvar matice f v bazi M plyne z definice matice homo-
morfismu. U

POZNAMKY.

(1) Specialnim pripadem je tzv. prosté spektrum, kdy
maji vSechna vlastni Cisla algebraickou nasobnost
1. Z dikazu véty plyne, Ze kdyz ke kazdému vlast-
nimu Cislu zvolime libovolny vlastni vektor, bude
tato mnozina linearné nezavisla. Protoze je vlast-
nich Cisel n, musi to byt baze. Z toho je vidét, ze
v takovém pripadé jsou vSechny geometrické na-
sobnosti take jedna.

(2) Opacna implikace, tedy ze pokud se alespon u
jednoho vlastniho Cisla algebraicka a geometricka
nasobnost nerovnaji, pak neni matice diagonalizo-
vatelna, plati také. Dikaz je ale podstatné naroc-
néjsi, plyne z existence a jednoznacnosti tzv. Jor-
danova tvaru matice.

2.1. Cviceni.

(1) Najdéte matici prechodu od baze vlastnich vektort
do kanonické baze pro matici

(52)



(2) Ovérte, Zze baze vlastnich vektor( nasledujici ma-
tice je ortogonalni (vzhledem ke standarnimu ska-
larnimu soucinu):

(2 1)

(3) Diagonalizujte matici

0 2
5 —3
(4) Necht

(1 )e-(10)

Najdéte matici U takovou, ze UAU ! = B.
(5) Diagonalizujte matici

4 =3 1
A=1 2 -1 1
0 0 2



(7) Diagonalizujte matici

7 =12 6
10 —19 10
12 -24 13

(8) Dokazte, ze matice

(0 1)

neni diagonalizovateln& pro Zzadné nenulové c.

(9) Rekurentni posloupnost a,, 12 = an11 + 2a,, ap =
ay = 1 Ize formulovat jako zobrazeni f : R? — R?
dané vztahem

f . Qn SN Ant1 — Ap+1
An41 An42 An41 + (7%

Diagonalizujte matici tohoto zobrazeni a vypoctéte
jeji n-tou mocninu. Odvodte odtud vztah pro n-ty
¢len posloupnosti.

(10) V prostoru realnych polynom( stupné nejvySe
2 najdéte bazi, v niz je matice zobrazeni T,
které realnému polynomu f(x) pfifazuje polynom
(Tf)(z) = f(0)+ f(1)(z + 2?), diagonalni.

(11) UrcCete limitu

m

7 -9 15

1
im — (3 7 3
moeod™ |\ g g 11



(12)

(13)

(14)

Spocitejte pravdépodobnost vitézstvi ve hie hrané
na hracim planu se Ctyfmi policky 1,2,3,4. Na za-
¢atku je figurka na poli 2, dosahnout pole 4 je pro-
hra, dosahnout pole 1 je vitézstvi. V kazdém tahu
si hodime kostkou a na 1,2 posuneme figurku o
jedno pole doleva, na 3,4,5,6 o jedno pole doprava.
Pouzijte pfi tom vlastni Cisla a limitni prechod, pfi-
padny alternativni vypocet jen jako kontrolu.
Oznaéme O(n) := {A € M(n x n)|ATA = E}
a SO(n) := O(n) N {A|det A = 1}. UkaZzte, ze
pro libovolna matice A € SO(3) zachovava néjaky
vektor v € R? a v roviné na néj kolmé pusobi jako
rotace o thel (Tr A —1).

Na kruznici se pohybuji bez tfeni dvé télesa, prvni
ma hmotnost m a velikost rychlosti vy, druhé
ma hmotnost M a velikost rychlosti v,. Rych-
losti nejsou stejné a zaroven stejné orientované,
tedy Casem dojde ke srazce. Povazujme vSechny
srazky za dokonale pruzné a oznac¢me u;, v; veli-
kosti rychlosti obou téles po i-té srazce. Sestavte
soustavu diferencnich rovnic, jiz se tato posloup-
nost dvojic velikosti rychlosti fidi a vyreste ji.
Dokazte, Ze realnd matice lichého fadu ma ale-
spon jedno realné vlastni Cislo.



3. Soucasna diagonalizovatelnost

Ve fyzice, zejména v kvantové mechanice, se Casto resi
uloha, kterak diagonalizovat vice matic zaroven totoZnou
transformaci:

DEFINICE 36. Rekneme, ?e mnozina matic A C
M,.,(C) je soucasné diagonalizovatelna, pokud existuje
regularni matice Q € M,,,,(C) takova, ze VA € Aje Q1 AQ
diagonalni matice.

Pokud A,B € Aa Dy := Q'AQ a Dg := Q'BQ
jsou diagonalni, pak

AB =QDsQ 'QDpQ " =QDaDpQ " =
— QDpD,Q ' = BA

tedy AB nutné komutuji. UkaZzeme, Ze je to i postacujici
podminka:

VETA 28 (O diagonalizaci mnoziny matic). Necht A C
M,.(F) je mnoZina diagonalizovatelnych matic. Pak A je
soucasné diagonalizovatelna, pravé kdyz kazdé dve matice
v ni komutuji.

DUKAZz. Zbyvajici implikaci dokdzeme indukci podle n.
Matice 1 x 1 komutuji vSechny a vSechny jsou automaticky
diagonalni, takze neni co dokazovat. Uvazujme A mnozinu
komutujicich diagonalizovatelnych matic typu n x n, n > 1,
které nejsou vSechny skalarni (tj. nejsou nasobkem jednot-
kové matice). Vyberme A € A, ktera neni skalarni, takze



existuje regularni matice R takova, ze D := R~ 'AR je di-
agonalni. Pro kazdou matici B € A plati, ze C := R™'BR
komutuje s D. Matici D muzeme psat v blokové diagonal-
nim tvaru

ME,, 0 ... 0
0 MoEn 0
0 oo 0 AnEn.

kde \; jsou navzajem rdzna. Je snadno vidét, ze C' musi
byt také blokové diagonalni

ci; 0 ... O
0 0
0 ... 0 C,

kde C; € M, (F). Podle indukéniho predpokladu exis-
tuji regularni matice S; € M,,,,,, (IF) takové, ze pro vSechny
takto ziskané matice C a

S, 0 ... 0
0 S 0
S = ) . .
0 ... 0 Sn
je S~1CS diagonalni matice. Pak pro v8echna A € A a
Q := RS je Q' AQ diagonalni matice. O

Vétu muzeme formulovat i tak, Ze pokud mnozina matic
komutuje, pak Ize najit spolec¢nou bazi z vlastnich vektoru.



Je-li spektrum prosté, staci spocitat vlastni vektory jedné
matice a ty budou vlastnimi vektory i pro ostatni.



Cast 2

Druhy semestr






KAPITOLA 9

Ortogonalita

1. Multilinearni zobrazeni

DEFINICE 37. Necht V., W jsou dva vektorové prostory
nad IF, k£ € N. Pokud pro zobrazeni

T:Vx..xV-=sW
k

plati, ze Vu,v,vy,...,v0. € V,VA\, u € F

T (1, Vi1, AU+ 0, Vigq,y ey V) =
= AT (vy, ..yt eyvg) + T (v, .oy, V),

nazyvame ho multilinearnim nebo specifictéji k-linearnim
zobrazenim. Pokud W = F, mluvime o multilinearni
formeé.

PoOzNAMKA 4. Nékdy se pripousti, aby argumenty mul-
tilinearniho zobrazeni patfily do riznych vektorovych pro-
stort Vi, ..., Vi, principidlni rozdil v tom neni. PoCet argu-
mentl (nejen linearniho) zobrazeni se nazyva arita.

PRIiKLAD 26.



(1) 1-linearni zobrazeni je obyCejné linearni zobra-
zeni, tedy prvek Hom(V, ).

(2) 1-linearni formé se rika prosté linearni forma. Po-
kud V = F", pak je kazdd linearni forma zadana
matici 1 x n, tedy fadkovym vektorem ¢7' € F™:

X1

flay=z=(& ... &)

Tn

Matice ¢7 je vlastné matici f € Hom(F", F) vzhle-
dem ke kanonickym bazim. Proto takto vypadd i
souradnicové vyjadreni libovolné linearni formy na
vektorovém prostoru koneCné dimenze.

(8) Prikladem 2-linearni neboli bilinearni formy je

g F"xF*"—=TF

n

(z,y) — 2T Ay = Z a;; Y,
ij=1

Za chvili uvidime, Zze v konecné dimenzi a v sou-
fadnicich vypadaji vSechny bilinearni formy takto.

DEFINICE 38. Necht V' je vektorovy prostor kone¢né di-
menze, M = (ey,...,e,) jeho baze, T je k-linearni forma
na ném. Souradnicemi (7'),, formy T vzhledem k bazi M
rozumime sadu n* Cisel

(T’il ..... i ::T(eil,...,eik)‘il,...,ikE{1,...,n})



PRIKLAD 27. Vektor £7, resp. matice A z predchoziho
prikladu jsou soufadnicemi linearni formy f, resp. bilinearni
formy g vzhledem ke kanonické bazi. Souradnice bilinearni
formy oznacujeme jako matici bilinearni formy vzhledem
k bazi M.

DEFINICE 39. Bilinearni forma g na V' se nazyva syme-
trickou, paklize Vu,v € V plati g(u,v) = g(v, u), a antisy-
metrickou, pokud g(u,v) = —g(v, u).

Snadno se ovéfi, ze bilinearni forma je (anti-)symetricka
pravé kdyz je jeji matice vzhledem k libovolné bazi (anti-
)symetricka.

TVRZENI 11. Necht' V' je vektorovy prostor konecné di-
menze, M = (ey,...,e,), M' = (€},...,el) jeho dvé baze.

e n

R = (1y )y m matice pfechodu od M k M'.

(1) Pokud f je linearni forma na V' se souradnicemi
(Har = &5, (f)ar = €7, pak plati

§/T — fTR

(2) Pokud g je bilinearni forma na V' se soufadnicemi
(9)m =G, (9)y = G, pak plati

G' = RTGR



DUKAz. Staci dosadit definujici vlastnost matice pre-
chodu ¢ = > | 7;;¢; do definice soufadnic:

r_ ( / /) _ . ( o) —
gpq =9 €p, 6(1 - TipTiqd 6176]) -
4,j=1

n n
—_ /)/". /]"‘A .. = /"‘T .AT’.
= ipT5q9ij = pi9iiTjq
ij=1 ij=1

O

DEFINICE 40. Necht V je vektorovy prostor kone¢né di-
menze, M jeho baze, g symetricka bilinearni forma na ném.
Pokud je matice bilinearni formy g vzhledem k bazi M dia-
gonalni, nazyvame bazi M polarni bazi symetrické biline-
arni formy g.

LEMMA 22. Necht g je nenulova symetricka bilinearni
forma na vektorovém prostoru V. Pak existuje v € V, pro
ktery g(v,v) # 0.

DUKAZz. Pfedpokladejme, ze pro vSechny vektory v €
V plati g(v,v) = 0, ale Ze existuji vektory u,w € V takové,
ze g(u,w) # 0. Pak ale
= g(utw, utw) = g(u, u)+g(u, w)+g(w, u)+g(w, w) =
=0+ 2g(u,w) +0,
COZ je spor. O



VETA 29. Necht V' je vektorovy prostor konecné di-
menze a g je symetricka bilinearni forma na ném. Pak ma
polarni bazi.

DUKAZz. Budeme postupovat indukci podle dimenze V.
Pro dim V' = 1 neni co dokazovat, predpokladejme, Ze tvr-
zeni plati pro vSechny prostory dimenze mensi nez n a ze
V' ma dimenzi n. Pro ¢ = 0 neni co dokazovat. Pro g # 0
vyberme vektor u; tak, aby g(ui,u;) # 0 a doplime jej na
bazi M = {u;}?. Oznaéme matici g vzhledem k M pis-
menem G. Chceme najit R takové, aby & = RTGR byla
diagonalni.

Volme nejprve matici pfechodu ve specialnim tvaru a
piSme blokové

. pT _ (10 g1 h~T 1 77
Gl‘_RlGRl_(rE)(h G 0 E

_ g 7”T911~+ hT

S\ rgu+h 4 ’

kde G’ := G + rhT + hr'T + g17rT je symetricka matice.
Protoze ¢11 = g(u1,u1) # 0, mGzeme volbou r = —th
zajistit, ze G' bude blokové diagonalni. Podle indukcniho

predpokladu existuje matice R, 2e RTG'R je diagonalni.

Pak ale
1 0 T 1 0
(o ar)mten (o 7)

je hledana diagonalni G". O



PRIKLAD 28. Diagonalizujme symetrickou bilinearni
formu
9(z,y) = v1y1 + 2712 + 27291 + Ty
Vzhledem ke kanonické bazi ma forma matici

o-(1?)

Chceme najit matici S takovou, ze SGST je diagonalni (S =
RT z dukazu). Element g;; je nenulovy, mizeme tedy jako

v dukazu volit
1 0
s=(51)

To je vlastné matice fadkové Upravy, ktera do druhého
fadku matice GG prite (—2)-nasobek prvniho fadku. Na-
sobeni matici ST zprava je pak odpovidajici sloupcova
Uprava, kterd do druhého sloupce matice SG pficte (—2)-
nasobek prvniho sloupce. Mluvime proto o metodé diago-
nalizace symetrickymi Upravami. Vysledna matice je

sos = (L ) (A1) (6 7)- (4 %)

VSimnéte si, ze sloupcova Cast Upravy uz jenom vynulovala
prvek na pozici 12 a prvek na pozici 22 zUstal zachovan.
Pokud by G byla matice typu n x n, pak by S zahrnovala
vSechny fadkové Upravy nulujici prvni sloupec pod pivotem
a nasledna aplikace ST zprava by nan — 1 x n — 1 blok
G neméla vliv, pouze by dopsala nuly do prvniho fadku.
Podobné jako v Gaussové eliminaci by se pak algoritmus
aplikoval na blok G.



Komplikace mize nastat, kdyz ¢g;; = 0, jako u symet-
rické bilinearni formy, jejiz matice je

G:

—__ o
o
oo

Hledame matici S takovou, aby SGS?T byla diagonalni
(S = RT v dGkazu). Pak je nejsnazsi provést symetric-
kou Upravu, kterd G prfevede na matici, v niz uz je pivot
nenulovy. Zde napfiklad pri¢teni druhého radku do prvniho
a nasledné pricteni druhého sloupce do prvniho vede na
matici

2 1 1 2 0 0

100 ]|~10 =1 1}~
1 1

100 0 —3 —3
2 0 0 2 0 0
0 0 0 0 0 0

kterou jsme pak uz normalné diagonalizovali. Posledni sy-
metricka Uprava je nasobeni druhého fadku a sloupce dvoj-
kou. VSimnéte si, ze takova Uprava zachovava znaménko
prvku na diagonale. Je to indikace dulezitého vysledku,
ktery dokazeme pozdéji: pro vSechny polarni baze syme-
trické bilinearni formy ¢ je poCet vektort z baze, pro néz je
g(v,v) kladné vzdy stejny, totéz plati pro pocet zapornych
nebo nulovych hodnot.



Obvykle chceme znét i bazi, v niz je matice formy dia-
gonalni, tedy matici S, jejiz fadky jsou soufadnicemi nové
baze vzhledem ke staré. Pouziva se podobny trik jako pfi
vypoctu inverzni matice, tedy rozsifeni matice formy o pra-
vou stranu, ktera je za zacatku jednotkovou matici a do
niz se zaznamenavaji pouze radkové Upravy (jinak bychom
skongili s matici SST). Pro prvni formu z tohoto pfikladu
vypada takovy vypocet

1 2|11 0 1 0 1 0
2 110 1 0 -3|—-2 1
Hledana baze je tedy {(1,0),(—2,1)}.

Nezameénuijte proces diagonalizace symetrickymi Upra-
vami s diagonalizaci pomoci vlastnich Cisel: tam jde o hle-
dani diagonalni matice mezi maticemi tvaru R~'AR, nikoli
RT AR. Prvni vzorec je transformaci matice linearniho zob-
razeni, druhy matice bilinearni formy.

1.1. Cviceni.
(1) Pro A Ctvercovou matici oznaCme jeji fadky
ai,...,a,. Dokazte, ze zobrazeni

det :F" x ... xF*"—=F
—————

(ay,ag,...,a,) — det(A)

je n-linearni forma.



(2) Dokazte, ze zobrazeni

V=F"2— a2
V=M,(F),A—TrA
V= P2, F),p s p(2)

V=C"(0 f»—>/f

jsou lineérni formy.

(3) Rozhodnéte, ktera z nasledujicich zobrazeni jsou

linearni formy:

(@) f:R*—=C, f(

(b) f:R* =R, f(a,b) = Va2 + b?

() f:R* =R, f(a,b) =1+ 2a+ 3b

(d) F, : C*°(M,R) — R, kde C*(M,R) je vek-
torovy prostor vSech realnych hladkych funkci
na mnoziné M, F,(f) = f(z), kde z € M.

(4) Dokazte, ze kazda netrivialni linearni forma na
vektorovém prostoru dimenze n ma jadro o di-
menzin — 1.

(5) Necht W = ((1,1,2,1),(3,1,2,1)) < R*. Popiste
vSechny linearni formy, které vymizi na celéem W'

(6) Necht M = {(1,3),(1,2)} je baze R?, (f)y =
(1,2) soufadnice linearni formy vzhledem k M.
Najdéte jeji soufradnice vzhledem k M’ :=

{(3,1),(3,2)}.

a,b) = a+ bi



(7)

Necht M = {(1,3), (1,2)} je baze R?,

(15

matice bilinearni formy vzhledem k ). Najdéte jeji
matici vzhledem k bazi M’ := {(2,3), (3,5)}.
Necht' ¢ je symetricka bilinearni forma na R3, jejiz
matice vzhledem ke kanonické bazi je

—_ =
W N =
—_ W =

Najdéte néjakou jeji polarni bazi a matici g vzhle-
dem k této bazi.

Necht' ¢ je symetricka bilinearni forma na R3, jejiz
matice vzhledem ke kanonické bazi je

1 -1 1
-1 1 2
1 21

Najdéte néjakou jeji polarni bazi a matici g vzhle-
dem k této bazi.

Necht' g je bilinearni forma na R3 zadana predpi-
sem

g9(x,y) = T1y3 + ToYa + T3y

Najdéte néjakou jeji polarni bazi a matici g vzhle-
dem k této bazi.



(11) Necht ¢ je biIineérnl' forma na P%(R) definovana
vztahem g(p, ¢ fo r)dx. Ovéite, Ze je sy-
metricka a najdete nejakou jejl polarni bazi a matici
g vzhledem k této bazi.

2. Skalarni soucin

DEFINICE 41. Necht V' je vektorovy prostor nad F, pfi-
¢emz F je R nebo C. Zobrazeni g : V x V — F, které
splhuje Vu,v,w € V, VYA € F

(1) g(u,v) = g(v,u)

(2) g(u+v,w) = g(u,w) + g(v,w)
(3) g()‘uv U) = )‘g(uv U)

(4) g(u,u) =0

) g(u,u) =0 u=0

nazyvame skalarni soucin na V. Dvojice (V, g) se ozna-
Cuje jako prostor se skalarnim souc¢inem nebo unitarni
prostor.

PoOzNAMKY.

(1) Z prvniho a druhého axiomu plyne g(u,v + w) =
g(u,v) + g(u,w), tedy aditivita i v druhém argu-
mentu.

(2) Z prvniho a tfetiho plyne g(u, \v) = Ag(u,v). V
pripadé F = R tedy prvni tfi axiomy fikaji, ze ska-
larni soucin je symetricka bilinearni forma. Matice
skalarniho soucinu vzhledem k dané bazi je pak
prirozené matice této bilinearni formy.



(3) V ptipadé F = C je g v druhém argumentu antili-
nearni a oznacuje se jako seskvilinearni forma.
Zavedeme-li matici seskvilinearni formy stejnym
zpusobem jako pro formu bilinearni, zjistime, Ze
prvni axiom znamena, ze pro skalarni soucin je
tato matice hermitovska. Mluvime proto o hermi-
tovské seskvilinearni formé.

(4) Posledni dva axiomy dohromady znamenaji, ze g
je pozitivné definitni. Podrobnéji se timto pojmem
budeme zabyvat v kapitole o kvadratickych for-
mach. Pokud je matice symetrické bilinearni formy
diagondlni, je tato forma pozitivné definitni pravé
kdyz jsou vSechny diagonalni elementy kladné.
Pomoci symetrickych Uprav tedy umime poznat,
jestli je jakakoli bilinearni forma na realném pro-
storu konec¢né dimenze skalarni soucin. Upravit
predpis pro transformaci souradnic a zavést ana-
logii symetrickych Uprav pro hermitovské seskvili-
nearni formy neni tézké, nechavame to Ctenafi za
cviceni.

(5) Na R", resp. C™ mame k dispozici skalarni soucin

(ZL’, y) = legl = ,I‘TEg,
i=1

tzv. standardni skalarni soucin.

DEFINICE 42. Necht (V,g) je unitarni prostor. Pokud
dva vektory u,v € V splniuji g(u,v) = 0, fikame, Ze jsou
kolmé, neboli ortogonalni, zna¢ime u | v. Mnozina v§ech



vektorl kolmych na vektor u se nazyva ortogonalni dopl-
nék vektoru u a znadi u*. Obdobné definujeme ortogonalni
doplnék mnoziny M C V jako

M*+={uecV|voe M:u L v}

TVRZENI 12. Ortogonalni doplnék libovolné mnoZiny je
podprostor ve V.

DUKAZ. Za cviCeni. 0J
DEFINICE 43. Necht V' je vektorovy prostor. Zobrazeni

-1V = Rg
v = [Jof],

které splnuje Vu,v € V, VA € F

(1) v =0<v=0
(@) Al = [Al][v]]
(3) llu+ vl < [lull + [v]

se nazyva norma na vektorovém prostoru V.

Norma je funkce, kter& ma mérit délku vektoru. Proto
je prirozené pozadovat, zZe je nezaporna, pfirazuje nulu jen
nulovému vektoru a pfi vynasobeni vektoru Cislem \ se na-
sobi jeho absolutni hodnotou. Posledni axiom se oznacuje
jako trojuhelnikova nerovnost pro normu.



PRIKLAD 29. NejCastéji uzivané normy na F” jsou

V]| := max |vi]
n

vy ==

[v]l2 ==

nazyvané maximova, manhattanska a eukleidovska norma.

DEFINICE 44. Necht M je mnozina. Funkci p : M x
M — R nazyvame metrikou na M, paklize splhuje pro
vSechny body z,y, 2 € M nasledujici axiomy:
(1) p(z,y) = 0@ p(z,y) =0 pravé kdyz z = y
() p(z,y) = ply, x)
3) pz,y) + ply,2) = p(x, 2)
Dvojici (M, p) pak nazyvame metricky prostor.

Prvni axiom fika, ze vzdalenost je vzdy nezaporna a
Zzadné dva ruzné body nemohou mit nulovou vzdalenost.
Druhy axiom vyjadfuje symetrii pojmu vzdalenosti a tfetimu
se fika trojuhelnikova nerovnost pro metriku. Zduraz-
nujeme, ze metricky prostor nemusi byt prostorem vekto-
rovym, nepredpokladame, ze jsou na ném definované né-
jaké operace nebo, pokud jsou, Ze se k nim metrika chova
~nezky*.



VETA 30. Necht'V je vektorovy prostor, || - || norma na
ném, u,v € V. Pak funkce

p(u,v) = [lu— vl
je metrikanaV'.

DUKAZz. Nezépornost je zfejma. Prvni axiom plyne z
prvniho axiomu pro normu. Symetrie metriky je dusledek
druhého axiomu normy a trojuhelnikova nerovnost pro me-
triku vyplyva z trojuhelnikové nerovnosti pro normu. 0

Norma tedy definuje na vektorovém prostoru strukturu
prostoru metrického. To se hodi kdykoli chceme na vekto-
rovém prostoru pouzit prostredky matematické analyzy, tj.
predevsim definovat konvergenci posloupnosti, fad a funkci
mezi vektorovymi prostory.

2.1. Cviceni.

(1) Rozhodnéte, které z nasledujicich matic jsou ma-
tice skalarniho soucinu na R2:

(1) () (Ge) (6 F)

(2) Necht A € M,(R) je regularni matice. Dokazte,
Ze bilinearni forma g(z,y) = a7 AT Ay je skalarni
soucin na R™.

(8) Necht A € M,,(C) je regularni matice. Dokazte, ze
seskvilinearni forma g(z,y) = 27 AT Ay je skalarni
souéin na C", kde A* = A" je matice hermitovsky
sdruzend k A.



(4) Oveérte, ze seskvilinearni forma na M,,,(C) defi-
novana predpisem

(A, B) = Tr(A"B)

je skalarni soucin.
(5) Ovérte, Ze bilinearni forma na P(z, C) definovana
predpisem

(p,q) = / pla)q(@)dz

je skalarni soucin.

(6) Prizplsobte metodu symetrickych Uprav pro her-
mitovské seskvilinearni formy na komplexnim pro-
storu. Najdéte pomoci ni polarni bazi a diagonalni
tvar hermitovské seskvilinearni formy na C?, jejiz
matice vzhledem ke kanonické bazi je

(15)

(7) Dokazte, ze pokud W < V' je podprostor unitar-
niho prostoru, pak W+ je jeho doplnék ve smyslu
definice [{4

(8) Najdéte v R* se standardnim skalarnim
soucinem ortogonalni  doplnék  prostoru
((1,1,2,3),(3,1,1,0))

(9) Najdéte v R®> se standardnim skalarnim
soucinem ortogonalni  doplnék  prostoru
<(2> 07 17 07 1)7 (17 _17 17 Oa 1)7 (17 17 07 Oa 1)>



(10)

(12)

(13)

Na R? uvazujme skalarni souéin, jehoz matice
vzhledem ke kanonické bazi je

_— O N
S = O
— o

Ovérte, Ze je to skuteCné skalarni soucin
a najdéte ortogonalni doplnék k mnoziné
{(1,1,1),(1,2,3),(2,0,—2)} vzhledem k tomuto
skalarnimu soucinu.

Na C?® uvazujme skalarni soucin, jehoz matice
vzhledem ke kanonické bazi je

2 0 1+
0o 3 -1
1—2 —1 3

Ovérte, ze je to skuteCné skalarni soucin a najdéte
ortogonalni dopInék k vektoru (1+4,4,2 —i) vzhle-
dem k tomuto skalarnimu soucinu.

V prostoru P?(z,R) se skalarnim sou¢inem

(n,q) = / p(2)q(z)dz

najdéte {x? — 1,2z + 1},
V prostoru M, (R) uvazujme bilinearni formu

(A, B) = Tr(ATB)



Dokazte, Ze je to skalarni soucin a najdéte ortogo-
nalni doplnék matice

(50)

vzhledem k tomuto skalarnimu soucinu.

(14) Uvazujme R™, R" se standardnim skalarnim sou-
ginem, A € M,,(R). Dokazte, ze ¢tyfi funda-
mentalni prostory matice jsou svazany rovnostmi
N(A) = (R(A))*, N(AT) = (S(A))*. Odvodte z
toho, ze N(A) ® R(A) = R*a N(AT) @ S(A) =
R™.

(15) Necht V' je prostor se skalarnim soucinem,
dimV = n, W < V. Dokazte, ze dimW =
n — dim W+,

(16) Necht V' je kone¢nédimenzionalni prostor se ska-
larnim soucinem, W jeho podprostor. Dokazte, ze
(WhHt =w.

3. Indukovana norma

DEFINICE 45. Necht (V,g) je unitarni prostor. Pak
funkce definovana

[ollg == Vg(v,v)
se nazyva norma indukovana skalarnim soucinem g.

Pokud nebude feceno jinak, budeme na unitarnim pro-
storu uvazovat vzdy indukovanou normu. Skalarni soucin



budeme znacit pouze zavorkou (u,v) := g(u,v) a jeho in-
dukovanou normu || - ||. Jesté jsme ale neovéfili, Ze indu-
kovana norma je skute¢né norma. Nezapornost normy a
prvni dva axiomy plynou jednodu$e z axiomu skalarniho
soucinu. Treti axiom normy, tzv. trojuhelnikova nerovnost,
je tfeba dokazat. K tomu budeme potrebovat tfi dalsi dule-
Zité tvrzeni:

VETA 31 (Pythagorova véta). Necht (V,(,)) je unitarni
prostor, u,v € V,u 1L v. Pak

lu+olf* = Jlull* + o]
DUKAZ. Z definic indukované normy a kolmosti dosta-
vame
(utv,u+v) = (u,u)+(u,v)+(v,u)+(v,v) = (u,u)+(v,v)
O

LEMMA 23 (Ortogonalni projekce). Necht v # 0 je vek-
tor v unitarnim prostoru (V, g). Definujme zobrazeni

Pak plati



(1) P,, P, jsou linearni zobrazeni.
(2) P+ P =1y

(3) Ker P, = Im P,. = v,

(4) Ker P,y =Im P, = (v)

(5) P,oP,=PF, PUJ_ o PUJ_ = P,UJ_

DUKAZ. Prvni bod plyne z axiomu skalarniho soucinu,
druhy je zfejmy. Zjevné u € vt pravé kdyz P,(u) = 0,
takze Ker P, = vt. Pro kazdé u € V je P,(u) nasobek v
a P,(\v) = M\, takze Im P, = (v). Z linearity P, mame

VueV
. ) = (u,v)v _ (u,v) (v,v) Py
(Poo o) = 7 () = o i = P40

Vlastnosti P, se dokazou analogicky. 0J

Druhy bod tvrzeni nam dava uzite¢ny ortogonalni roz-
klad u = P,(u) + P, (u) libovolného vektoru na slozku po-
dél vektoru v a na slozku kolmou na v.

VETA 32 (Schwarzova nerovnost). Necht' (V, (,)) je uni-
tarni prostor, u,v € V. Pak

|(u, 0)| < [Jull[[v]]
DUKAz. Pro v = 0 tvrzeni plati, predpokladejme tedy
v # 0. Z Pythagorovy véty a vlastnosti ortogonalni projekce
mame
[ull* = | Po(w)|I* + | Py ()| =
[(u,0)|?

R

|(u, v)
[l + 1Poe ()l* > =



Nasobenim Cislem |[jv||? dostavdme Schwarzovu nerov-
nost. U

VETA 33 (Trojuhelnikova nerovnost). Necht (V,(,)) je
unitarni prostor, u,v € V. Pak

[Ju+of] < flufl + vl
DUKAZ.
lu+ll* = Jul® + (u,v) + (v,u) + [[o]
= [lull* + 2Re(u, v) + [Jv||?
< [lull® + 21(u, v)| + [[o]*
< flull® + 2l [l + lv]|*
= (l[ull + lIll)?
Ve Ctvrtém kroku jsme vyuzili Schwarzovu nerovnost. [

VETA 34 (Rovnobéznikové pravidlo). Necht (V,(,)) je
unitarni prostor, || - || norma indukovana skalarnim souci-
nem. Pak

Ju+vl* + [Jlu—ol* = 2|ul]* + 2[jv||?
DUkAz. Dosazenim. O

Pomoci rovnobéznikového pravidla se da oveérit, ze
norma neni indukovana skalarnim soucinem. Zkuste si to
pro maximovou a manhattanskou normu. V pripade, ze
norma indukovana skalarnim soucinem je, Ize tento ska-
larni soucin z normy zrekonstruovat:



VETA 35 (Polariza¢ni identita). Necht (V, (,)) je unitarni

prostor, || - || norma indukovana skalarnim soucinem. Pak
1 3
(w,0) = 7 D+ o,
k=0

kde i je komplexni jednotka. Pokud je V' realny vektorovy
prostor, pak plati i

1
(u,v) = 7 (le +0l* = u =)
1
= 5 (e +l” = flull* = flo[*)
1
= 5 (el + [lol* = flu = v]°)

DUKAZz. Dosazenim. Posledni dvé vyjadreni realné po-
larizaCni identity také plynou z prvniho pomoci rovnobézni-
kového pravidla. [l

DEFINICE 46. Necht (V,(,)) je realny unitarni prostor,
|| - || norma indukovand skalarnim sou¢inem. Uhlem dvou
nenulovych vektor( «, v rozumime 6 € (0, ), pro ktery

(u, v)

cosf) = ———
Jullflvll

Diky Schwarzové nerovnosti je prava strana v absolutni
hodnoté mensi nebo rovna nez 1 a uhel je tedy dobre de-
finovan. Dosazenim definice uhlu do posledni verze polari-
zacni identity dostavame cosinovou vétu

lw = v]|* = [[ull® + [lvll* = 2[lul|[[v]| cos 0



3.1.

(3)

(4)

(5)
(6)
(7)

(8)

Cviceni.

Najdéte vSechny rizné uhly a délky vyskytujici se
mezi hranami, sténovymi Uhlopfickami a téleso-
vymi GhlopFickami krychle v R?. Reéte analogickou
dlohu v R%.

UrCete délku uhlopticky n-rozmérné jednotkové
krychle, jeji uhel s libovolnou hranou a délku pru-
métu hrany do smeéru uhlopficky. Dokazte, Ze orto-
gonalni priméty vrcholl déli uhlopficku na n stej-
nych casti.

Dokazte, Ze pokud x € C" se standardnim ska-
larnim soucinem, ||z|| = 1 pak matice ortogo-
nalni projekce (P,)x vzhledem ke kanonické bazi
je rovna zzT. Ovéfte, Ze je to hermitovska matice.
Dokazte, ze maximova a manhattanska norma
jsou normy, ale ze nesplhuji rovnobéznikové pra-
vidlo.

Dokazte rovnobéznikové pravidlo.

Dokazte polarizacni identitu.

Necht (V, g) je unitarni prostor kone¢né dimenze,
f linearni forma na V. Dokazte, Ze existuje vektor
u € V takovy, ze Vv € V plati f(v) = (u,v).
Necht v € R" se standardnim skalarnim sou-
¢inem, K kanonicka baze. UrCete matici (P,)kx
a (P,1)kk, nejprve obecné a potom pro v =
(1,1,1). UrCete hodnosti téchto matic.



4. Ortonormalni baze

DEFINICE 47. Necht (V. (,)) je unitarni prostor. Mno-
zina M C V, ktera neobsahuje nulovy vektor a splhuje

Vui,quM,ui#uj . 'LLZ'J_UJ'
se nazyva ortogonalni mnozina. Pokud navic plati
Vu;e M |lwil| =1,

mluvime o ortonormalni mnoziné. Pokud M generuje V,
pak mluvime o ortogonalni, resp. ortonormailni bazi.

Ortonormalita se da ekvivalentné vyjadfit predpisem

Oproi#j
(Ui,Uj):(SZ'j: { 1 .
proi =j
Symbol ¢;; oznaCujeme Kroneckerovo delta. Pfi vypoctech
se chova jako jednotkova matice, napf.

n
E aik5kj = Qyj
k=1

odpovida maticovému vztahu AE = A.

Kazda ortogondlni mnozina je linearné nezavisla. Po-
kud totiz F je kone¢na podmnozina M a ), priu; = 0,
staCi spocitat skalarni soucin levé strany s vektorem u; € F
a dostavame r;||u;||> = 0, €ili r; = 0.

LEMMA 24. Necht (V,(,)) je unitarni prostor a ' =
{uy,...,u,} kone¢na ortonormaini mnozina v ném, W =



(F'). Pro kazdy vektor u € V definujme
Py (u) = z:(u7 U; ) U
i=1
Plati
(1) w € W pravé kdyZ Py (u) = u
@) Yu € V : ||Pw(u)|| < ||lu|l, pficemZ rovnost na-
stava prave kdyzu € W
@) YoeW:|lu—Py(u)| < |lu—v
nastava prave kdyz v = Py (u).

, pficemz rovnost

DUKAZ. Pokud Py (u) = u, pak je zjevné wu linearni
kombinaci vektorl z F, tedy patii do W. Naopak pokud
u=73"  rju; €W, pak

Pw(u) =Y (rjuj,uaus = Y vz, ui)u;
i=1 j=1 ij=1

= E Tj(SjZ'ui = E r,u; = u

ij=1 i=1
Pro dukaz druhého tvrzeni spoctéme

n

(v — Pw(u),uj) = (u,u;) — Z(Ua ;) (i, uy) =
= (U, uj) — Z(u,ul)éw =0

i=1



Tedy u — Py (u) je kolmé na vSechny vektory z F, tedy i
na celé W a tedy i na Py (u). Podle Pythagorovy véty
potom

lull* = 1| Pw () I* + llw = Pow () [|* > [| P ()|,

pficemz rovnost nastava pravé kdyz Py (u) = u, coz je
podle pfedchoziho tvrzeni praveé kdyz v € W.

Podobné vektor Py (u) —v € W je kolmy na u— Py (u),
takze Pythagorova véta rika

lu—vl* = llu—Pw (w)|* + || Pw () =l > lu— Pw(u)|
s rovnosti pravé v pfipadé v = Py (u). O

Lemma fika, ze Py (u) je prave ten vektor z W, ktery je
vektoru u nejblize, Cili jeho ortogonalni projekce. Prestoze
definice Py (u) odkazuje na konkrétni ortonormalni bazi,
diky jednoznacnosti dokazané v tretim bodu lemmatu vime,
Ze na volbe této baze nezalezi.

Nejjednodussi situace nastava, pokud W je celé V:

VETA 36 (Parsevalova rovnost). Necht (V,(,)) je uni-
tarni prostor konecné dimenze, M = {uy, ..., u,} jeho or-
tonormalni baze, w € V. Pak

n

u= Z(u,ul)ul

=1



Pokud u =" | xu;, v =" ., yiu;, pak

n

full> =) |
i1
n

v) = Zl’iﬂi
i—1

DUKAz. Tvar koeficientl x; = (u,w;) plyne z lemmatu
24] a z jednoznacnosti vyjadieni vektoru vuci bazi. Pak
el = (s wa) (s ) (s, ) Z! u, ;)|
ij=1
Posledni rovnost se dostane z predchozi pomoci polarizac-
nich identit[35|pro normu ||-|| a standardni normu na F*. O

Prvni ¢ast véty fika, ze soufadnice vektoru vzhledem
k ortonormalni bazi Ize vypocitat jako skalarni souciny s
vektory baze. Tyto soufadnice se vzhledem k souvislosti s
nekonec¢nédimenzionalnim pripadem oznacuji jako Fourie-
rovy koeficienty vektoru u. Z druhé Casti véty plyne, Ze
matice skalarniho soucinu vzhledem k libovolné ortonor-
malni bazi je jednotkova matice.

VETA 37 (Gramova-Schmidtova ortogonalizace). Necht
(V. (,)) je unitarni prostor a M = {uy,...,u,} jeho baze.
Pak existuje ortonormalini baze M’ = {u', ..., u! } prostoru
V takovd, zeVk € {1,...,n}:(uy,...,ug) = (uy, ..., u).

DUKAZ. Budeme postupovat indukci podle n. Pokud
n = 1, pak definujme vy := uy, v} := H "k tvrzeni véty plati.



Necht nyni n > 1 a predpokladejme platnost tvrzeni pro
vSechny prostory dimenze mensi nebo rovné n. Takovym
prostorem je i W := (uy,...,u,), takze podle indukéniho
predpokladu v ném mame ortonormalni bazi {u}, ..., u)},
prokterouVk € {1,...,n}: (uy,...,ux) = (u}, ..., u}). De-
finujme nyni
U1 = Uny1 — P (Uny1) = tp1 — Z(Un+1> ;)
=1
Pro kazdé j € {1,...,n} plati

(Un+1>u;') un+17 Z Up41, U u y Uy ) 07
=1

takze v,.1 € W+. Po Upravé definice v,,, vidime, Ze
Upr1 € (Upa1) V W, tedy v, nemGze byt nulovy vektor,
jinak by {us, ..., u,1} nebylalinedrné nezavisla. Proto ma
smysl jej normalizovat predpisem v, , = |\Zn+1ll Je pak
zjevné, ze |jul, || = 1, ul,,, je kolmy na vS8echny vektory
uh, .o a (uh, L) = (U, .., Ungr). TIM je véta
dokazana. O

Z véty plyne, ze v kazdém unitarnim prostoru kone¢né
dimenze existuje ortonormalni baze. Dikaz véty napovida,
jak ji hledat. Zacneme s libovolnou bazi M = {uy,...,u,}
bazi V,, a definujeme v; := u;. Vektor

Vg = Uy —



je kolmy na vy, protoze jsme od u, odecetli pravé ortogo-
nalni projekci u, na vy. Déle definujme

fodl2 " el

ktery je kolmy na v; i na v, protoze odecteny vyraz je
pravé ortogonalni projekce uz na rovinu (v, vy), ktera je
diky predchozi konstrukci totozna s rovinou (u;, us) Pokra-
¢ovanim tohoto postupu ziskame ortogonalni bazi a vyde-
lenim kazdého vektoru jeho normou bazi ortonormalni. Od-
lozit normalizaci az na konec je vyhodnéjSi zejména kvuli
prehlednéjSimu vypoctu, vyhneme se odmocninam.

PRIKLAD 30. Naleznéme ortonormalni bazi podpro-
storu
((1,2,2,-1),(1,1,-5,3),(3,2,8,—17))
v R* se standardnim skalarnim soucinem. Ozna¢me vek-
tory po fadé uy, us, uz a vezméme vy = uy. Plati [jv,||? =
10 a (UQ,U1> =14+2-10-3 = —10. Tedy

(UQ,Ul) —10
= Uy — =(1,1,-5,3) — —(1,2,2,—1
UQ U/Q ||v1||2 Ul ( bl ) Y ) 10 ( Y ) ) )
=(2,3,-3,2)
Vidime, Ze skute¢né v, L wv;. Spotteme |vy||*> = 26,
(U3,’l)1) =30a (Ug, U2) = —206, takze
30 —26
=(3,2,8,—7) — —(1,2,2,—-1) — —(2,3,—3,2
U3 (37 787 ) 10(7 ) 4y ) 2% (7 ) ) )

= (27 _]-7 _]-7 _2>7



coz je opét vektor kolmy na vy i vy, |Jus]|> = 10. Nakonec
vydélime kazdy vektor jeho normou a ziskdvame ortonor-
malni bazi

1 1 1
{\/—1_0(1, 2,2,—1), \/—2_6(2, 3,-3,2), \/—1_0(2, —1,-1, —2)}

VETA 38 (QR rozklad matice). Necht A € M,,,(C) je
matice s linearné nezavislymi sloupci. Pak existuje pravé
jedna dvojice matic () € M,,,,(C), R € M,,(C), ktera spl-
ruje podminky

(1) A=QR

(2) Sloupce @ tvori ortonormalni mnoZinu vzhledem
ke standardnimu skalarnimu soucinu na C™

(3) R je horni trojuhelnikova s kladnymi Cisly na dia-
gonale.

DUKAz. Oznacme sloupce matice A postupné
uy,...,u, a vektory, které z nich vzniknou Gram-
Schmidtovou ortogonalizaci, postupné u/,...,u,. Podle
lemmatu [24] plati pro k-ty sloupec matice A

protoze u, € (u,...,u}). Oznalime-li @) matici, jejiz
sloupce jsou postupné u) az u,, da se posledni rovnost



prepsat jako

(ulaull) (uQaull) (unaull)
A=0 0 (ug,uy) ... (un,ué)
0 0 (up,u,)

Oznacme posledni matici jako R. V oznaceni z dikazu véty

B7]je

k-1
(up, up) = (Uk + Z(uk,u;)u;,u§€> =

i=1
Uk

— (v dy) = (—) — el > 0

[k

kde jsme v druhém kroku vyuZili ortogonalitu baze {u!.}.

Tedy diagonalni prvky R jsou skute¢né kladné.
Jednoznacnost nebudeme dokazovat, ponechavame ji

jako (netrivialni) cviceni. O

4.1. Cviceni.

(1) Necht V' je unitarni prostor kone¢né dimenze, W
jeho podprostor generovany ortonormalni bazi M
a N je baze V vznikla sjednocenim baze M a né-
jaké (ne nutné ortonormalni) baze prostoru W-=.
Ovérte, ze zobrazeni Py : V. — V je linearni a
najdéte jeho matici vzhledem k bazi V.



(2) V C? uvazujme mnozinu

122 22 1 2t 1 2
3'3'3)° 3’3 3)7\33 3

Ovérte, Ze je to ortonormalni baze, najdéte Fourie-
rovy koeficienty vektoru (1—i, 4, 2) vzhledem k této
bazi a ovérte, ze jsou skute¢né rovny souradnicim.

(8) Bud' (R?, g) prostor se skalarnim soucinem danym
pfedpisem g(u,v) = w1y + Toyz + 223Y3 + T3y +
zoy3. Najdéte ortogonalni bazi {u;,us,uz} pro-
storu (V3, g), ktera obsahuje vektor u; = (1,2,0).
Najdéte prisluSnou ortonormalni bazi.

(4) Na stejném prostoru se stejnym skalarnim souci-
nem najdéte ortonormalni bazi podprostoru (u, v),
u=(51,-1),v = (0,1,—1) a rozsifte ji na orto-
normalni bazi celého R?

(5) V R* se standardnim skalarnim soucdinem
naleznéte  ortonormalni  bazi  podprostoru
((1,-1,2,4),(1,-2,2,3),(2,-2,5,7)) obsa-
hujici kladny nasobek vektoru (1,0,2,5). Najdéte
ortogonalni doplnék tohoto podprostoru.

(6) V R* se standardnim skalarnim souéinem najdéte
ortonormalni bazi prostoru

{(1,1,1,1),(2,-3,0,-3)}*

a doplite ji na ortonormalni bazi celého R*
(7) V C3 se standardnim skalarnim sou¢inem najdéte
ortonormalni béazi, ktera obsahuje ortonormalni



bazi prostoru

(8) Necht Necht (V,(,)) je unitarni prostor W jeho
podprostor kone€né dimenze, M = {uy,...,u,}
jeho baze. Dokazte, ze

PW:PU1+Pu2+-'-+Pun

pravé kdyz M je ortogonalni baze.

(9) Klasicka Gram-Schmidtova metoda spocCiva v k +
1-nim kroku v odecteni projekce na prostor W =
(u},...,uy), kde {u’} je ortonormalni baze:

Vg1 = U1 — P (Ug11),

a poté normalizace uj,,; = Ugi1/||vk41]|. Pokud
kvuli zaokrouhlovacim chybam nebudou vektory
zcela kolmé, bude se tato chyba Sifit i na vektor
uy, - Proto se v pribliznych vypoctech pouZziva tzv.
modifikovana Gram-Schmidtova metoda, v niz je
k-ty krok

Vk+1 = Ug+1 — P“;CL . Pu/zLPulli(Uk_Fl),

opét nasledovan normalizaci u), ; = vgi1/ || vk |-
Kazdéa projekce P ,. zobrazuje do u;L bez ohledu

na to, jaké zaokrouhlovaci chyby obsahoval vek-
tor, ktery jsme do ni dosadili. Dokazte, ze v pfesné
aritmetice davaji oba vzorce stejny vysledek.



(10)

(11)

(12)

Oznacme P prostor v§ech redlnych polynom
stupné nejvyse n na intervalu (—1, 1). Dokazte, ze
zobrazeni

() :P"x P" - R

pra— [ 11p<x>q<x>dx

je skalarni soucin na P". Ortogonalizaci baze
{1, z,2*} najdéte ortonormalni bazi prostoru P? s
timto skalarnim soucinem.

Pro véechna n € Z; zavedme polynomy

Pu(r) = g (@~ 1))

Dokazte, ze mnozina { Py, P, ... P, } tvofi ortogo-
nalni bazi prostoru vSech polynomud stupné nej-
vySe n. Dokazte, ze jsou to az na nasobek prave
ty polynomy, které ziskate ortogonalizaci baze
{1,z,...,2"}.

Metoda nejmensich Ctvercl je specialnim pfipa-
dem pocitani projekce na podprostor. Mé&jme n €
Nauy,...,y, € R naméfené hodnoty néjaké veli-
¢iny v bodech x4, ...z, € R. Chceme tuto zavis-
lost y na x co nejlépe aproximovat linearni funkci,
tedy najit takova Cisla a,b € R, aby > ", (y; —
ar; — b)? bylo co nejmensi. Interpretujeme proto
y = (y1,-..,yn) jako prvek vektorového prostoru
R™ se standardnim skalarnim souc¢inem. Mnozina
vSech vektord z R™, které se dostanou jako (az; +




(14)

(15)

b,...,ax, + b) pro néakad a,b € R je vlastné
podprostor W := ((1,...,1),(z1,...,x,)) vtomto
prostoru. Pak projekce Py (y) je hledany vektor,
protoze podminka minimality souctu Ctvercu je
vlastné podminka nejmensi vzdalenosti v eukli-
dovské normé. Tato projekce je vektor IV, ktery je
urceny konkrétnimi hodnotami a a b v zavislosti na
x;, y;. Najdéte vztahy vyjadrujici tuto zavislost.
Necht V,, je vektorovy prostor se skalarnim souci-
nema M = {uy,...,u,} jeho baze. DokaZte, ze
pak existuje M* = {vy,...,v,}, tzv. badze dualni k
M, spliujici podminky (u;, v;) je rovno 1 pro i = j
a 0 jindy. Jaka je dualni baze k ortogonalni bazi?
A k ortonormalni? Jak souvisi matice prechodu od
baze M k M’ s matici prechodu od M"™* k M*?
Proved'te QR-faktorizaci matice

1 2
0 1
1 -1
1 2

Provedte QR-faktorizaci matice

e S
I
—_— O



5. Unitarni a ortogonalni matice

VETA 39. Necht' V' je unitarni prostor, M, N jeho dve
ortonormalni baze, U matice prechodu od M k N. Pak
UtU=UU"=FE

DUKAz. Pokud M = {vy,...,v,}, N = {wy,...,w,},

pak dle definice matice pfechodu U = {1y} plati w; =
> ui;v;. Z podminek ortonormality bazi pak dostavame

51@] wk7 w] - (Z Uik UL, Z uljvl> =
n
— T R
= Z Uk U5 (Ul, Uz‘) = Z Ukluij5li = Zulmum
il=1 il=1 i=1
Protoze E = (0,;) je realna matice, plyne odsud U*U = E.
Protoze U je Ctvercova a inverzni matice je uréena jedno-

znacné, plati i UUT = E. O

DUSLEDEK 6. Necht' V' je unitarni prostor, M, N jeho
dvé ortonormalni baze, U matice pfechodu od M k N. Pak
Ut je matice prechodu od N k M.

DUKAZ.

(W)vm =)y =U"=0U"



DEFINICE 48. Ctvercova komplexni matice U, ktera spl-
fuje UTU = UU = F, se nazyva unitarni. Ctvercova re-
alna matice U, ktera spliiuje UTU = UUT = E, se nazyva
ortogonaini.

LEMMA 25. Necht' U je Ctvercova matice. Pak jsou na-
sledujici podminky ekvivalentni:
(1) U je unitarni.
(2) Sloupce U tvofi ortonormalni bazi vzhledem ke
standardnimu skalarnimu soucinu na C"
(3) Rédky U tvofi ortonormdini bazi vzhledem ke stan-
dardnimu skalarnimu soucinu na C"

DUKAZ. Podminku UtU = E lIze preformulovat jako
Wlu; = 0;;, kde u; je j-ty sloupec U. Leva strana je ale
rovna (u;,u;), takze UTU = E je ekvivalentni ortonormalité
sloupct. Podobné se ukaze, ze UUT = E je ekvivalentni
ortonormalité Fadka. O

Pokud je f endomorfizmus unitarniho prostoru V' a
M, M’ ortonormalni baze a oznacime

A= (Huu A=y U= 1v)uwr,
dostavame z véty [19|transformacni vzorec
A =UYAU

V redlném pripadé, pokud A je navic symetricka matice,
dostavame A’ = UT AU, coz je totozny piedpis jako kdyby
A byla matice symetrické bilinearni formy, viz tvrzeni (11|



Souvislost symetrickych bilinearnich forem s endomorfizmy
majicimi symetrickou matici vytézime v nasledujici kapitole.

PRIKLAD 31. Zajimavym pfikladem unitarni nxn matice

je
1 1 1 1
) 1 w w? wn !
2 4 2(n—1)
F=_ 1 w w 7
NLD
1 w(n 1) w2(n71) w(nfl)z

kde w = e je n-td odmocnina jednicky. Skute¢né, ska-
larni soucin p-tého a ¢-tého sloupce je roven

n—l

fpa fo) = Zwkp—kq — Zwk(p—q)

Pokud p = ¢, pak je vysledek roven jedné, pokud p # g,
ozna¢me v := wP~? dal$i n-tou odmocninu jednicky. Pak

0O=1-v"=1-v)1+v+v2+...""

Protoze ]p — q| < n, mame v # 1 a tudiz Zk oV =0, cili
(fpa fq) =

Matice F' se oznacuje jako matice diskrétni Fourie-
rovy transformace. Tu mizeme chapat jako zménu baze
v C". Pokud z = (zy,...,7,_1)" jsou soufadnice vektoru x



vzhledem ke kanonické bazi, pak veliCiny

R 1 _ 2mipg
Ty = ——= r,e n
T 2

tvori vektor

T=F'zx

Flg = (Ien) vk () K,

ktery je vektorem souradnic vektoru = vzhledem k bazi M
tvorené sloupci matice F' = (1¢n) i ar- Odtud je také ziejmé,
ze inverzni Fourierova transformace je x = F'z, Cili

2mipq

n—1
1 Z
T, = —— €Tr:e n
q %
n
\/_p:0

Protoze jak z, tak = jsou souradnice stejného vektoru vzhle-
dem k ortonormalni bazi, plyne z Parsevalovy rovnosti ??

n—1 n—1
> lol =3 Ll
k=0 k=0

PozNAMKA 5. Pokud je A Ctvercova regularni matice a
A = QR jeji QR rozklad, je ) unitarni a Q™ samozfejmé
také. Pak vzorec Q*A = R muZeme chapat jako pfevod
matice A na horni trojuhelnikovy tvar, ovSem pouze po-
moci unitarnich fadkovych transformaci. Elementarni fad-
kové Upravy ze standardni Gaussovy eliminace unitarni
nejsou, ale existuji standardni typy elementarnich unitar-
nich transformaci, které maji podobny efekt, jmenovité tzv.



Givensovy rotace nebo Householderovy reflexe. Ty maji na-
vic oproti Gram-Schmidtové metodé QR-rozkladu lepSi nu-
merické vlastnosti.

5.1. Cviceni.

(1) Dokazte, ze mnozina vSech unitarnich n x n matic
je grupa vzhledem k maticovému nasobeni.

(2) Dokazte, ze mnozina v8ech ortogonalnich n x n
matic je grupa vzhledem k maticovému nasobeni.

(3) Dokazte, ze pokud A je vlastni Cislo unitarni ma-
tice, pak |A| = 1.

(4) Dokazte, ze pokud A je reélné vlastni Cislo ortogo-
nalni matice, pak A je 1 nebo —1. Uvedte piiklad
realné ortogonalni matice, jejiz vlastni Cisla nejsou
realna.

(5) Dokazte jednoznacnost () R-faktorizace. Navod:
Zacnete pfipadem, kdy A (a tedy i () je Ctvercova
matice. Pokud QR = QR, pak Q*Q = RR~'. Jaka
mohou byt vlastni Cisla levé strany a jaké pravé?

(6) Oznatme F,, € M, (C) matici diskrétni Fourierovy
transformace na vektorech z C". Napiste matice
F5 a F,. Najdéte matici U, pro kterou plati

([ F 0
F4—U<O F)

o O O
O = OO
OO = O
_— o O O



Tento vzorec je zakladem tzv. rychlé Fourierovy
transformace, ktera umoznuje spocitat transfor-
maci vektoru z (zo, 1, x2, x3) jako linearni kombi-
naci transformaci vektorl (xo,z2) a (z1,23). Po-
kuste se jej zobecnit na vyjadreni F5, pomoci F,.

(7) Necht U je unitarni matice. Dokazte, ze E + %U je
regularni.






KAPITOLA 10

Operatory na unitarnich prostorech

1. Adjungovany operator

Pokud nebude fec¢eno jinak, budou vSechny vektorové
prostory v této kapitole koneCnédimenzionalni unitarni pro-
story. Pod pojmem operator budeme rozumet linearni zob-
razeni

AV W

mezi dvéma vektorovymi prostory. Operator je tedy jen jiné
oznaceni pro homomorfizmus vektorovych prostora. Uziva
se standardné ve funkcionalni analyze, ktera je vlastné roz-
Sifenim linearni algebry do prostorl nekonec¢né dimenze,
a diky tomu i ve fyzice. Operatory budeme znacit tu¢nymi
(blackboard bold) pismeny a pro obraz vektoru v € V za-
vedeme zjednodu$ené znaceni Av misto A(v).

DEFINICE 49. Necht A : V — W je operator. Operator
A* . W — V nazveme adjungovany operator k A (nékdy
téz sdruzeny operator), paklize Vo € V,w € W

(Av,w) = (v, A"w)



Vsimnéte si, Zze A* zobrazuje v opacném sméru nez A
a tudiz i v definici je na levé strané skalarni soucin na W a
na pravé skalarni soucin na V.

LEMMA 26. Necht V. W, X jsou tfi vektorové prostory,
N ={v}} CcV, M = {w;}{" C W jsou ortonormalni baze,
AB:V —-W,D: W — X jsou operatory. PakVa, 5 € C
plati

(1) (A + BB)* = aA* + SB*

(2) (DA)* = AD"

(3) (A7) = A

(4) Ker A = (ImA*)+, Ker A* = (Im A)*+
(5) (A) = h(A7)

(6) Ker A = Ker A*A, h(A) = h(A*A)
(7) (A% war = (A)r

DUKAZ. Prvni tfi tvrzeni plynou okamzité z definice. Pro
vektor v € V plati Av = 0, pravé kdyz Vvw € W je
(Av,w) = 0, tedy pravé kdyz v 1L A*w. Analogicky se
dokéze i druhd pulka Ctvrtého tvrzeni. Paté tvrzeni odtud
plyne aplikaci véty o dimenzi jadra a obrazu:

h(A) =n — dimKer A = n — dim(Im A*)* =
= dimImA* = h(A")

V Sestém tvrzeni je ziejmé, ze Ker A < Ker A*A. Pokud
ale A*Av = 0, pak

0 = (v, A"Av) = (Av, Av) = | A0,



tedy Av musi byt 0. Druha Cast opét plyne z véty o dimenzi
jadra a obrazu.

Pro dikaz posledniho tvrzeni oznatme A := (A)un,
A* := (A*) . Podle definice matice homomorfizmu plati

n

Avj: E aijwi
i=1
m

A*wy, = E az,v;

=1

Z ortonormality bazi M a N pak plyne

AU]: wk < E ;5 Ws, wk) = Ay
n

* _ . * . _ *

(Uj’A wk) =\ Y E :az‘kvl = Qi

i=1

Tedy matice A a A* jsou hermitovsky sdruzené. O

PoOzNAMKA 6. Paty bod, sedmy bod a druha ¢ast Ses-
tého bodu davaji smysl pouze pokud prostory V' a W maji
kone€nou dimenzi.

Je uzitené lemma aplikovat na pfipad vektorového
prostoru R”, resp. C" se standardnim skalarnim souci-
nem. VSechny operatory maji tvar maticového zobrazeni
x — Ax. Kanonickd baze je ortonormalni, takze sedmy
bod lemmatu fika, Ze adjungované zobrazeni ma trans-
ponovanou, resp. hermitovsky sdruzenou matici. Paty bod



je pak alternativnim diikazem rovnosti h(A) = h(AT) a
navdavkem i h(A) = h(A%). Ctvrty bod pro A realnou
matici fika, ze N(A) je ortogonalnim doplikem R(A) a
N(AT) = S(A)*. Z druhého bodu plyne znama vlastnost
transponovani a hermitovského sdruzeni (AB)T = BT AT
a (AB)* = B+ A*.

PRIKLAD 32. Uvazujme operator A : C* — C™ defi-
novany predpisem Az = Az, kde A € M,,,(C). Pfedpo-
kladejme, ze v C" i C™ mame standardni skalarni soucin.
Pak je matice A* rovna A*. Necht b € C™, pak soustava
rovnic Az = b ma feSeni pravé kdyz b € ImA = S(A),
jinymi slovy, pokud b je linearni kombinaci sloupct matice
A. Pokud feSeni neexistuje, miizeme hledat alespon jeho
nejlepsi aproximaci, uréenou pozadavkem, aby ||Ax — b||
bylo minimalni. To nastane pravé tehdy, kdyz

Ax = Ps(A)b,

kde Ps(4) je ortogonalni projekce do sloupcoveho prostoru
matice A. OznaCme a4, ..., a, sloupce matice A. Pro libo-
volny sloupec a;. pak plati

0=(b— Ax,a;) = Z ;(b— Azx);

=1

Posledni vyraz je vlastné k-ta slozka sloupcového vek-
toru AT (b — Ax). Hledané x tedy splfuje soustavu rovnic
ATAx = ATD, tzv. normalni soustavu piislusnou sou-
stavé Ax = b.



Pokud je A prosty operator, je podle Sestého bodu
lemmatu A*A také prosty. ProtoZze je to endomorfizmus
prostoru kone¢né dimenze, musi to byt nutné izomorfi-
zmus, tedy AT A je regularni n x n matice. Potom je fe-
Seni soustavy mozné ziskat aplikaci inverzni matice x =
(AT A)~tATbh. Toto feSeni je nejlepsi aproximaci (neexistu-
jiciho) feSeni soustavy rovnic Az = b ve smyslu nejmen-
Sich ¢tverct, tedy minimalizujici eukleidovskou vzdalenost
| Az — b|.

Odtud muzeme vyjadfit projekci na S(A) jako

PS(A)b = Ax = A(A+A)_1A+b

Pozoruhodné na tom je, Ze jsme ziskali matici
A(ATA)"LAT ortogonalni projekce na podprostor S(A),
aniz bychom potrebovali ortogonalni bazi tohoto podpro-
storu. Pokud tedy budeme mit linearné nezavislou mnozinu
vektord N = {ay,...,a,} generujici podprostor W v C™,
pak staCi sestavit m x n matici A, jejiz mnozina sloupcu
je pravé N, a potom A(A+A)~LAT je matice projekce Py
vzhledem ke kanonické bazi. Regularni hermitovska n x n
matice A" A spliuje

(ATA)i; = @} a; = (a5, a5) =: Gy

Matice

(a1,a1) (a1,a2) ... (a1,ay)
(ag,a1) (ag,as) ... (ag,an)

G:

(an;al) (an,az) ... (ap,a,)



se nazyva Gramova matice mnoziny vektort V. V pfipadé
realného skalarniho soucinu plati G = AT A.

PRIKLAD 33. VySe uvedenou metodu lze pouzit na-
priklad na fitovani dat linearnim obalem mnoziny funkci.
NejjednodussSim piikladem je linearni regrese, kdy fitu-
jeme funkcemi tvaru az + b. Uvazujme data ve tvaru dvojic
(z;,y;) € R*proi € {1,...,k}. Pak minimalizace vyrazu

k
Z lax; + b — y;|?
i=1

odpovida aproximaci feSeni soustavy rovnic

Ty 1 U1
Ty 1 a _ Yo
P b ) | |
xr 1 Yk

Hledana dvojice (a,b) se najde jako feSeni pfislusné nor-
malni soustavy



Cili

( 22:1 a7 Zf:l Li ) ( a ) _ ( 2%1 ZiYi )
Zz‘:l i k b ZZ‘:1 Yi
Explicitni tvar feSeni je mozné ziskat napfiklad pouzitim
Cramerova pravidla.

1.1. Cviceni.

(1) Necht V' je unitarni prostora A : V' — V samo-
sdruzeny operator. Dokazte, Zze A = 0, pravé kdyz
Yo eV :(Av,v) =0.

(2) Najdéte aproximativni feSeni soustavy rovnic

(8) Prolozte body (—2,4), (—1,3), (0,1), (2,0) pfim-
kou ax 4+ b metodou nejmensich Ctvercu.

(4) Metodou nejmensich cCtverch prolozte body
(—2,1), (=1,1), (0,2), (1,3), (2,4) linearni a
kvadratickou funkci. Porovnejte soucet Ctvercl
odchylek v obou pfipadech.

(5) Prolozte body (—2,4), (—1,2), (0,1), (2,1), (3,1)
parabolou.

(6) Prolozte body (1,1,3), (0,3,6), (2,1,5), (0,0,0)
rovinou metodou nejmensich Ctvercl.



(7) Najdéte projekci na sloupcovy podprostor matice

-2 4

a to jednak Gramovou-Schmidtovou metodou, jed-
nak pomoci adjungovaného zobrazeni.

(8) Najdéte ortogonalni projekce na podprostory
Ker A, ImA, Ker A*, ImA*, kde A : C* — C? je
operator Ax = Az definovany matici

BN

I
N
B~ W =
W N~

(9) Necht N = {vy,...,v} je linedrné nezavisla
mnozina v R". Ukazte, ze odmocnina z determi-
nantu Gramovy matice mnoziny N udava objem
k-rozmérného rovnobéznosténu uréeného vektory

zZN.
(10) Definice Gramovy matice dava smysl, i pokud vek-
tory ai,...,a, nepatfi do aritmetického vektoro-

vého prostoru, ale néjakého obecného unitarniho
prostoru (V,(,)). Dokazte, ze je Gramova matice
mnoziny N = {ay,...,a,} regularni, pravé kdyz
je N linearné nezavisla.



2. Ortogonalni diagonalizace

Uvazujme hermitovskou matici A € M, (C) a stan-
dardni skalarni soucin na C". Pokud plati Ax = Az, pak

Mz, 7) = (Az,2) = (2, Az) = M2, 7),

tedy x je nulovy vektor nebo ) je realné Cislo. Vlastni Cisla
hermitovskych matic jsou tedy nutné redlna. Pokud dale
Ay = py, pak
ANz, y) = (Az,y) = (z, Ay) = plz,y) = plz,y),
tedy x je kolmé na y nebo A = p. Vlastni vektory hermi-
tovskych matic s rdznymi vlastnimi Cisly jsou tedy kolmé.
Pokud bychom tyto vlastni vektory normalizovali a nalezli
jich dost na to, aby vytvorily bazi M C C”, byla by matice
prechodu U z kanonické baze do M unitarni. Vime uz z
kapitoly |8, ze v bazi z vlastnich vektorli ma matice endo-
morfizmu diagonalni tvar D, takZze z Uvahy za lemmatem
[25 dostavame
A=UDUT,

Cili unitarni diagonalizaci matice A. Pokud je A redlna a
symetrickd, pak jsou jeji vlastni Cisla také realna a tedy i
vlastni vektory a matice U. Pak mluvime o diagonalizaci or-
togonalni. V tomto oddile tedy dokazeme, Ze tento proces
je skuteCné mozny, a to v obecné&jsSim pfipadé tzv. normal-
niho operatoru.

VETA 40 (Zakladni véta algebry). Kazdy nekonstantni
polynom p(z) = Y."  a;z" s komplexnimi koeficienty ma
alespori jeden komplexni koren.



DUKAZ. Nebudeme dokazovat. Pékny obrazkovy
,dikaz“ je zde http://sophia.dtp.fmph.uniba.sk/
“severa/la/zva.swf O

DUSLEDEK 7. KaZda komplexni matice ma alespori
jedno komplexni viastni ¢islo.

DUKAZ. Vlastni Cislo je kofenem charakteristického po-
lynomu. U

VETA 41 (Schurova reprezentace operatoru). Necht
V' je komplexni vektorovy prostor konecné dimenze. Pro
kaZdy operator A : V. — V existuje ortonormalni baze,
vzhledem k nizZ je jeho matice horni trojuhelnikova.

DUKAZz. Budeme postupovat indukci podle dimenze V.
Pfipad dim V' = 1 je trivialni. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni
plati pro vSechny operatory na prostorech dimenze n — 1.
Necht V' ma dimenzi n a A ma diky vété [40] vlastni vektor
u s vlastnim Cislem ), Ize pfedpokladat ||u|| = 1. OznaCme
W = (u)* a zvolme néjakou ortonormalni bazi M ve W.
Pak vzhledem k bazi {u} U M ma& matice operatoru A blo-

kovy tvar
A
0 B )’

kde B je matice (n — 1) x (n — 1) ax € C"~!. Matice B
definuje operator B : W — W a podle indukéniho predpo-
kladu existuje ve W ortonormalni baze M’, vzhledem k niz
je matice

B/ = (B)M/M/ - (1w)M’M(B)MM(1W>MM’ = U+BU


http://sophia.dtp.fmph.uniba.sk/~severa/la/zva.swf
http://sophia.dtp.fmph.uniba.sk/~severa/la/zva.swf

operatoru B horni trojuhelnikova. Matice operatoru A vzhle-
demk {u} U M’ pak je

. 1 0 Az 10
N0 U" 0 B 0 U
(A 2U (A aU
- \o0 UtBU ) \ 0 B )’

coz je horni trojuhelnikova matice. Baze {u} U M’ je hleda-
nou ortonormalni bazi ve V. U

DEFINICE 50. Operator N : V — V se nazyva
e normalni, paklize N*N = NN*
e samosdruzeny, paklize N* = N
e unitarni, paklize N*N = NN* = 1y,
Matici N € M,,(C), ktera spliiuje N*N = NN*, nazveme
normalni matice.

Z lemmatu vyplyva, ze vuci ortonormalni bazi ma
normalni, samosdruzeny, resp. unitarni operator normaini,
hermitovskou, resp. unitdrni matici. Z definice je takeé
zfejmé, Ze kazdy unitarni operator/matice i kazdy samo-
sdruzeny operator/matice je nutné normalni.

VETA 42. Necht'V je komplexni vektorovy prostor, N :
V' — V normalni operator. Potom existuje ortonormaini
baze V' sloZena z viastnich vektoru N.

DUKAZz. Vzhledem k vété o Schurové reprezentaci ope-
ratoru staci ukazat, ze kazda normalni horni trojuhelnikova



matice je diagonalni. Pro matice 1 x 1 je to jasné, pred-
pokladejme, Ze to plati pro vSechny matice az do stupné
(n — 1) x (n — 1). ZapiSme horni trojuhelnikovou n x n
matici IV a jeji hermitovské sdruzeni blokové jako

(A + (X 0
(i) ()

kde A e C,z € My,1(C)aM € M,_,-1(C) Podminka
normality matice IV se prepiSe jako rovnost matic

A0 Az [ AP Az
xt M*T 0 M ) \ )t xzta+MtM

a
AT A0 MNPt aMT
0 M xt Mt ) Mzt MM™*
Porovnanim levého horniho rohu vidime, ze 0 = 2tz =
n—1
1 |$1,z’ )
je normalni horni trojuhelnikova matice, ta je podle indukc-
niho predpokladu diagonalni, tedy N je diagonalni. O

VETA 43 (Spektralni rozklad normalniho operatoru).
Necht A : 'V — V je normalni operator, P, : V — V ope-
rator ortogonalni projekce na vlastni podprostor pfislusny
vlastnimu Cislu \. Pak Ize operator zapsat jako spektralni

rozklad
A= Z AP,
AEa(A)

DUKAz. Necht {u;}] je ortonormalni baze, vzhledem k
niz ma A diagonalni matici. Vektor u; je vlastnim vektorem



A s vlastnim &islem A € o(A), takze Pyu; = u; a P u; = 0,
pokud 1 # A. Prava i leva strana rovnosti tedy maji na u;
hodnotu \u;, rovnaji se proto na bazi a tudiz i jako opera-
tory. ([l

V praxi potfebujeme vétu 42| predevsim pro samosdru-
zené operatory. Nasledujici véta i jeji dukaz jsou jen refor-
mulaci pozorovani, které jsme ucinili na za¢atku pro hermi-
tovskou matici:

VETA 44. Vlastni ¢isla samosdruZeného operatoru jsou
realna.

DUKAZ. Pokud Av = \v a A = A*, pak
Mv|]? = (\v,v) = (Av,v) =
= (v,A*v) = (v,Av) = (v, W) = A||[v||?
ProtoZe v # 0, musi byt A = \. O

Samosdruzené operatory tedy muzeme diagonalizovat,
a na diagonale budou stéat realna Cisla. Pravé tato vlastnost
je davodem, pro¢ jsou pozorovatelné veli¢iny v kvantové
teorii reprezentovany pravé samosdruzenymi operatory.

PRIKLAD 34. Proved'me unitarni diagonalizaci matice

0 2 2
2 0 2
2 20

Vlastni cisla jsou 4 a —2, druhé z nich je dvojna-
sobné. P¥islusné vlastni podprostory jsou ((1,1,1)) a



((1,-1,0),(0,1,—1)), vidime, Ze jsou skute¢né navzajem
kolmé. Ve druhém z nich pomoci Gramovy-Schmidtovy me-
tody najdeme ortogonalni bazi {(1,—1,0),(1,1,-2)}. V
predpisu pro diagonalizaci A = UDU™ je matice U pre-
chodu od kanonické baze do baze z vlastnich vektort uni-
tarni, jeji sloupce tedy tvofi normalizované vlastni vektory.
V tomto pfipadé, kdy bylo mozné vzit v§echny vlastni vek-
tory rediné, je Ut = U7, tedy U je ortogonalni matice. Cel-
kové mame A zapsano jako soucin

4 L 1 B e
LR T G A SR W A RN T
BTG 0 -2 0 z vV
I A 0 0 -2 I S
V3 V6 V6 V6 V6

TVRZENI 13. Necht' V je vektorovy prostor dimenze n,
M = {v;}} C V ortonormalni baze, U : V — V je operator.
Pak jsou nasledujici tvrzeni ekvivalentni:

(1) U je unitarni operator.

2) Yo e V: |[Us]| = ||o]

) Yo,w e V, (Uv, Uw) = (v, w)

) U := (U) s je unitarni matice.

) {Uv;}} je ortonormalni baze V.

) U je normalni operator, jehoZ viastni Cisla leZi na
jednotkové kruznici.

DUKAz. Pokud U*U = 1y, pak Vv € V

[v]]> = (U*Uv, v) = (Uv, Uv) = ||Uv|]?,



tedy z 1) plyne 2). Bod 3) plyne z 2) pomoci polarizaCni
identity. Pokud

(Uv, Uw) = (UUv,w) = (v,w),

pro libovolny vektor w, pak musi byt U*Uv = v a obdobné
se ukaze UU*v = v, €¢imz z 3) plyne 1). Ekvivalence 1)
a 4) plyne z posledniho bodu lemmatu Bod 5) plyne z
3). Naopak, pokud prepokladame 5), pak jsou diky Parse-
valové rovnosti [36] sloupce matice U ortonormalni, ¢ili plati
4).

Z 2) plyne, ze pokud Uv = \v, pak || = 1, tedy 6).
Naopak, pokud plati 6), pak existuje ortonormalni baze M’,
vzhledem k niz ma U diagonalni matici D, ktera je zaroven
unitarni. Oznacéime-li V' matici pfechodu od M k M’, pak
U =V DV*.Tedy U je sou¢inem unitarnich matic a je proto
také unitarni, ¢im jsme dokazali 4). O

2.1. Cviceni.
(1) Ukazte, Zze matice

(i)

je normalni, ackoli neni hermitovska ani unitarni.
Najdéte jeji spektrum a ortonormdlni bazi z vlast-
nich vektora.

(2) Provedte ortogonalni diagonalizaci matice

(> 7)



(3) Provedte ortogonalni diagonalizaci matice

(25)

(4) Provedte unitarni diagonalizaci matice

0 —1
1 0
(5) Provedte unitarni diagonalizaci matice
cosa —sina
sina  cos«
(6) Provedte ortogonalni diagonalizaci matice
cosa sina
sina — cosa
Co znamena toto zobrazeni geometricky?
(7) Provedte ortogonalni diagonalizaci matice

1 11
1 11
1 11

(8) Ukazte, ze operator ortogonalni projekce Py,
V' — V na podprostor W ve V' je samosdruzeny.

(9) Dokazte, Ze operator N : V — V je normalni,
pravé kdyz Vv € V plati ||Nov|| = ||[N*v||. Odvod'te
z toho, ze Pokud N je normalni operator a v jeho
vlastni vektor s vlastnim Cislem ), pak je v vlast-
nim vektorem N* s vlastnim &islem \.



(10) S pomoci predchoziho cviceni dokazte, Ze ve vété
plati ve skute¢nosti ekvivalence.

(11) Ukazte, Ze sloZeni dvou samosdruzenych opera-
tord nemusi byt samosdruzeny operator.

3. Polarni rozklad operatoru

Komplexni ¢islo 2z = 21 + iz, € C Ize zapsat jako €?|z|,
kde ¢ lezi na jednotkové kruznici a |z| je nezaporné re-
alné &islo. Cisla (r, ¢) jsou polarnimi soufadnicemi vektoru
(21, 22). Pokud chapeme z, € a |z jako 1 x 1 matice, jde o
rozklad komplexni matice na soucin matice unitarni a her-
mitovské pozitivné semidefinitni. V tomto oddile nalezneme
zobecnéni této vlastnosti, tzv. polarni rozklad.

DEFINICE 51. Samosdruzeny operator A : V. — V
nazyvame pozitivné definitni, resp. pozitivné semidefi-
nitni, paklize pro kazdy nenulovy v € V' je

(Av,v) > 0, resp. (Av,v) >0,

znacime A > 0, resp. A > 0. Analogicky definujeme pojem
negativné (semi)definitniho operatoru. VSechny ostatni
operatory nazyvame indefinitni. Signaturou samosdruze-
ného operatoru oznacujeme trojici Cisel (p, ¢, n), kde p je
pocCet kladnych vlastnich Cisel A vCetné nasobnosti, ¢ po-
Cet zapornych vlastnich Cisel a n nasobnost nuly jakozto
vlastniho Cisla.



PozNAMKA 7. V8echny tyto pojmy budeme pouzivat i v
souvislosti se symetrickymi a hermitovskymi maticemi. Za-
vedeme je také pro symetrické bilinearni a hermitovské se-
skvilinearni formy. Souvislost je zfejma: pokud g je hermi-
tovské seskvilinearni forma, pak je jeji matice hermitovska
a odpovida tedy samosdruzenému operatoru A predpisem

v) =Y aiuiv; = (Au,v),
i

kde u;, v; jsou soufadnice u, v vzhledem k néjaké ortonor-
malni bazi M a a;; je zaroven matice formy g i operatoru A
vzhledem Kk této bazi.

Z véty o diagonalizaci samosdruzeného operatoru je
zfejma souvislost mezi definovanymi pojmy a vlastnimi
Cisly operatoru. Signatura ma tvar

e (p,0,0) pro pozitivné definitni operator
(p,0,n) pro pozitivné semidefinitni operator
(0, g, 0) pro negativné definitni operator

(0, q,n) pro negativné semidefinitni operator
(p, q,0) pro regularni indefinitni operator

(p, q,n) pro singularni indefinitni operator,

pricemz vSechny vyznacené hodnoty p, ¢, n se rozumi ne-
nulové.

VETA 45. Necht' A > 0 je pozitivné semidefinitni opera-
tor. Pak existuje prave jeden pozitivné semidefinitni opera-
tor /A, ktery splfiuje (vVA)? = A.



DUKAZz. Operator A ma vzhledem k ortonormalni bazi
M diagondlni matici D = diag(\y,...,\,) S nezapor-
nymi elementy, Ize pfedpokladat \; > ... > \,. Defi-
nujme VA jako operator, ktery ma vzhledem k M matici
diag(v/ A1, ...,V ). Je zfejmé, 2e v/A ma pozadované
vlastnosti.

UkaZme jesté jednoznacnost. Pokud B je pozitivné se-
midefinitni operator splfiujici B? = A, pak Ize najit bazi M,
vzhledem k niz ma B matici diag(j1, . . ., i) S N€zépornymi
elementy, opét predpokladejme p; > ... > u,. Pak ale méa
A vzhledem k této bazi matici diag (3, . . ., u?), tedy vlastni
podprostory B a A, a tedy i v/A, se shoduji a pro v8echna
i€ {l,...,n}plati 2 = \;. Tedy B = VA. O

DEFINICE 52. Necht A : V — W je operator. Modu-
lem operatoru A rozumime pozitivné semidefinitni operator
Al .= VA*A:V = V.,

Definice je korektni, nebot A*A = (A*A)* a
(v, A*Av) = ||Av||? je vzdy nezaporné Cislo. Plati

HAI? = (|Alv, [Alv) = (v, [A]v) = (v, A"Av) = [|Av]]®
atedyiKer A = Ker |A| adimIm A = dimIm |A].

VETA 46 (Polarni rozklad operatoru). Necht A : V —
V' je operator. Pak existuje unitarni operatorU : V — V
takovy, Zze A = U|A|. Je-li A izomorfizmus, pak je U uren
jednoznacné.



DUKAZ. Zkonstruujeme operator U nejprve na Im |A|.
Necht |Ajv = w, definujeme Uw = Av. To je korektni de-
finice, protoZe pro jiny vektor v/ € V spliujici |[A[v" = w
jev—1v € Ker|A| = KerA, atedy Av' = Av = Uw. Je
zfejmé, ze U je linearni zobrazeni na Im |A|. Plati

[Tw]* = [[UJAL]* = [|Av]* = [[[Alv]* = [lw]?

Zbyva predepsat operator U na (Im|A|)*. Prostory
Im |A] a Im A maji stejnou dimenzi, stejné tak jejich orto-
gondlni doplnky. Zvolme {u;} C (Im |A])*, {v;} C (ImA)*
ortonormalni baze a definujme Vi, Uu; = v;. Tim je defi-
novan na celém V unitarni operator, ktery zjevné splnuje
A =TJA|.

Pokud je A izomorfizmus, je i |A| izomorfizmus a U =
A]A|™! je uréen jednoznaéné. O

3.1. Cviceni.

(1) Najdéte symetrické 2 x 2 matice A, B takové, aby
pro rizné hodnoty parametru ¢ byla matice A +
tB v8ech moznych typl (pozitivné (semi)definitni,
negativné semi(definitni) indefinitni).

(2) Ukazte, ze pokud A > 0aB > 0, pak A + B > 0.

(3) Ukazte, ze 1, > 0. Dale ukazte, ze pro kazdy sa-
mosdruzeny operator A : V' — V a dostate¢né
malé € je 1, + €A > 0.

(4) Dokazte, ze | det A| = det |A|.



(5) Provedte polarni rozklad matice

(0 2)

(6) Provedte polarni rozklad realné matice

(00)

(7) Provedte polarni rozklad matice

(i)

(8) Provedte polarni rozklad matice

1 -1 0
-1 10
1 -1 0

(9) Dokazte, ze pro kazdy operator A : V' — V exis-
tuje také polarni rozklad ve tvaru A = |A"|U, kde

U je unitarni.

(10) Dokazte, ze kazdou Ctvercovou matici Ize zapsat
jako A = PXQ*, kde P, ) jsou unitarni matice a
3 je diagonalni pozitivné semidefinitni matice. Na-
vod: Na diagondle X jsou vlastni ¢isla matice |A|.
Pokuste se zobecnit tvrzeni na situaci, kdy A je ob-
délnikova matice. Zapis A = PX.(Q" se oznacuje
jako singularni rozklad matice (singular value de-

composition).



(11)

(12)

(13)

Necht A : V — V je operator. Jeho operatorovou
normou rozumime ¢islo

[A}:= max{[|Av]|jv € V; [jo] < 1}

Dokazte, Ze je to skute¢né norma na vektorovém
prostoru End(V), Ze neni indukovana zadnym ska-
larnim soucinem, a Ze je rovna nejvétsimu vlast-
nimu ¢&islu operatoru |A|. Pokud A je regularni,
¢emu se pak rovna ||[A~1||?
Necht A € M,,,(C) je matice. Matice AT ¢
M., (C), ktera spliuje

o ATAAT = AT

o AATA=A

o ATA je hermitovska matice

e AAT je hermitovska matice
se nazyva Moore-Penroseova pseudoinverze
matice A. Jak vypada pseudoinverze blokové ma-

tice
X 0
a=(50):

kde X je regularni? Jak vypada pseudoinverze
matice zapsané v singularnim rozkladu A =
PYQ*?

Jak vypada pseudoinverze blokové matice

0 X
=(07)

kde X je regularni Ctvercova matice? A jak, kdyz
je X obecna, tfeba i obdélnikova matice?



(14) Dokazte, ze pro matici A s linearné nezavislymi
sloupci plati AT = (At A)~1A*. Pokuste se najit a
dokazat obdobny vzorec pro matici s linearné ne-
zavislymi radky.






KAPITOLA 11

Kvadratické formy

V této kapitole budeme predpokladat, ze vSechny vek-
torové prostory jsou realné a konec¢nédimenzionalni.

1. Kvadratické formy

DEFINICE 53. Necht g : V x V — R je symetricka
bilinearni forma. Kvadraticka forma prislusna ¢ je zobra-
zeni @, : V — R definované predpisem Q,(v) = g(v,v).
Signaturou , resp. matici kvadratické formy rozumime
signaturu, resp. matici pfislusné formy bilinearni. Nulovou
mnozinou kvadratické formy (), rozumime vSechny vek-
tory v € V, pronéz QQ,(v) = 0. Polarni bazi rozumime bazi
prostoru V', vzhledem k niz m& matice kvadratické formy di-
agonalni tvar.

Poznamky:

(1) Ze znalosti kvadratické formy muzeme zrekonstru-
ovat prislusnou symetrickou bilinearni formu pola-
rizacni identitou

o(0,0) = 5 (@l +w) = Qul0) — Q,w))



Tedy symetrické bilinearni a kvadratické formy jsou
ve vzajemné jednoznacné korespondenci.

(2) Spolu se signaturou mame pro kvadratické formy
definovany i pojmy indefinitni a pozitivné/negativné
(semi)definitni.

(3) Pokud je g skalarni sougin, pak Q,(v) = ||v||2.

Uz vime, Ze kazda kvadratické forma ma polarni bazi,
Ize ji nalézt symetrickymi Upravami jeji matice. Metoda or-
togonalni diagonalizace nam umoznuje dokonce nalézt po-
larni bazi, ktera je ortonormalni:

VETA 47. Necht () je kvadraticka forma na prostoru V
se skalarnim soucinem. Pak existuje polarni baze (), ktera
je zaroven ortonormailni.

DUKAZ. Necht @ = Q,, M = {u;}} je ortonormalni
baze a GG je matice g vzhledem k M. Matice G je symetricka
a tedy existuje ortogonalni matice R takovd, 2e R'GR je
diagonalni. Matice R je matici prechodu od ortonormalni
baze M k jiné ortonormalini bazi M’ = {u}}? a R"GR je
matice ) vzhledem k M’. Tedy M’ je hledana baze. O

Ortogonalni diagonalizace kvadratickych forem tedy
vyuziva ortogonalitu vlastnich vektord symetrickych matic.
Vznikla polarni baze sestava z vlastnich vektort a vzhle-
dem k této bazi ma matice formy na diagonale vlastni Cisla.
Signaturu kvadratické formy pak urCime pfimo z definice.
Vypocet vlastnich Cisel je ale z pocetniho hlediska velmi
naro¢na Uloha, kterou vétsSinou umime vyfesit jen pfiblizné.



Proto ma smysl umét i jiné metody (neortogonalni) diago-
nalizace a presvédCit se, ze se pomoci nich da signatura
spocitat také. K tomu nam poslouzi nasledujici geometricka
charakterizace signatury:

LEMMA 27. Necht D je diagonalni matice se signatu-
rou (p,q,n), p+ q +n = m. Pak p je maximalni dimenze
podprostoru v R™, na nemz je D pozitivné definitni a q je
maximalni dimenze podprostoru v R™, na némz je D nega-
tivné definitni.

DUKAz. OznaCme D = diag(A1,...,A\n), Qz) =
2T Dz a ptedpokladejme, Ze prvnich p &isel )\, je kladnych,
dalSich ¢ zapornych a poslednich n jsou nuly. Linearni obal
prvnich p vektord kanonické baze oznacme . Je zfejmé,
Ze @ je na W pozitivné definitni. Necht W’ je jiny podpro-
stor, na némz je () pozitivné definitni. Definujme linearni
zobrazeni f : W’ — W predpisem

f((x1,. .y 2m)) = (21,...,25,0...,0)

Protoze ) je na W’ pozitivné definitni a € W', musi byt
x = 0. Tedy Ker f = 0. Pak je ale f monomorfismus a

dim W' =dimIm f + dimKer f = dimIm f < dimW = p

Druhé tvrzeni plyne z prvniho pro matici —D. U



Signaturu kvadratické formy Ize tedy ekvivalentné defi-
novat pomoci maximalnich dimenzi podprostort, na nichz
je forma pozitivné, resp. negativné definitni. Tyto dimenze
se daji spocitat z kazdého jejiho diagonalniho vyjadreni.
Proto k urCeni signatury nemusime pocitat vlastni Cisla,
staci pouzit neortogonalni diagonalizaci a spocitat kolik je
na diagonale kladnych a zapornych Cisel.

Treti metodou, jak diagonalizovat kvadratickou formu,
je uziti Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace, misto skalar-
niho soucinu ale vezmeme regularni symetrickou biline-
arni formu g na V, kterou chceme diagonalizovat. Dva vek-
tory u,v € V jsou na sebe kolmé vzhledem ke g, pokud
g(u,v) = 0, analogicky se definuje i norma || - ||,, ortogo-
nalni doplnék a ortogonalni baze vzhledem ke g. Drobnou
komplikaci je, Zze existuji nenulové vektory v € V, pro néz
g(u,u) = 0, tedy vektory kolmé samy na sebe ¢&i jinak fe-
¢eno s nulovou normou. Mohou existovat také vektory se
zapornou normou, ani ty nebude mozné vzhledem k g nor-
malizovat, pojem ortonormalni baze vzhledem ke g tedy za-
vadeét nebudeme.

Necht A je matice n x n. Pro k € {1,...,n} ozname
Ay jeji kx k podmatici vzniklou vySkrtnutim poslednich n—k
radku a sloupcu.

VETA 48 (Jacobi-Sylvesterova). Necht g je regularni sy-
metricka bilinearni forma na V., M = {w;}} je baze V a
A je matice g vzhledem k této bazi. Predpokladejme, Ze
Vk € {1,...,n}, det Ay # 0. Definujme navic det Ay = 1.



Pak existuje ve V baze M' = {v;}}, vy = Y_5_, rjxu;, orto-
gonalni vzhledem ke g, kde

det Akz—l
90k ) = 3ot 4,

Tedy signatura g je (p, q,0), kde q je pocet znaménkovych
zmén v posloupnosti

det Ag,det Aq,...,det A,

DUKAZ. Pro &k = 1 zvolme v; = #ul, tedy g(vy,v1) =
ﬁ. Predpokladejme, Ze jsme zkonstruovali vektory v; az
v_1, tedy i matici R,_y = (ri;;4,j < k — 1). To je horni
trojuhelnikova matice s nenulovou diagonalou, je tedy re-
gularni, proto je to matice prechodu od {u; }¥~' k {v;}i™!
v prostoru (uy,...,ux_1). Hledame vektor v, tak, aby byl
kolmy navy,...,vx_1, tedy ekvivalentné na uq, ..., u,_;. TO
dava k — 1 podminek na Cisla r1; az rg:

k k
0=g(u, Y _rapus) =D ayrje
=1 =1

Pfidejme k tomu normalizacni podminku g(ux,vx) = 1 a
mame soustavu rovnic s rozsifenou matici

a;p a2 ... Qg 0

a21 Q22

Q1 A2 ... Qi 1



Protoze det A, # 0, feSeni existuje a je jednoznacné. Z
Cramerova pravidla pak dostavame

det Ak,1

Q(Ukz,vk) = Q(Tjkuj,vk) =Tkk = M

1.1. Cviceni.
(1) Urcete, pro ktera )\ je kvadraticka forma
fo(u) = 23 — 203129 + 27173 + 75 + 41973 + 53

pozitivné definitni.

(2) Diagonalizujte nasledujici kvadratickou formu na
R* pomoci symetrickych Gprav a uvedte matici
pfechodu od béaze kanonické do baze polarni.

922 + 5y* + 522 + 8t% + Syz — dyt + 4zt

(3) Provedte ortogonalni diagonalizaci kvadratické
formy 72? — 122y — 2y® na R%.

(4) Na IR3 pomoci Jacobi-Sylvestrovy véty uréete sig-
naturu kvadratické formy

Q(.T) = -T% - 237% + $§ + 2x129 + 41203 + 20973
(5) Uréete signaturu kvadratické formy na R*:

Q) = I? + 2x129 + 4x123 + 22104 + x%—i—

+ dxoxs + dxoxs + x% + 2x374 + xi



(6) Na R* diagonalizujte kvadratickou formu
Q(z) = 22129 — dx374

pomoci symetrickych Uprav.
(7) Diagonalizujte kvadratickou formu, jejiz matice
vzhledem ke kanonické bazi je

—2 2 —4
2 -5 —2 |,
—4 -2 -2

a to ortogonalné i symetrickymi Upravami.

(8) Necht ¢ je netrivialni linearni forma na R”. UrCete
signaturu kvadratické formy dané vztahem f5(u) =
¢(u)*.

(9) Popiste vSechny vektory v nulové mnoziné kvadra-
tické formy na R? dané vztahem

flz) = x% — 27179

(10) Popiste vSechny vektory v nulové mnoziné kvadra-
tické formy na R* s matici vzhledem ke kanonické
bazi

o O O =
OO OO
O = OO
o O OO

2. Afinni prostor

Kazdy vektorovy prostor obsahuje privilegovany prvek
- nulovy vektor. VSechny podprostory tento prvek obsahuji



a vSechna linearni zobrazeni ho zachovavaji. Tim padem
ale mnohé pfirozené geometrické pojmy jako naptiklad rov-
nobéznost nebo posunuti nemaji v jazyce vektorovych pro-
storu pfirozené vyjadreni. V tomto oddile nastinime zpusob,
jak tento nedostatek formalné prekonat.

DEFINICE 54. Necht V je vektorovy prostor a W jeho
podprostor. Mnozina A C V, ktera spliuje

YVae AVveW :a+veA

se nazyva afinni podprostor vektorového prostoru V' se
zamérenim V. Mnozinu A zapisujeme také jako a + .

PRIKLAD 35. Pokud V = R?, v = (vy,15) € RE, W =
(v) ax = (71, 25) € R?, pak mnozina
p={(z1,22) + t(v1, v2)[t € R} =2 + (v)
je afinni pfimka, prochazejici bodem (zi, z5). Vektorovym
podprostorem bude pravé kdyz (zq,z2) € W.

PRIKLAD 36. Mnozina feSeni soustavy rovnic Az = b je
xp+N(A), kde xp je partikularni feSeni a N(A) je mnozina
feSeni homogenni soustavy rovnic. Je to tedy afinni prostor
se zaméfenim N (A).

PRikLAD 37. Mnozina

A, i={z ez =(1,x o)}
je afinni podprostor F"*! se zaméfenim
Vi i={z e "z = (0, o) }



DEFINICE 55. Afinni podprostor
Ay ={r cF"" e = (1L,z1,...,2,)}
v "1 pbudeme nazyvat aritmetickym afinnim prostorem.
Jak body A, tak body jeho zaméreni V,, jsou vyjad-
feny jako n-tice Cisel. Abychom mezi nimi snaze rozliSovali,
oznacime
a=lay,as,...,a,) = (1,a1,...,a,)
v =(v1,V2,...,0,) = (0,v1,...,0,)

a mluvit kratce o bodech a vektorech afinniho prostoru.
Rozdil dvou bodu

a—b=lay,...,a,] —[b1,...,by]
= (1,&1,...,6Ln) - (1,b1,...,bn>
= (O,Cll —bl,...,an—bn)
je prvek z V,,, tedy v naSi usporné terminologii vektor afin-
niho prostoru A,,.
Jsou-li a,b dva body A,,, pak pfimku, ktera je spojuje,
|ze zapsat rliznymi zpUsoby:
p={a+s(b—a)lseF}
={ra+sbr+s=1r+secF}
={ra+ sblr,s e F} N A,

Prvni zplsob je standardni parametricky tvar, zakladem
druhého je afinni linearni kombinace ra + sb,r + s = 1



bodl a, b, tieti pak vyjadfuje pfimku jako prunik dvojroz-
mérného podprostoru v F**! a afinniho prostoru A,,. Ana-
logicky je mozné popsat libovolny afinni podprostor v A,,.
Specialné prinik podprostoru 1 < F"*!, popsaného ho-
mogenni rovnici
W= {(xg,x1,...,2n)|a0x0 + @121 + ... + apz, = 0}
(tedy jadra linearni formy) s afinnim prostorem
A, =A{(xo,x1, ..., 2n)|x0 =1}
je mnozina bodu
{lx1, ..., zp)|ao + @121 + . . . apx, = 0},

neboli afinni nadrovina.

DEFINICE 56. Vzdalenost bodul a,b € A, definujeme
jako ||b — al|, kde || - || je norma indukovana standardnim
skalarnim souéinem na F"*!. Prostor A,, s takto definova-
nou metrikou oznacCujeme jako E,, euklidovsky prostor
dimenze n.

LEMMA 28. Necht A € M, 1(F) je matice. Maticové
zobrazeni f4 zachovava mnoziny A, aV,, pravé kdyz ma

A blokovy tvar
1 0
r B )’

kde B € M, (F), r € F". Déle, zobrazeni f. zachovava
vzdalenost libovolnych dvou bodu v E,, pravé kdyz B je
unitarni matice.



DUKAZz. Ma-li A blokovy tvar
b st
r B )’
b st 1\ [(b+ sTx
r B r ) \ r+ Bx

Pokud ma prava strana pro vSechna = € " patfit do A,,
musi byt b = 1 a s” = 0. Plati

(r5)(5)=(50),

takZze zobrazeni zachovava i V,,. Zobrazeni navic zacho-
vava vzdalenosti v A, pravé kdyz zachovava normy vek-
tort z V,,, coz podle posledni rovnosti nastane pravé kdyz
B je unitarni matice. O

pak

DEFINICE 57. Maticové zobrazeni zachovavajici A,, na-
zyvame afinnim zobrazenim. Afinni bazi afinniho pro-
storu A,, rozumime dvojici (a, M), kde a € A,,, M je baze
V... Rekneme, Ze afinni baze je ortogonalni/ortonormaini,
paklize je ortogonalni/ortonormalni baze M.

Uvazujme dvé afinni baze (a, M), (a’,M') v A,, kde
M = {v;}} a M’ = {v/}}. Libovolny bod b € A, Ize zapsat
jako (jednoznacnou) linearni kombinaci prvku jedné i druhé
afinni baze:

n n
_ o 10
b—a+E x]v]—a—kg v,
j=1 i=1



Pokud U je matice pfechodu od M k M’ a r je vektor sou-
fadnic vektoru o’ — a vzhledem k M, pak

n n n
—_— /_ , . .
E zv; = (a' —a) + E T E Wi
i=1 =1 j=1
n n n
f— . . .. / .
= g v + E g UjiT; | V;
j=1 j=1 i=1

Z jednoznacnosti soufadnic vektoru vzhledem k bazi M
plyne

.fL'j = T'j -+ ZUJZ{C;,
=1
coz se da zapsat i maticové ve formé
1y (10 1
x ) \r U x!

Pokud M a M’ jsou ortonormalni baze, je U unitarni ma-
tice.

3. Kvadriky

Kvadrika je mnozina bodd = € A, zadana rovnici
f(z) =0, kde

flx) =a" Az + 26"z + ¢



Zde A je néjaka symetricka matice, b € R", ¢ € R. Podobné
jako v pripadé podprostoru afinniho prostoru, i kvadriku mui-
Zzeme zapsat jako prunik nulové mnoziny kvadratické formy

Qteoa™) = (0 o) (5% ) (%)

s mnozinou A,,. Kvadriku nazveme regularni, pokud je ma-
tice ) regularni. K urCeni typu kvadriky budeme hledat
afinni bazi, v niz bude mit matice této kvadratické formy jed-
nodussi tvar. Urgité existuje matice U takova, ze UT AU =:
D je diagonalni. Pak

I c bl 1 0\
0 U” b A r U )
e+ bTr+rTo+rTAr (BT +rTA)U
= UT (b + Ar) UT AU

je matice (Q vzhledem k nejaké jiné afinni bazi. Nejjedno-
dusSi situace nastane, pokud jsou matice A i

(i %)

regularni. Volba r = —A~'b vede k diagonalizaci matice
kvadratické formy:

c—blA7% 0
0 D )’
pricemz ¢ := c — bT A tbneni 0 a D = diag(\y,..., \,) je
regularni. Oznacime-Ili soufadnice bodu vzhledem k nové



afinni bazi jako 2’7, je rovnice kvadriky v téchto soufadni-

cich
C/ + Z )\Z.T? =0
i=1

. Bod, ktery ma v ¢arkované bazi soufadnice 2/ = 0, bu-
deme povazovat za stred kvadriky. V plvodni bazi jsou
jeho souradnice

()G o) ()
x r U x )7
tedy z =7 + Uz’ = —A~'h.
TVRZENi 14. Necht
eTAx + 207z + ¢ =0

je regularni kvadrika a matice A je taktéz regularni se sig-
naturou (p, q,0). Oznaéme ¢’ := ¢ — bT A='b. Pak
e Je-lid >0aq=0nebocd <0ap=0, jekvadrika
prazdnou mnoZinou.
e Je-lid >0ap=0nebocd <0aq=0,jekvadrika
elipsoidem.
e V ostatnich pfipadech je kvadrika hyperboloid.

Ddlkaz tvrzeni je ihned vidét z diagonalniho tvaru. Pokud
je matice U ortogonalni, jsou Cisla Ay, ..., A\, na diagonale
D vlastnimi Cisly matice A. Potom se da rovnice kvadriky
zapsat ve tvaru

n

Z _)\—é/xf =1,

=1



ktery budeme oznacovat jako kanonicky tvar rovnice elip-

soidu/hyperboloidu. Cisla

;— oznacujeme jako poloosy
elipsoidu/hyperboloidu.

Pokud je f regularni kvadrika, ale matice A je singu-
larni, predpokladejme, Ze nuly jdou na diagonale D jako
posledni. Pak je ale vidét, ze jich nemuze byt vic nez jedna,
jinak by byly posledni dva fadky matice

c+blr+rTb+rTAr (BT +rTAU
UT(b+ Ar) D

linearné zavislé a f by nebyla regularni kvadrika. Musi
proto byt h(A) = n — 1. Pfedpokladejme, ze U je orto-
gonalni matice a oznaéme ¥ = UTh, ' = ULr, D =
diag( A1, ..o, A1), O = (B, b ), = ().

Matice formy (Q ma v tomto oznaceni tvar

c+ b,TT/ + T/Tb + T/TDT, b/T + T/TD
b + Dy’ D

Kdyz oddélime v blokové struktufe posledni fadek a slou-
pec, mizeme matici zapsat jako

¢+ 6T +#Tb+ #TDi + 2b,rs, VT + 77D b,
b + Di D 0
b, 0 0



PoloZme nyni

= —D7'l
ro= i(c = E/TD’lb’),
matice se tim zjednodusi na
0 0 b
0 D 0
b 0 0
a rovnice kvadriky v ¢arkovanych souradnicich je

n—1

> Xl + 20,2, =0

=1
Jedna se o paraboloid, jehoz typ je uren signaturou ma-
tice D. Smérem osy paraboloidu je vektor, ktery Ize v ¢ar-
kovanych soufadnicich vyjadfit jako (0, ...,0,1) a tedy jako
vlastni vektor matice D s vlastnim Cislem 0. V puvodnich
souradnicich ho tedy mUzeme hledat jako vlastni vektor
matice A s vlastnim Cislem 0 (je urCen az na nasobek, pro-
toze h(A) =n —1).

Rozbor singularnich kvadrik nechavame na ctenari.

3.1. Cviceni.

(1) UrCete typ kuzelosecek pouze pocitanim signatur
a determinantu:
(a) 622 — 12y% + 1dzy — 262 + 10y + 8 = 0
(b) 922 + 4% — 6y + 122 — 4y +3 =0
(c) 4 + 2y* + 6y + 22+ 2y +3 =0



U elips a hyperbol urCete jejich stfed, u parabol
sSmer osy.
(2) Urcete kuzelosecku (kvadriku) v R? s rovnici

3% + 2xy 4+ 3y* — 10z — 14y + 7 =0,

napiste jeji rovnici v kanonickém tvaru a vyjadreni
novych soufadnic pomoci starych.
(3) Uréete kuzelosetku v R? s rovnici

x? — 6y + 9y? + 14z — 2y — 27 =0,

napiste jeji rovnici v kanonickém tvaru a vyjadreni
novych souradnic pomoci starych.
(4) Oveérte, ze kuzelosecka

2?4+ 4y Aoy + 4 +2y+3=0

v IR? je parabola, napiste jeji kanonickou rovnici a
urCete jeji smeér osy a souradnice vrcholu.
(5) Urcete nasledujici kvadriku v R?

522 —162y—1622—Ty* —32y2— 72 +62+66y+122+27 = 0,

jeji typ, rovnici v kanonickém tvaru, pfipadné stred.
(6) Urcete nasledujici kvadriku v R3

5a?—dxy+8xz+8y? +4yz+52° — 862 —88y+322+161 = 0,

jeji typ, rovnici v kanonickém tvaru, pfipadné stred.
(7) Urcete nasledujici kvadriku v R3

—x? 4 drz 4+ y* +dyz — 4o + 6y — 142 + 14 =0,
jeji typ, rovnici v kanonickém tvaru, pfipadné stred.






KAPITOLA 12

Jordanuv tvar endomorfizmu

1. Jordanova bunka

Ve vété [27] jsme se dozvédéli, Ze ne v8echny matice
jsou diagonalizovatelné. Prototypem nediagonalizovatelné
matice je Jordanova bunka stupné £ s vlastnim cislem

A1 0 O .00
0O A1 0 .00
00 X 1 .00
Ik =1 .. 0 0 | € My(C)
0 00 O .1 0
00 0 O oA 1
000 O .00
Jediné vlastni Cislo této matice je A, vlastni vektory jsou
nasobky (1,0, ...,0)7, nelze z nich tedy sestavit bazi C*.

Hlavnim smyslem diagonalizace matice je vypocet je-
jich mocnin (a dalSich funkci, jak uvidime). Pokud A =
UDU, pak A" = UD"U™!, a spoc¢ist mocniny diagonalni
matice D je jednoduché. Mocniny Jordanovy buriky nam
pomuze urcit nasledujici lemma:



LEMMA 29 (Binomicka véta). Necht A, B € My (F),
AB = BA. Pak

n

(A+Br=Y" (") Anipi

=0
DUKAZ. Indukci s vyuzitim relaci pro kombinacni Cisla
a komutovani matic A,B. Detaily za cviceni. U

Binomickou vétu aplikujeme narozklad Jy , = AE+Jy,
Cili
n n ) ‘
(AE + Jop)" = Z (]) N (Jok)
=0

Protoze (Jyx)’ je matice s pasem jednicek paralelné s
hlavni diagonalou zacinajicim na pozici 1,5 + 1, je vysle-
dek roven

A" pAnt (TQL)X%Q (S)A"*‘g’ (kg))‘nik+2 (k:);
0 A" A1 (121))\7L72 (kg))\n—ms (kg);

0 0 A" nA" 1

Oy (.

0 0 0 0 . ! (2).
0 0 0 0 ... A nA
0 0 0 0 .. 0 )

kde pro jednodussi zapis uzivame konvenci (’J"”) =0 pro
] >n.
Hlavnim vysledkem této kapitoly je



VETA 49 (Jordandv tvar matice). Necht A € M, (C),

A1, ..., A\, Jeji viastni Cisla o algebraickych nasobnostech
q, - - -, qm- Pak existuje regularni matice U takova, Ze A =
UJsU™1, kde matice J, ma blokové diagonaini tvar
Ky, 0 e 0
0 Kyg .- 0
0 e 0 Kx,.om

kde kazdy diagonalni blok K, € M,(C) ma blokové dia-
gonaini tvar

JAJﬂ 0 0
0 J)\JQ 0
0 0 J)\,kr

kde ky > ... > k.. Matice J, je témito vlastnostmi uréena
jednoznacné.

Postup bude nasledujici. Pro zadany endomorfizmus f
na prostoru V' dimenze n budeme hledat bazi, vzhledem k
niz je jeho matice tvaru J4, tzv. Jordanovu bazi. Nejprve
se omezime na pripad, kdy ma f jediné vlastni Cislo \ a
ukazeme, Ze ma ve vhodné bazi matici K (), n). Poté uka-
zeme, ze V Ize zapsat jako direkini soucet podprostort

V= Wi,
A€o (f)



pricemz dim V), je rovna algebraické nasobnosti vlastniho
Cisla A a f ma na V), jediné vlastni Cislo \.

V dal§im budeme vzdy predpokladat, ze V' je vektorovy
prostor kone¢né dimenze nad C.

DEFINICE 58. Necht f € End(V), A € o(f), oznatme
fr = f—Aly. Zobecnénym vlastnim podprostorem pfi-
slusSnym A\ nazyvame mnozinu

Vy = U Ker f{"

Definice zobecnéného vlastniho prostoru se da napsat
také jako
Vi={veV|ImeN: f*(v) =0}
V nasledujicim lemmatu ukazeme, Ze existuje k£ € N ta-
kové, ze Vy = Ker f}.

LEMMA 30. Necht' F' € End(V'). Pak 3k € N, ZeVl ¢ N
je Ker F* = Ker F*! Im F* = Im F**. Pro toto k plati
rozklad

V = Ker F* @ Im F*,
ktery je invariantni vuci F, pfesnéji feceno F(Ker F*) C
Ker F*, F(Im F*) = Im F*.

DUKAZ. Pokud FV(v) = 0, pak jisté FV!(v) = 0, tedy

Ker F7 < Ker F7*1, V posloupnosti

0<KerF<KerF?<...<KerF’/<KerF'"t <. ..

nemohou byt vSechny inkluze ostré, protoze se jedna o
podprostory v prostoru V, ktery ma konecnou dimenzi.



Pokud % je nejmensi takové, e Ker F* = Ker F**!, a
v € Ker F**! pro néjaké | > 1, pak F'"1(v) € Ker F*! =
Ker F*, tedy F**~1(v) = 0. Opakovanym pouzitim této
Uvahy plyne, 2e v € Ker F¥, &imz je dok&zano prvni tvr-
zeni.

Pokud v = F/*(w), pak také v = F’(F(w)), Cili
Im F7 > Im F’*!, Véta o dimenzi jadra a obrazu pro F*
rika, ze

dim Ker F* + dimIm F* = dim V,

a odtud plyne, ze dim Im F* = dim Im F**!, a tedy nutné
Im F* = Im F¥*1. Tim je dokazano i druhé tvrzeni.

Pro tfeti tvrzeni staCi dokazat, Zze kazdy vektor v €
Ker F* N Im F* uz musi byt nulovy. Takovy vektor Ize ale
psat jako v = F*(w), kde F*(w) = 0, ¢ili w € Ker F?* =
Ker F*. Tedy v = F*(w) = 0.

Pokud v € F(Ker F'*), pak pro w € Ker F* takové, ze
F(w) = v plati 0 = Fkl(w) = F¥(v), tedy v € Ker F*,
Posledni tvrzeni je nejjednodussi: plati

F(Im F*) = Im F*™ = Im F*.
O

Aplikujeme-lilemma na F' = f,, kde A je vlastni Cislo f,
dostavame, ze Ker f¥ je pravé zobecnény vlastni podpro-
stor V. ObycCejny vlastni podprostor je Ker f\, coz je néjaky
(obecné netrivialni) podprostor Ker f¥. Pozdé&ji ukazeme,
Ze dopInék Im f} prostoru V, ve V je pravé direktnim souc-
tem vS8ech ostatnich zobecnénych vlastnich podprostoru.



Nejprve se ale omezime na pfipad, kdy V), je rovno celému
V.

1.1. Cviceni.

(1) Najdéte vlastni podprostory a zobecnéné viastni
podprostory matice Jo . @ Jg .-

(2) Formulujte a dokazte binomickou vétu pro komutu-
jici endomorfizmy f, g € End(V).

(3) Najdéte zobecnéné vlastni prostory matice

1100
0100
00 21
000 2

(4) Sestavte blokové diagonalni 6 x 6 matici J s Jor-
danovymi burikami na diagonale tak, aby dimenze
N (J*) byly postupné pro i = 1,2, 3 rovny 3,5, 6.

2. Nilpotentni endomorfismus

DEFINICE 59. Endomorfizmus F' € End(V') se nazyva
nilpotentni, pokud existuje & € N takové, ze F* = 0.
Nejmensi takové k se nazyva stupen nilpotence endo-
morfizmu F'. Podobné nilpotentni matice je takova, jejiz
néjaka mocnina je nulova matice.

LEMMA 31. Endomorfismus F' vektorového prostoru V
je nilpotentni, praveé kdyZ jeho jediné viastni ¢islo je nula.



DUKAZz. Pokud ma F nenulové vlastni Cislo A\ a pfi-
slusny vlastni vektor je v, pak F7(v) = Mo, takze F7 # 0
pro vSechna j € N.

Pfedpokladejme naopak, ze jediné vlastni Cislo F' je 0.
Podle lemmatu [30| existuje k € N, Zze Im F* = Im F**! a
pokud ozna¢ime W := Im F*, je I’ na W izomorfizmus.
Pokud W # 0, ma F' na W vlastni Cislo, které ale nemuze
byt nulové, pokud je F' izomorfizmus. Musi tedy byt W = 0,
pak ovéem F* = (. O

Lemma opét aplikujeme na f\, které ma stejné vlastni
vektory jako f, ale vlastni Cisla posunutd o \. Tedy f, je
nilpotentni, pravé kdyz jedinym vlastnim Cislem f je A. Pro
lepsi Citelnost oznacme f) jiz osvedCenym symbolem F'.
Mame tedy retézec podprostorl

0<Ker F<KerF?< ... <Ker F*!' < KerF* =V,

Pro libovolné v € V' existuje fetizek vektord

v 5 F) S P )5S

Protoze stupen nilpotence F je k, obsahuje kazdy feti-
zek nejvySe k nenulovych vektort. Posledni nenulovy pr-
vek kazdého fetizku zobrazuje F' na nulovy vektor, je to
tedy prvek Ker F' = Ker f,, jinymi slovy vlastni vektor f
s vlastnim Cislem \. Ostatni vektory v fetizku se nazyvaji
pridruzené vlastni vektory. Definujme stupen pridruze-
ného vlastniho vektoru v jako nejmensi Cislo j takové, ze
Fi(v) = 0.



LEMMA 32. Necht Ry, ..., R, jsou fetizky vektort spo-
jenych nilpotentnim endomorfizmem F a vy, ..., v, viastni
vektory F' v jednotlivych fetizcich. Pak mnoZina R,U. . .UR,
vsech vektori ve vsech fetizcich je linearné nezavisla,
prave kdyZ je linearné nezavisla mnoZina vlastnich vektoru

{v1,..., 0.}

DUKAZ. Pokud je Ry U ... U R, linearné nezavisla,
pak musi byt nutné linearné nezavisla i jeji podmnozina
{v1,...,v,}. Necht naopak existuji vektory wy,...,w, z
Ry U...U R, takové, ze > ¥ rw; = 0, kde v8echna r;
jsou nenulova Cisla. Necht K je maximalni stupen vektoru
z M :={w,...,w,}, vyberme podmnozinu N C M tvore-
nou véemi vektory stupné K. Pak

0= FK-1 (Z riwi) = Z T,-FK_I(UJZ‘)

i=1 w; EN

Protoze vektory F%~1(w;) jsou v Ker F, tvofi podmnozinu
{v1,...,v,}, ktera je linearné zavisla. O

Pokud by existoval jediny fetizek

M = {F*Y(v), F*2(v), ..., F(v),v},



ktery by jiz tvofil bazi V, pak podle definice matice homo-
morfizmu

0 1 0 .0
0 0 1 0

0 0 1
0 0 0 0

a tedy
(f)mm = (F+ALy)yum = Jop + AE = Ty

Kdyz dokazeme, Ze existuje baze, ktera je sjednocenim
mnoziny fetizkd, bude mit vzhledem k této bazi f matici
tvaru

J/\,kl 0 - 0
0 Jug ... O
KA,n = . . . )
0 0 J/\,kr

kde k; jsou délky Fetizk.

LEMMA 33. Necht F' € End (V') je nilpotentni endomor-
fizmus stupné k. Pak existuji fetizky R, ..., R, takové, Ze
RiU...UR, jebazeV.

DUKAZ. Nejprve zkonstruujme bazi Ker F' nasledujicim
postupem:

(1) Zvolime libovolnou bazi M, = {vi,... v, } pro-
storu Ker F' N Im F*~1,



(2) Protoze Im F*~! < Im F*~2, doplnime ji mnozinou
vektoru M2 = {UrlJrl, R 7Ur2} na bazi Ml U M2
prostoru Ker F' N Im F*~2.

(3) Takto dopliujeme az k bazi M; U ... U My_, pro-
storu Ker FNIm F'.

(4) Doplnime  mnozinou  vektord M, =
{vr,_,+1,-..,vr, } Nabazi celého Ker F.

Pro kazdy vektor v € M;, 1 < k existuje w € V takovy, ze
v = F*"(w). Ozname pror; ; < j <r;

R; = {F" " (w),..., F(w),w}

aR;={vj}pror,_; <j<r,. M =R U...UR, je sjed-
noceni retizkd, jejichz vektory stupné 1 (tj. vlastni vektory
F) tvoti bazi Ker F. Podle lemmatu [32]je tedy M linearné
nezavisla. Zbyva dokéazat, ze generuje V.

Predpokladejme, Ze existuje vektor w ¢ (M) a vyberme
mezi vSemi takovymi ten, jehoz stupen 1 < K < k bude
minimalni. Pak FX~1(w) € Ker FNIm FX~! a tedy existuiji
Cislaay,...,ap, ., pronéz

Tk—K+1

FE Y (w) = Z a;v;

J=1

Ke kazdému vektoru v;, 1 < j < ry_x4; existuje v pfislus-
ném fetizku w; takové, ze F5~1(w;) = v;. Pak ale

Th—K+1 Thk—K+1
FET (w— Z ajwj> = FE 1 (w) — Z ajv; =0,

j=1 j=1



nasli jsme tedy vektor w— """ a;w; stupné K —1, ktery
také nelezi v (M), coz je spor s volbou w. O

Tim jsme dokazali vétu pro pfipad nilpotentniho
endomorfizmu, resp. pro pripad endomorfizmu s jedinym
vlastnim Cislem. Jednoznacnost posloupnosti velikosti Jor-
danovych bunék je zfejma, jakmile si uvédomime, Ze se
tyto velikosti daji vyjadrit pomoci dimenzi urcitych podpro-
storl svazanych s endomorfizmem F'. PoCet Jordanovych
bunék velikosti j je roven poctu fetizk( délky j a ten je zase
roven

dimKer FNIm F7~' — dim Ker F N Im F?

PRikKLAD 38. Matice

31 0 —1
020 1
A= 003 0
1 00 4
ma charakteristicky polynom (X — 3)%, takze jedinym vlast-

nim ¢islem matice

0 10 —1
0 -1 0 1
A=3E=114 o0 o
1 00 1

je nula a tedy je to matice nilpotentni. Vidime, ze h(A —
3E) = 2, tedy geometrick& nasobnost vlastniho &isla 3 je

dimKer(A—-3FE)=4—h(A—-3E) =2



Spocteme mocniny A — 3E:

1 -100 000
, [ 1 100, .5 (000
A=8E =1 g o0 |"U3E =100 0
1 100 000

Stupen nilpotence A — 3F je 3 a to bude také délka nejdel-
Siho retizku. Potfebujeme uz jen jeden vektor, abychom
méli Ctyfi do baze, takze zbyvajici fetizek musi mit délku
1. Jordanav tvar matice A je proto

JA =

O OO W
OO W
O W= O
w o OO

Nyni najdeme Jordanovu bazi. Hornim vektorem dlouhého
fetizku muze byt libovolny vektor mimo Ker(A — 3E)?, na-
priklad v = (1,0,0,0)”. Jeho obrazy pomoci (A — 3F) a
(A —3E)?jsou

(A—3E) = (A —3E) =

_ o O O
—_ O = =

Vektor (A — 3F)?v uz je v Ker(A — 3E), které ma dimenzi
2. Libovolny vektor z Ker(A — 3F), ktery neni nasobkem
(—1,—1,0,1)T, muzeme vzit jako zbyvajici fetizek délky 1,
napfiklad (0,0, 1,0)”. Homomorfismus f4 ma pak matici .J



vzhledem k bazi

-1 0 1 0

1 0 0 0
M= ol'lo ' |o] |1

1 1 0 0

a plati
A= (fa)kx = D rm(fa) (D pk =

-1 0 1 0 31 00 0 1 00
1 0 0 0 03 10 0 -1 0 1
00 01 00 30 1 1 00
1 1 00 00 0 3 0 010

V8imnéte si, ze vypocet (A — 3E)3 uz nebyl nutny:
jakmile jsme zjistili , Ze h((A — 3F)?) = 1, bylo jasné, ze v
dalSim kroku musi hodnost klesnout na nulu. V tu chvili uz
bylo také jasné, Ze fetizky budou délek 3 a 1, protoze jsme
z dim Ker(A — 3F) védéli, Ze budou dva a kdyby mély oba
délku 2, pak by stupen nilpotence A — 3F musel byt také 2.
Jordanova baze, jak vidno, neni jednoznacné urena, vzdy
mame urcitou volnost pfi volbé vektoru, které jsou vrcholy
fetizkd.

PRIKLAD 39. Uvazujme vektorovy prostor V =
P"(z,C) a na ném zobrazeni f = L. Je zfejmé¢, Ze je to
nilpotentni zobrazeni stupné n + 1 a ze baze V je tvofena
jedinym fetizkem:

n—2 In—l "
S oy T

I2 €T
0<—1%x<—3<—...<—(n72)!



Vzhledem k této bazi ma tedy zobrazeni matici Jj 1.

Pro V = P*~!(z,C) a f = L, je stupei nilpotence
a Ker f = (1,z). Otekavame tedy dva fetizky. Oba zaci-
naji ve V' \ Ker f* a za jejich zacatky mizeme zvolit néjaké
nasobky 2%*~! a 2?2, Dostavame tedy

0+ 1<«

ﬁ é x2k74 I2k72
T W T T @y Y )

333 xs Z,2/9—3 ka—l
O o 5 5 ... & OE=3) < D)

a matice f ma vzhledem k této bazi (sefazené po fadcich)
blokové diagondlni tvar

Jorg O
0 Jok

Stejné zobrazeni na V = P?(z, C) ma stejnou dimenzi
jadra, takze znovu dva fetizky. Stupen nilpotence je o jedna
vétsi, (x?*) je doplnék Ker f* ve V, jeho obrazy vytvareji
fetizek kongici (2k)!. Druhy vektor fetizku f(z%) = 2kz?*—2
lezi v Ker f*\ Ker f*~1, rozdil dimenzi je ale 2. Sta¢i doplnit
vektor 2%¢~1 a

(72 21 @ Ker f*~! = Ker f*



Druhy fetizek vznikly zobrazenim (néjakého nasobku)
x?*=1 uz spolu s (také pro prehlednost pfeskalovanym) prv-
nim dava bazi V:

2 4 2k—4 p2k—2 2k

015 T Gy & @y & @

m2k73 kafl
k=3 < k=1

0 T4 L« L ...«

a Jordanova matice je
Jogk+1 0O
0 Jok

(1) Napiste vSechny mozné Jordanovy tvary nilpo-
tentni matice 5x5.

(2) Necht V = P!(x,C), f € End(V) je definovano
jako treti derivace f(p(z)) = p”(x). Najdéte Jor-
danovu bazi a Jordanav tvar matice endomorfismu
f.

(3) Existuje na C? nilpotentni zobrazeni stupné 3?

(4) Necht N je nilpotentni matice a M = QNQ .
Co lze fici o nilpotenci, pfipadné stupni nilpotence
matice M?

(5) Necht f je nilpotentni zobrazeni stupné 4. Jaky je
vztah mezi Ker f a Im f3?

(6) Dokazte, ze pokud A, B jsou dvé komutujici nilpo-
tentni matice, pak je nilpotentni i jejich soucet a
soucin.

2.1. Cviceni.



(7) Jsou vSechny nilpotentni matice singularni? Jsou
v8echny singularni matice nilpotentni? Najdéte du-
kaz nebo protipfiklad.

(8) Necht J, je Jordanova bunka stupné £ s vlastnim
&islem 0. Najdéte matici Ji~' a urete jeji Jorda-
ndv tvar a Jordanovu bazi.

(9) Najdete Jordanuv tvar nilpotentni matice

1 =10 0
1 =10 0
3 0 3 -3
4 -1 3 -3
(10) Najdéte Jordanuv tvar matice
2 6 —15

1 1 -5
1 2 —6
(11) Najdéte Jordanuv tvar matice
1 -3 3
-2 —6 13
-1 -4 8
(12) Najdéte Jordan(v tvar matice n x n

1 11 ... 1
0O 11 ...1
0O 01 ... 1



(13) Najdéte Jordan(v tvar matice n x n

1 -1 0 ... 0
0 1 -1 0 °:
Do 0
0 ... 0 1 —1
0 ... 0 0 1

(14) Necht V = M,,(C), S € V, fs € End(V) je defino-
vano predpisem fg(A) := SA — AS. DokaZte, ze
pokud je S nilpotentni matice, pak fs je nilpotentni
endomorfizmus. Plati opa¢na implikace?

(15) Necht p je polynom. Dokazte, ze

7 (k—1)
p(0) p(0) P p((kﬁ?)
k—2
0 p0) p/(0) ”gf_g?)
o -3
p(Jox)=1 0 0 p(0) S
0 0 0 p(0)

(16) Necht A je nilpotentni matice, oznaCme cislem k
maximalni délku fetizku v Jordanove bazi. Pomoci
predchozi Ulohy dokazte, ze dva libovolné poly-
nomy p a ¢ spliuji p(A) = q(A) pravé tehdy, kdyz
p(0) = ¢@(0) pro véechnai € {0,...,k — 1}.

(17) Dokazte, Zze pokud je N nilpotentni matice, pak
FE — N je regularni, a uréete (E — N) 1.



3. Jordanuv tvar

Obratme nyni pozornost k obecnému pfipadu, kdy ho-
momorfismus f miZze mit vice rlznych vlastnich Cisel.

LEMMA 34. Necht' f € End(V). PakV = @, ,(s) Vx-

DUKAZ. Necht A, 1 jsou dveé rizna vlastni Cisla f. Pak

Hh=f-Aly=f.+ -y
Oznacme P, Q nejmenSi Cisla, pro néz je
Vy = Kerff,Vu = Kerfﬁ2
Existence P a () je zaru¢ena lemmatem Protoze f, a
(1 — A1y jsou komutujici endomorfizmy, plati pro né ana-
logie lemmatu 29 tj. binomické véty:
" op
= ( )(u ~ N
o \P
P
Ukazeme nejprve, ze V), NV, = 0. Uvazujme vektor
w € V) = Ker f{. Pak z predchozi rovnice plyne, Ze pfi
oznaceni ¢isla ¢, = —(A — p) (1), pro néz

P
w = Zcpffj(w) € Im f,

Pokud toto vyjadfeni w znovu dosadime do pravé strany,
obdrzime w jako linearni kombinaci vektord f7(w) pro p >
2. Opakovanim tohoto postupu zjistime, ze w € Im f;? =:
W.Zlemmatu30|vime, ze V, N W = 0, tudiz je-liw € V,,,



musi byt w = 0. VedlejSim produktem nasSich Uvah je, ze
pokud je w ve V, pak je i v Im f9, coZ jak vime, je dopInék
V. z lemmatu [30

Tvrzeni véty nyni dokdzeme indukci podle poctu riz-
nych vlastnich Cisel. Pfipad jediného vlastniho Cisla po-
kryva lemma Predpokladejme tedy, ze pro vSechny
endomorfizmy s méné nez m vlastnimi Cisly veta plati a
f ma pravé m vlastnich Cisel. Z lemmatu vime, Ze
fu(W) =W atedyi f(W) C W. Oznatme zlzZeny en-
domorfizmus symbolem [’ := f|y. Kazdé vlastni &islo f’
je zaroven i vlastnim Cislem f, zaroven vime, Ze pokud A
je vlastni Cislo f rizné od u, pak V, € W, je tedy i vlast-
nim Cislem f’. Jinymi slovy, vlastni Cisla f zdzeného na W
jsou pravé vSechna vlastni Cisla f rizna od u. Pro kazdé
takové vlastni Cislo A # u je navic dle zavéru predchoziho
odstavce V, C W.

Z indukéniho predpokladu tedy

Protoze V =V, @ W a o(f) = o(f") U{n}, plyne odtud
tvrzeni véty. U

Dokazali jsme tedy nasleduijici vétu, ktera je alternativni
formulaci véty [49]

VETA 50 (Jordanlv tvar endomorfizmu). Necht f €
End(V). Pak existuje baze V', vzhledem k niZ ma matice
f blokove diagonaini tvar s bloky tvaru Jordanovych bunék



pfislusnych viastnim ¢islim f. Tyto bloky jsou uréeny aZ na
poradi jednoznacné.

Nékolik disledku:

DUSLEDEK 8. Algebraicka nasobnost viastniho cCisla
je rovna dimenzi zobecnéného vlastniho podprostoru a je
vZdy vétsi nebo rovna nasobnosti geometrické.

DUSLEDEK 9. Dve matice jsou podobné, pravé kdyz
maji stejny Jordanuv tvar.

DUSLEDEK 10 (Jordanlv rozklad). KaZdou ctvercovou
matici A Ize jednoznacné zapsat jako soucet Ap + Ay, kde
Ap je diagonalizovatelna, Ay nilpotentni a Ap komutuje s
Apy.

PRIKLAD 40. Necht V = P?%z,y,C) =
(1, z,2% y,9°, xy) a [ = & + y4. Plati

f(1)=0 fly) =y
flx) =1 f?) =2y
fla?) =2z flay) =y+uzy



Matice f vzhledem k bazi K = {1, z,2% y,y* ry}

coococoo
cCooc oo~
cCooc oo
coR oo o
cCnwo o oo
—_o— oo o
I
VR
oW
Qo
N——
I
N

je horni trojuhelnikova, vlastni Cisla jsou tedy rovna dia-
gonalnim elementim, o(f) = {0,0,0,1,1,2} (s nasob-
nostmi). Proto V =1, & Vi & V5, kde dim V) = 3, dim V; =
2,dim V, = 1.

Zobecnény vlastni podprostor V; ma dimenzi 1, je tedy
pfimo vlastnim podprostorem, generovanym vektorem 1>
Prostor V;, nalezneme jako Ker(f — 01y)* pro nejmensi k
takové, ze dim Ker f* = dim Ker f**!. To nastava pro k =

3, pak totiz
3 0 O
4 _(0 (13)’

kde C? je regularni matice. V soufadnicich je Ker A3 =
(e1, e, e3), tedy Vy = Ker f3 = (1, z, 2?). ZaCatkem Fetizku
mUze byt libovolny vektor z V; \ Ker f2, tedy napfiklad 2?2,
jeho obrazy jsou postupné 2z a 2. Tyto tfi vektory tvori bazi
Vo, takZe dalSi fetizky uz ve V; nejsou. To je vidét i z toho,
ze dimKer f = 1.

Zbyva najit fetizkovou bazi ve V;. Vidime, ze Ker(f —
1.1y) = (y), takze mame jen jeden fetizek délky 2, ktery



koncCi vektorem y. Vypocitame

(B—E)* 00 0

2 0 000
(A-1E)" = 0 010 |’

0 000

kde 3 x 3 blok (B — F)? je regularni, takze Ker(A — E)?
(e4,e6). Za zaCatek fetizku Ize proto zvolit napfiklad zy
Ker(f—1y)?\Ker(f—1y), jeho obrazem je (f —1y)(zy)
Y+ay—ry =y.

Celkové tedy mame bazi M = {2, 2z, 2%y, vy, y*}, kde
prvni tfi vektory tvofi bazi V;, dalsi dva V; a posledni V5.
Vzhledem k M ma matice f tvar

m Il

010000
001000
Jog 00 1l ooo0oo0o0o0
o o J 0001710
2.1 000O0T10
00000 2

3.1. Cviceni.

(1) Necht A, B jsou dveé nilpotentni matice typu n x
n. Ukazte, ze pro n = 2,3 miZzete rozhodnout o
tom, zda jsou A a B podobné, pouze na zaklade
jejich hodnosti, ale pro n = 4 uz ne. Ukazte, ze pro
n = 4 vam staci navic znat hodnost jejich druhych
mocnin.



(2) Dokazte, Ze matice

= () (43

jsou podobné a najdéte matici U takovou, ze
UAU! = B.
(3) Najdéte Jordanuv tvar a Jordanovu bazi pro matici

4 =5 2
5 =7 3
6 —9 4
(4) Najdéte Jordanuv tvar a Jordanovu bazi pro matici

0O 0 00
0 -1 00
0 0 —-10
1 0 00

(5) Najdete Jordanuv tvar a Jordanovu bazi pro matici

T1 2 2
14 -1 -1
-2 1 5 -1
11 2 8

(6) Najdéte Jordanuv tvar a Jordanovu bazi pro matici

-1 5 =3 -2
0 4 =3 -2
0 3 -2 -2
0 2 -2 -1



(7) Najdéte Jordanuv tvar a Jordanovu bazi pro matici

2 -1 0 1
1 2 -2 -1
0 3 -2 =2
1 0 -1 0

(8) Najdete Jordanuv tvar a Jordanovu bazi pro matici

-1 1 -1
0 -2 1
0 -1 0
0 -2 2

NN O

(9) Najdéte Jordanuv tvar a Jordanovu bazi pro matici

1 -3 0 3
-2 —6 0 13
0 -3 1 3
-1 —4 0 8

(10) Urcete Jordanovy tvary matic

O a 0 ... O
0 0 a O
0 0 0 a



1 2 n
0 1 n—1
0O ... 0 1
(11) Zjistéte, zda jsou podobné matice
1 2 3 1 00
A=1012|,B=(110
0 01 011
a pokud ano, najdéte matici C' spliujici CAC™! =
B.
(12) Zjistéte, zda jsou podobné matice
1 00 1 01
A= 0 10 |,B=1010
-1 0 1 0 0 1

a pokud ano, najdéte matici C' splnujici CAC~! =
B.

(13) Na prostoru P?(R) najdéte Jordanovu bazi endo-
morfismu F', ktery polynomu p(z) pfifazuje poly-
nom p/(z) — 2?p" (z).

(14) Na prostoru (1,z,y) polynomd ve dvou promén-
nych stupné nejvySe jedna uvazujme endomorfi-
zmus F' definovany na polynomu p(z,y) predpi-
sem

F(p(z,y)) = y%p(x, y)+(1— y)a%p@, Y)



Najdéte jeho Jordanovu bazi a Jordanovu matici.

(15) Na prostoru (1,y, z, x?, zy,y*) polynoml ve dvou
proménnych stupné nejvysSe dva uvazujme endo-
morfizmus F' definovany na polynomu p(z, y) pred-
pisem

F@@wﬂzg%ﬂ&@+§%@w)

Ovérte, ze tento endomorfizmus je nilpotentni, na-
jdéte jeho Jordanovu bazi a Jordanovu matici.

(16) Na prostoru (1, z,y, 22 xy,y*) uvaZzujme endo-
morfizmus F' definovany na polynomu p(x, y) pred-
pisem

F(p(r,y)) = plr +1,y)

Najdéte jeho Jordanovu bazi a Jordanovu matici.

(17) Na prostoru (1, z,y, 22 xy,y*) uvaZzujme endo-
morfizmus F' definovany na polynomu p(x, y) pred-
pisem

0

Flp(o.)) = 2-plo) + 5oplo,0) = 29l + 1)

Najdéte jeho Jordanovu bazi a Jordanovu matici.
(18) Dokazte, ze pro libovolnou Ctvercovou matici A
plati, ze A je podobna A7

4. Exponenciala matice

OzNACENI 1. Standardné znaCime maticové elementy
matice A symbolem a;;. V nékterych ptipadech, napfiklad u



inverzni matice A~!, by oznacéeni element( (napt. a;jl) bylo
zavadejici. Proto budeme znacit ij-ty element matice A v
pripadé potteby také (A);;. Naopak (a;;) bude oznacovat
matici, jejiz elementy jsou a;;.

Pomoci Jordanova tvaru umime spocitat libovolnou
mocninu libovolné komplexni matice a tedy i dosadit ma-
tici do polynomu. Je mozné matici dosadit i do mocninné
fady?

DEFINICE 60. Je-li (B,)22, posloupnost matic z
M, (C), pak matici B € M,,,(C) nazveme limitou
lim,,~, B, posloupnosti, pokud Vi € {1,...,m}, Vj €
{1, . ,Tl} platll llmqi)oo(Bq)zJ = (B)’LJ

Soucet nekonecné fady matic je pak definovan jako li-
mita jejich ¢asteCnych souctl. Definici limity mizeme pre-
formulovat i pomoci zavedeni normy na mnoziné matic
vztahem || B|| := max; ; |(B);;|. Plati

LEMMA 35. Necht' (B,)x2, je posloupnost matic z
M (C). Pak B € M,,(C) je jeji limita, pravé kdyz
lim, o || By — B|| = 0.

DUKAz. Jednoduché cviceni. OJ

DEFINICE 61. Pro libovolnou étvercovou matici A defi-
nujme jeji exponencialu

1
exp A = g aAq
«q!



LEMMA 36. Pro libovolnou Ctvercovou matici je exp A
absolutné konvergentni fada.

DUKAz. Necht A € M,,(C). Pro vSechna ¢ € N plati
nerovnost || A7|| < n?7Y|A||?, kterd se snadno dokaze in-
dukci. Pro ¢ = 1 je tvrzeni trivialni. Pfredpokla dejme, ze
plati pro néjaké ¢ € N. Pak

AT = NAPAT = ] 3_(AD (A

< maXZI inl | (A

< | AJ| max | (A7)
= nflAJ[47) < n) Al

kde jsme v poslednim kroku pouzili indukéni predpoklad.
Pak ale pro libovolné ) € N

Q Q

1 Lsa ot nllAl
) :—, Digl <Y SIAY <D Al =
q! = ¢

:0 q=0

O

VETA 51. Necht A, B,Q € M, (C), Q regularni. Pak
) Pokud AB = BA, pak exp(A+ B) = exp Aexp B
exp A je regularni a (exp A)~! = exp(—A)

2)
3) exp(Q7'AQ) = Q' exp(A)Q
4)

(1
(
(
(4) detexp A =expTrA



DUKAZ. exp A a exp B jsou dvé absolutné konvergentni
fady, jejich soucin exp A exp B je tedy roven fadé

=1 >~ 1 & 1
_(A)q —(B)T — AIBP—9 —
;q! ;r! ;q:zoq!(p—qy
13 (a5
=) = AIBP—1 — Z —(A+ B),
p=0 p! q=0 4 p=0 p!

v posledni rovnosti jsme vyuzili lemma[29] Tim dostavame
prvni tvrzeni. Druhé plyne z prvniho, protoze A a —A ko-
mutuji a exp0 = E na zakladé pfimého dosazeni. Treti je
disledkem vlastnosti QAQ~' = (QAQ™')? a véty o al-
gebre limit.

Posledni tvrzeni dokdzeme pomoci véty o Jordanové
tvaru. Pokud A = QJ4Q~!, kde .J4 je Jordanuv tvar A, pak
plati detexp A = detexp J4 ze tretiho bodu a vlastnosti
determinantu a expTr A = exp Tr J4 z vlastnosti stopy. Z
tvaru mocnin Jordanovych bunék vidime, ze exp J 4 je horni
trojuhelnikova matice, kterd méa na diagonale &isla e, i €
{1,...,n}, kde \; jsou vlastni Cisla A, kazdé tolikrat, kolik
je jeho algebraicka nasobnost (viz téZ nize explicitni tvar
exponencialy Jordanovy bunky). Pak ale

n
detexp Jy = H et = gzt N = TJa
=1



Jordanlv tvar umoznuje explicitné spocitat exponenci-
alu libovolné matice. Pro jednoduchost se vénujme pfipadu
A = QJQ™!, kde J je Jordanova burika stupné n s vlast-
nim Cislem \. Pak J = A\E + N je rozklad na soucet dvou
komutujicich matic, takze diky prvnimu bodu predchozi

expA=Qexp(J)Q™' = Qexp(A\E + N)Q™"
= Qexp(AE)expNQ ™' = Qetexp NQ™*

L5 G
0o 1 4 .. (n_12)!
= Qe : : Q!
0o ... 0 1 &
0 0 0 1

Pokud t € C, lehkym zobecnénim tohoto postupu plyne

t2 tn—1

t

ST ey
0o 1 t .. (;"T;)),
exp(tA) = Qe | P , Q™
0 ... 0 1 t
0 ... 0 0 1

coz, jak za chvili uvidime, je vysledek kliCovy pro feSeni
soustav linearnich diferenciélnich rovnic.

4.1. Cviceni.



(1) UrCete
67

1 -2 1
1 -2 1
1 -1 0

(2) Najdéte néjakou 2 x 2 matici A, ktera splniuje

. [ 6 2
#=(37)

(3) Urcete pro libovolné celé n matici

1 11\"

-1 3

0 t
exp(_to)

pro libovolné ¢t € R bez pouziti Jordanova tvaru,
pouze z definice exponencidly.

(4) Spoctéte

(5) UrcCete
-2 1 2
exp| =1 0 2
-2 0 3

(6) UrCete
4 2 -5

exp| 6 4 -9



(7) Dokazte, ze pro hermitovskou matici H je matice
exp(¢H ) unitarni. Pouzijte definici exponencidly.

(8) Necht p je polynom a J Jordanova bunka stupné
k s vlastnim Cislem 0. Dokazte, ze

Z (k—1)
p(0) p(0) 22 ... ﬁ
—2
0 p(0) p(0) ... (—§>
— k—3
=1 0o o po ... ZP
0 ... 0 0 p0)

(9) Necht A je nilpotentni matice, oznaCme Ccislem k
maximalni délku fetizku v Jordanovée bazi. Pomoci
predchozi Ulohy dokazte, ze dva libovolné poly-
nomy p a ¢ spliuji p(A) = q(A) pravé tehdy, kdyz
p(0) = ¢™(0) pro véechnai € {0,...,k — 1}.

(10) Dalsimi funkcemi, které je mozné definovat radou
na maticich podobné jako exponencialu, jsou goni-
ometrické a hyperbolometrické funkce. Spocitejte

matici
. T—1 1
Sin _1 7T+ 1

4 —15 6
(11) SpocitejteIn | 1 —4 2
1 -5 3



5. Diferencialni rovnice

PRIKLAD 41. Hledame dvé funkce =1, 22 : R — C spl-
Aujici rovnice
dx
d—tl(t) = —1(t) — z2(t)

dx
—2(t) = —4a(t) - wa()
s pocate¢ni podminkou z;(0) = 2, 25(0) = 1. Zadani mu-
zeme kompaktné prepsat jako

i = Av, kde A = ( ;11 j ) ,2(0) = (2,1)

Takova uloha se nazyva homogenni soustavou linearnich
diferencialnich rovnic prvniho fadu s konstantnimi koefici-

enty. UkaZzeme, Ze jeji obecné feSeni ma tvar x = exp(tA) -
C.

DEFINICE 62. Derivaci maticové funkce ¢ : R —
M, (F) v bodé t € R rozumime

g AN ZQO ) _

h—0 h
~ Je zfejme, Ze derivaci maticove funkce Q(t) je matice
(Q(t))sj, jejiz elementy jsou derivacemi maticovych ele-

mentd (Q(t));-

LEMMA 37. Necht P,QQ : R — M,,(F),A €
M,,(F),B € My, (F),R : R — M,,(F), f : R — F a
funkce P, (Q), R, f maji derivaci v bodé t. Pak

dQ(t)




(1) 2(P(t) + Q(t) = “52 + 41

(2) L(Q(t)A) = 9l 4

(3) 4(BQ(t)) = BLY

(4) L(Q(t)R(t)) = “ER(t) + Q(t) 2

(5) L(f(1)Q(1) = %—Q( )+ f(¢ >dQ<“
(6) Pokudm = n aQ(t) je regularni, pak

d S1y ~,dQ(t)
E(Q(t) ) =—Q(t) o

(7) Pro A ctvercovou plati

Q)™

d
7 exp(tA) = Aexp(tA)

DUKAZ. Prvnich pét tvrzeni plyne okamzité z vlastnosti
derivace Ciselnych funkci a definic maticového scitani a na-
sobeni. Pro $esté staci zderivovat vztah Q(¢t)Q(t)™! = E:

d B d o
S(QUREM ™+ )5 (Q1 ) =0

Odtud jiz apravou plyne tvrzeni.
Pro kazdé ¢ > 0 plati

o q 9y, .
|(6Xp(tA))Z]’ < Z |(t+€) ||<A )ZJ| < en(t+€)HAH’

q=0 ¢ N

kde jsme vyuzili stejnou nerovnost jako v zavéru dukazu
lemmatu [36] Ciselna fada exp(tA);; je tedy v okoli ¢ €
R stejpomérné omezena absolutné konvergentni fadou.
Podle véty z matematické analyzy (viz tfeba Rudin: Zaklady



matematické analyzy, véta 7.10) Ize pak fadu derivovat ¢len
po Clenu:

d d s 4 t1 (A9,
—(exp(tA))y; = — Z ———22 = (Aexp(

dt = ! = (g —1)!

¢imz dostavame posledni tvrzeni. O

POzNAMKA 8. Posledni tvrzeni se da také dokazat
Cisté algebraicky prechodem k Jordanovu tvaru exp(tA) =
Uexp(tJ) U™ = Uexp(tD)exp(tN)U™!, kde matice
exp(tD) a exp(tN) explicitné zname.

VETA 52. Necht A € M,,,,(C),z : R — C", c € C". Pak
jedinym resenim soustavy rovnic

i(t) = Ax(t), z(0) = ¢
je x(t) = exp(tA)c
DUKAZz. Plati, ze 2(0) = exp(0)c = Ec=ca
1(t) = Aexp(tA)c = Ax(t)
Pokud by y(t) bylo jiné feSeni stejné Ulohy, pak plati
©(exp(~tAW(1)) = exp(—tA)(1) + (~A) exp(~tA)y (1)
— exp(—tA) [Ay(t) - Ay(1)] =0,

tedy exp(—tA)y(t) = d je konstatni vektor. Protoze y(0) =
¢, plati d = c. Tedy y(t) = exp(tA)c = z(t). O



PRIKLAD 42. Matice A z Uvodu tohoto oddilu je diago-
nalizovatelnd, plati

(S 0)=i(ee) (0 5)(5 )

Reseni soustavy rovnic je pak

()443 (0 2) (D)
1 [ 3e' + 5e
T4 ( —6et+1063t>

Budeme-li interpretovat vektorovou funkci (z1(t),z2(t))
jako pohyb bodu v roviné, pak v souradnicich vzhledem k
Jordanové bazi ma feseni tvar 2 (t) = ce, 24 (t) = dhe 3.
Bod (s,0) na vodorovné ose se tedy z poCate¢niho stavu
vzdaluje s rostoucim ¢asem do nekonecna, bod (0, s) na
svislé ose konverguje k nule. Body mimo osy se pohybuji
po drahach trochu pfipominajicich hyperboly smérem k bo-
diim (%00, 0). Tyto drahy jsou v kazdém bodé x € R? te¢né
k vektoru V4 (z) := Ax a nazyvame je integralnimi kfivkami
vektorového pole V, : R? — RR2.

Kazda 2 x 2 realna matice se dvéma raznymi vlastnimi
Cisly je diagonalizovatelna a jeji vlastni Cisla jsou bud’ obé
realna, nebo jsou komplexné sdruzena. V druhém piipadé



oznaéme \ = k + iw a vytknéme spolecny faktor e:

tA

exp(tA) =@ ( 60 _t,\ ) Q" b=

o eitw "
=€ Q 0 7ztw Q

Unitarni matici uprostfed je mozné unitarni transformaci
prevést na matici rotace a obé matice prechodu sloucit do
jedné:

oy () (i) e ) (1 )e
_ pyth ( cos(tw) sin(tw) ) 1

—sin(tw) cos(tw)

Je vidét, Zze P musi byt redlna matice. Integralni kfivka v
souradnicich vzhledem k bazi ze sloupci P ma paramet-
rické vyjadreni

ik cos(tw) sin(tw) ¢
Yelt) = e ( —sin(tw) cos(tw) C2
Pro k = 0 je to kruznice, pro k < 0 spirala sméfujici k (0, 0),

pro k > 0 spirala smérujici k nekone¢nu.
Jak vypadaji integralni kfivky v ostatnich pfipadech?

VETA 53. Necht A € M,,(C), b : R — C". Pak
v8echna reseni soustavy rovnic

() = Aw(t) + b(t)



jsou x(t) = exp(tA)c(t), kde ¢ : R — C" je funkce splnujici
¢(t) = exp(—tA)b(t).

DUKAZ. Pokud x(t), Z(t) jsou dvé feSeni nehomogenni
soustavy &(t) = Ax(t) + b(t), pak jejich rozdil z(t) — z(t)
je feSenim homogenni soustavy i (t) = Axz(t). Staci tedy
najit partikularni feSeni nehomogenni soustavy. Pokud ho
budeme hledat ve tvaru xzp(t) = exp(tA)c(t), pak dosa-
zenim do rovnice dostavame pravé ¢(t) = exp(—tA)b(t).
Obecné feSeni nehomogenni soustavy je

x(t) = exp(tA)c(t) + exp(tA)d = exp(tA)(c(t) + d),

a protoze 4 (c(t) + d) = ¢(t), maji vdechna fedeni pozado-
vany tvar. O

PRIKLAD 43. Zajimava specialni situace nastava, kdyz
A ma vlastni vektor v s vlastnim Cislem X a prava strana je
ve tvaru b(t) = e'v. Pak

¢(t) = exp(—tA)b(t) = e Ny,

g,

Cili

y(t) = exp(tA)c(t) = ! e N exp(tA)v = ! e
= A = A

Pokud A i u jsou ryze imaginarni, popisuje vysledek perio-

dicky pohyb s thlovou frekvenci ;. a amplitudou Umérnou

#—iA. Cim jsou si A a p blize, tim vice roste amplituda. Do-

stavame tedy jednoduchy model rezonance pfi pusobeni

vnéjsi sily s frekvenci blizkou frekvenci vlastnich kmitl sys-
téemu.



5.1. Cviceni.

(1) Reste soustavu diferencialnich rovnic § = Ay +
f, kde A je definovano v predchozim prikladé a
f(t) = (e*,tsint, cost)T.

(2) Reste soustavu diferencialnich rovnic § = Cy + f,
kde C' je definovano v predpredchozim priklade a
f(t) = (e*,tsint, cost)T.

(8) Obycejnou diferencialni rovnici druhého fadu

y'(t) +ay'(t) + by(t) = 0

preved'te substituci z(t) := y'(¢) na soustavu dvou
rovnic prvniho fadu. Rovnici vyfeste pro pfipad
a = 2, b = 1. Zobecnéte na pripad jedné diferen-
cialni rovnice n-tého fadu, napiste matici vzniklé
soustavy rovnic a jeji charakteristicky polynom.

(4) Reste soustavu diferencialnich rovnic

Y1 = Tyr — 4ys
Yy = 4y1 — y2
s obecnou poc¢. podminkou.
(5) Vyreste soustavu diferencialnich rovnic
T) = —x1 + 13
xh=mx — T3
Th = T9 + T3

s pocate¢ni podminkou z;1(0) = 1, 25(0) = 0,



(6) Vyreste soustavu diferencialnich rovnic

Ty =21+ T3
xh = T2+ T3
xh = 213
s obecnou poc¢. podminkou.
(7) Reste soustavu diferencialnich rovnic

Yy = 2y1 — Sy
Yy = Y1 — 2Uo
s poc¢ateéni podminkou y;(0) = 1, y2(0) = —1.

Reseni zapiste bez uziti komplexnich &isel.
(8) Reste soustavu diferencialnich rovnic

Yy = 5y1 — 3y + €
Yo = Y1 — Y2

s obecnou po¢. podminkou.
(9) Reste soustavu diferencialnich rovnic

Yy = —2y1 + dyo + 2
Yy = —y1 +2y2 + 1

s po€. podminkou 3, (0) = 1, y,(0) = 2.

(10) A je komplexni matice n x n a x(t),...,z,(t)
je n vektord v C™ zavislych na t € R, které
fesi soustavu rovnic z'(t) = Axz(t). Zjistéte, ja-
kou diferenciélni rovnici splfiuje funkce W (t) =
det(z1(t),...,z,(t)) a dokazte pomoci toho, ze
vektory jsou linearné nezavislé pro vSechna t,
prave kdyz jsou linearné nezavislé pro néjakeé t.



(11) Necht f : N — C”" je posloupnost vektort, defi-
nujme operator prvni diference takto: (Af);(i) :=
f;(i+1)— f;(¢) a nasobeni matici A klasicky takto:
(Af);(i) = > ajrfi(i). Ukazte, Ze soustava dife-
rencnich rovnic prvniho fadu Af = Af ma reSeni
f(i) = (A + E)'f(0). Ukazte, ze rekurentni re-
laci tvaru g(i +m) + S5 brg(i + k) = 0, kde
g : N — (' Ize prevést na soustavu m diferenc-
nich rovnic prvniho fadu.






KAPITOLA 13

Tenzory

1. Dualni prostor

Uvazujme vektorovy prostor V' dimenze n a M =
{e1,...,e,} jeho bazi. Vektor v € V ma soufadnice
(vl,...,v") vzhledem k této bazi a budeme ho zapisovat
jako

n
v = E v'e; =: v'e;
i=1

Zavadime zde nékolik novych konvenci: indexy u souradnic
piSeme nahofe, indexy u bazovych vektort dole, vynecha-
vame znaménko sumy pres stejny index vyskytujici se jed-
nou nahote a jednou dole. Pokud M’ = {e},... €} jejina
baze a A je matice prechodu od M k M’, pak

=1

Prvni vyjadfeni pochazi z definice matice prechodu,
druhé opét rozSituje nasi konvenci: fadkovy index matice



prechodu piSeme nahote a sloupcovy dole, sumu pfes i vy-
nechavame. Treti bod tvrzeni[9} nejprve bez sumaéni kon-
vence a poté s ni, nabyva tvaru

n

Uj = Z(A%Z’U/l = Az'l}/i

=1
nebo téz
U/j _ (A—l)jvi

(2

DEFINICE 63. Necht V' je vektorovy prostor nad F. Vek-
torovy prostor V* := Hom(V, F) vSech linearnich forem na
V' se nazyva dualni prostor k V.

Pokud dim V' = n, pak podle véty [18|dim V* = n, baze
V' a V* maji proto stejny pocet prvkl. Je dokonce mozné je
zvolit v urcitém smyslu synchronizované:

DEFINICE 64. Baze
M={e,...,e,} CV
M*={e',....e"}CcV*
nazyvame vzajemné dualni, pokud plati
, , lprot =
i) = ot =
eles) =9, {Oproi;«éj

V definici jsme dale rozsifili indexovou konvenci na
prvky baze v dudlnim prostoru: piSeme je s indexy nahore.



Plati totiZ pro libovolny v € V

e'(v) =€ <Z vje]) = Zvjei(ej)
j=1 j=1
DRLER
j=1
Cili i-ty prvek dualni baze M* prifadi vektoru z V' jeho i-
tou souradnici vzhledem k M. Pro lepSi pochopeni jsme ve
vyrazech zachovali sumy, se sumacni konvenci by stejné
odvozeni bylo zapsano
e'(v) = €' (vVe;) = e (e) = v/ 8 =o'

Od nynéjSka uz budeme vzdy uzivat sumacni konvenci.

Prvky V* jsou linearni formy, nékdy se uziva také pojmu
linearni funkcionaly nebo kovektory. Pokud o € V* je ko-
vektor, pak Cisla

a; :=afe)proie{1,...,n}
jsou jeho hodnoty na bazi a diky vété [16] jej jednoznacné
zadavaji. Pro libovolny vektor v € V
a(v) = alv'e;) = v'a(e;) = v'ay

LEMMA 38. Necht M = {e;,...,e,} je baze V, a €
V*. Pak Cisla (ay, ...,a,) = (a(er),...,a(e,)) jsou rovny
souradnicim kovektoru o vzhledem k M*.

DuUkAz. Plati

a(v) = a' = qe'(v) = (ze')(v)



pro libovolny vektor v € V. Tedy zobrazeni o a o;e z
Hom(V, F) jsou si rovna. O

Pokud V' = ", oznatme K jeho kanonickou bazi a
K*:={e", ..., "}

bazi k ni duélni. Zobrazeni ¢ tedy pfifazuje vektoru z € F»
jeho i-tou slozku.

PRIKLAD 44. Necht V = R?, M = {(3,2),(4,3)} =
{eq, e2}. Prvky dudlni baze M* = {e!,e?} Ize zapsat jako
el = ag! + be?, €2 = ce! + de?, kde a, b, c, d jsou néjaka
Cisla. Podminky na dualni bazi fikaji, ze

e'(er) = ag'(e1) + be’(e1) = 3a+2b=1
e'(ey) = ac'(eq) + be?(eq) = 4a+3b =0
e*(e1) = ce'(e1) + de*(e)) = 3c+2d =0
e*(eg) = cet(ey) +de?(ey) = 4c+3d =1

To je vlastné maticova rovnice

a b 34 (10
c d 23) \0 1)
Cili tloha na inverzni matici. Jejim vypoctem dostavame du-

alni bazi {3e! — 4e2, —2¢! 4 322}

LEMMA 39. Necht M* = {e',...,e"}, M* =
{e', ..., €"}, jsou baze V* dudini k bazim M a M', A je



matice pfechodu od M k M', o € V*. Pak
el = (A_l)é»ej
o = Ao
DUKAZ. Pokud v € V, pak v = (A~")}v/. ProtoZe v/ =
el (v), v"* = €"(v), plyne odtud
¢"(v) = ((A™)je) (v)
neboli rovnost zobrazeni ¢ = (A~")%¢’. Podobné
o) = ale) = Alale;) = Ala;
U

Doposud odvozené transformacni vztahy mizeme shr-
nout do tabulky:

Transformace maticové tenzorove
prvky baze V el = en( A el = Abe,
prvky baze V* e =3, (A7 )b € = (A7Y)rel
souf. vektoru  (v)%, = (v)T,(A™HT V" = (A"

souf. kovektoru ()i, = (o), A ol = Alay,

Vidime z ni, ze typ transformace objektu je urcen polo-
hou indexu. Objekty s indexem dole se transformuji pomoci
matice A, tzv. kovariantné. Objekty s indexem nahore se
transformuji pomoci A%, tzv. kontravariantné.



DEFINICE 65. Necht V., W jsou dva vektorové prostory,
¢ : V. — W je homomorfismus. Pak zobrazeni ¢* : W* —
V* definované vztahem

¢*(a) =aod
nazyvame dualni homomorfismus k homomorfismu ¢.

LEMMA 40. Necht ¢ : V. — W je homomorfizmus,
M Cc V, N C W jsou baze, B = (¢)nu je matice ho-
momorfizmu. Pak (¢*)y-n+ = BT. Homomorfizmy ¢ a ¢*
mayji tedy stejnou hodnost.

DUKAz. Oznatme M = {e;} a N = {f,}. Matice B je
definovana predpisem

n

$(e) = (B)aifa = Bifa

a=1
Jak vidno, indexova konvence pro matice homomorfizmu je
stejna jako pro matice pfechodu. Z definice dualniho homo-
morfizmu plyne

(0" (f)(e:) = f(d(es) = Bif(fa) = B{6) = B,
Na druhou stranu
(Bie")(e;) = Blo; = B,

tedy kovektory ¢*(f7) a Bie* maji stejné hodnoty na bazi
M atudiz jsou si rovny. Po prepisu do tradicni formy

0"(f7) = Ble" =Y (B )ye"

k=1



je vidét, Ze skute¢né (¢*) -y~ = BT. O

1.1. Cviceni.

(1) Necht M = {(1,1),(1,-1)} je baze R?, najdéte
soufadnice « := ! + 2¢? vzhledem k M.

(2) Najdéte bazi M C R? k niz je baze {3¢' —
g2, —8¢! + 3¢?} dudlni.

(8) V prostoru R? se standardnim skalarnim souc¢inem
uvazujme vektory u; = (4,1), us = (3,1) a defi-
nujme kovektory ¢‘(v) := (u;,v) pro i = 1,2. Na-
jdéte bazi dualni k {e!, e?}.

(4) Kovektory «, 3,y maji vzhledem k bazim M a M’
vyjadreni

Oé:61+62+63:€/1+6/2
5:61—6326/2+6/3
y=el = ¢l 4B

UrCete matici pfechodu od M k M.
(5) Necht ¢ : R? — R?® je homomorfismus zadany
svou matici vzhledem ke kanonickym bazim:

10
0 2
11

Najdéte matici ¢* vzhledem k dudlnim bazim k
{(1,0,1),(0,1,0),(1,0,0)} a {(1,2),(1,3)}.

(6) Necht M = {(1,1),(2,3)}, N =
{(1’071)7(07171)7(0707 1)}’ ¢ : R2 —> Rg Je



homomorfizmus, jehoZz matice vzhledem k bazim

M aN je
1 -2
-2 4
—1 2

UrCete matici ¢* vzhledem ke kanonickym bazim.

(7) Necht ¢ : R? — R? je endomorfismus definovany
vztahy 6((3.2)) = (1,1), ¢((4,3)) = (1,~1). Ur-
Cete matici dualniho endomorfizmu vzhledem ke
kanonické bazi a bazi {2 — 2, 3! — £2}.

(8) Na prostoru P?(R) uvazujme linearni formy ¢ :
p(z) — p@(0), i € {0,1,2}. Dokazte, Ze
{e, el e} je baze a najdéte bazi k ni dualni.

(9) Na prostoru (P"(z,R))* najdéte matici pre-
chodu od baze {p(0),p'(0),...,p"™(0)} k bazi
{p(1),p'(1),....p"(1)}.

(10) Necht V' je vektorovy prostor vSech realnych po-
lynomu stupné nejvySe n, a uvazujme navzajem
rizna Cisla c,...,c, € R. Ovéfte, Ze mnozina
zobrazeni M = {Fy,...,F,}, kde F; : V — Rje
definovano F;(p) = p(c;), tvofi bazi V*. Ovéfte, ze
mnozina {po, . . . p, } tzv. Lagrangeovych polynom0

— (z —¢))
pl(x) = HJ#Z (Cz' — Cj)
tvofi dualni bazi k M.

(11) Necht V, W jsou vektorové prostory konecné di-

menze. Dokazte, Ze zobrazeni F' : Hom(V, W) —



Hom(W*,V*), které homomorfizmu ¢ pfifazuje

jeho duélni homomorfizmus F(¢) := ¢*, je izo-
morfizmus vektorovych prostord Hom(V,W) a
Hom (W™, V*).

(12) Dokazte, Zze pokud maji dvé linearni formy na
prostoru koneCné dimenze stejné jadro, pak jsou
jedna nasobkem druhé.

2. Tenzorovy souéin

DEFINICE 66. Necht XY jsou mnozinya f : X — T,
g : Y — F dveé funkce na téchto mnozinach. Jejich tenzo-
rovym soucinem rozumime funkci

fRg: X xY =T
H(w,y) = f(2)g(y)

Tenzorovy sou€in neni komutativni (f(z)g(y) #
f(y)g(x), dokonce to ani nemusi byt definovano, pokud
X #Y), ale je asociativni:

(f@g)®h)(x,y,2) = f(x)g(y)h(z) = (f@(g@h))(z,y, 2)
Ma tedy smysl psat prosté f ® g ® h. Plati také
((rifi+r2fo) ® g)(z,y) = rifi(2)g(y) + rafo(z)g(y) =
=ri(f1®g)(x,y) +r2(f2 ® g)(z,y)

a podobné v druhé slozce, je tedy bilinearni, nebo pfi roz-
Sifeni na vice nez dva cCinitele multilinearni.



Tenzorovy soucCin dvou linearnich forem ¢ : V. — F a
¥ 'V — T je bilinearni forma ¢ ® 1, ktera splfiuje

(¢ @) (v, w) = (v)Y(w)

Jsou-li ¢ = €%, ) = e? prvky baze M*, pak
(' ® &) (v, w) = v'w’

Je-li A € M, (F) matice, pak

(aije’ @ &) (v, w) = a;;v'w’
je bilinearni forma, jejiz matice vzhledem k bazi M je A. Po-
prvé vidime vyraz, kde jsou dvé dvojice indexu, pres které
se sCita. Narozdil od matice prechodu, u niz nas konvence
,<donutila“ psat fadkovy index jako horni a sloupcovy jako
dolni, u matice bilinearni formy musime pséat oba indexy
dole.

Tenzorovy soucin k linearnich forem je k-linearni forma

(viz zacatek kapitoly [9). Mnozinu vSech k-linearnich forem

na vektorovém prostoru V' oznaéme symbolem 7 (1). Pak
tenzorovy soucin definuje také zobrazeni

@ T,(V) x T,(V) = T, y(V)

LEMMA 41. Necht M = {ey,...,e,} je baze V.
Oznacme
eti=et®... @ e T, (V)
—_———
q
Mnozina

(M*)? = {e*®a,...,be {1,...,n}}



tvofi bazi prostoruT,(V') aVT € T, (V') plati
T =T, e
kde
Ta...b — T(eau s 7617)

jsou souradnice T vzhledem k (M*)?. Pokud M' =
{€},... e} a A je matice pfechodu od M k M’, pak

e/a...b —_ (Afl)a o (Afl)ber...s

T S

TO/L...b - AZ s AZTT'S

DUKkAz. Podle definice tenzorového soucinu

e b(v, Jw) = v’
Pak ale
T(v,...,w) =T %,, ..., w’e) =
=Tp 0. . w’ = (Ty 4™ (v,...,w0)
Vztah plati pro libovolnou g-tici vektorl v, ..., w, takze T' =

T...»e*. Odtud zaroven plyne, ze (M*)? generuje T, (V).
Pokud by existovala &isla S, ;, pro néz S, ,e** = 0, pak
po dosazeni vektoru e, . .., es do levé strany plyne

(Sa‘_.be“‘“b)(er, ces€s) = Sa b0 .. =5 ,=0,

s

Cili vSechny koeficienty musi byt nulové a (M*)? je takeé li-
nearné nezavisla.



Multilinearita tenzorového soucinu dava

debt=eg.. . @b =
= (A% ®... @ (A Het = (A2 (A7)0

7 S T S

a posledni tvrzeni plyne z

T, ,=T(e,...,e) =
=T(Ale,, ..., Ajes) = Al ... AJT, 4

O
Tvrzeni mimojiné fika, Zze soufadnice g-linearni formy
vzhledem k bazi (M *)? jsou totozné se soufadnicemi mul-
tilinearni formy vzhledem k bazi M zavedenymi na zaCatku
kapitoly[9] Protoze volba M uréuje M*, potazmo (M*)?, ma

tato zjednoduSena terminologie smysl.

Pokud 75, @ Si;.+ jsou soufadnice T' € T,,(V) a S €
T,(V) vaci M, pak

(T®S)ab.t = Tup. kSt

jsou soufadnice ' ® S € T,.,(V) viéi stejné bazi, jak je
lehce vidét z lemmatu.

PRIKLAD 45. Pokud « je kovektor, pak se jeho sourad-
nice transformuji podle vztahu

o, = Ala,.
V maticovém zapise to mizeme prepsat na

(Oé)]j;[’ = (O‘)ﬂA’



kde («)?, je fadkovy vektor soufadnic v vici M. Srovnejme
tento vztah s transformaci souradnic vektorU

(U)M = A(U)]y[l nebo téz (U)TA}/ = (U)%I(Ail)T

Matici (A~!)7 se fika matice kontragredientni k A.
Pokud g je bilinearni forma, pak se jeji souradnice trans-
formuiji podle vztahu

g(llb = AZAzgrs
V maticovém zapise to mizeme prepsat jako
G' = ATGA,
kde interpretujeme soufadnice G' = (g,5) jako matici biline-
arni formy vzhledem k M.
Pro trilinearni formu 7' mizeme interpretovat sourad-

nice T,;,. bud jako n x n x n krychliCku Cisel, nebo jako
radkovy vektor matic

(leca T2bca s aTnbc) = (((Tl)bc)a ((T2)bc)a SRR ((Tn)bc))
Transformacni vztah
T} = ALAAUT,
se pak da prepsat jako
(Ty,...,T)) =

= <i CLﬂATﬂA, i aigATﬂA, ceey i CLmAT,,TzA>

i=1 i=1 =1



Samozfejmé nas nic nenuti vzit jako ,maticové” indexy
zrovna ty dva posledni a jako ,vektorovy“ ten prvni. Za-
vedeni matic 7; je jenom pocetni a notacni pomucka, coz
je zddraznéno i tim, ze jsme v poslednim vztahu nepouZili
sumacni konvenci a zapsali elementy a,; matice A tak, jak
jsme zvykli z dfivéjska.
2.1. Cviceni.
(1) Je zobrazeni
@ : T, (V) x Ty(V) = Tp14(V)
prosté? Je na?
(2) Najdéte souradnice trilinearni formy (¢! ® £? @ &)
vzhledem k bazi {(1,1), (1,2)}.
(8) Necht M = {(1,3),(1,2)} je baze R?,

.= ((§ 5 ) (o 1))

jsou soufadnice ftrilinearni formy vzhledem k
M. Najdéte jeji souradnice vzhledem k M’ :=
{(2,3),(3,5)} ve stejném formatu.

3. Kovariantni a kontravariantni tenzory

VETA 54 (Dual dualu). Necht V' je vektorovy prostor
konecné dimenze nad F. Pak existuje izomorfismus V' a
(V*)*, ktery nezavisi na volbé baze ve'V .

DUKAZz. Necht v € V. Definujme homomorfismus f, :
V* — R, jehoz hodnota f,(«) pro libovolnou linearni formu



je rovna Cislu a(v). Plati, ze f, je linearni forma na V*,
protoze Vo, g € V*, Vr, s € F plati
folra+sp) = (ra+sf)(v) = ra(v)+sB(v) = rfo(a)+sfo(P)
Méame tedy zobrazeni
OV = (V)
v f,
Toto zobrazeni je homomorfismus, protoze Vv, w € V,
Vr,s € F, Va € V* plati
[@(rv + sw)](@) = frotrsw(@) = alrv+ sw)
=ra(v) + sa(w) = rf,(a) + sfu(a)
= r[®(v)](e) + s[®(w)](e)
Zobrazeni ®(rv + sw) a r®(v) + s®(w) se rovnaji pro

vSechna a € V*, jsou tedy totozna.
Dale ovérime, ze ¢ je prosté. Podle definic

Ker® = {v € V|®(v) =0} = {v € V|Va € V", f,(a) = 0}
={veV|Vae V", a(v) =0}

Pro kazdy nenulovy vektor v ale existuje linearni forma «,
pro kterou a(v) # 0. Stai napfiklad zvolit doplnék W pro-
storu (v) ve V a definovat a(u + rv) = r pro libovolné
u e W ar € F (ovéfte sami, Ze takto definované « je line-
arni forma). Tedy Ker ® musi byt nulovy podprostor.
Protoze dim V' = dim V* = dim(V*)*, musi byt (diky
vété o dimenzi jadra a obrazu ®) izomorfismus. Byl defino-
van bez vybéru baze, ¢imz je tvrzeni dokazano. O



Zobrazeni ® se nazyva kanonickym izomorfismem V'
a (V*)*. Umoznuje ztotoznit prvky V' (vektory) a (V*)* (,ko-
kovektory®), v jistém smyslu vyhlasit rovnopravnost vek-
toru a kovektoru: kovektor je zobrazeni na vektorech, vektor
je zobrazeni na kovektorech. Tuto rovnopravnost mizeme
zdaraznit i zavedenim zobrazeni

(Vi VXV F
(v, a) = (v, @) == a(v) = [2(v)](a) = v(w),

kterému se obvykle fika parovani vektort a kovektorl. P¥i-
rozend baze (M*)* ve (V*)* je ztotoZznéna pfimo s bazi

M = {ey,...,e,} a definici dudlni baze mizeme pak za-
psat pomoci parovani jako
(e;, ') = 5;

V souradnicich se pak parovani vektoru v a kovektoru «
vyjadfi vztahem

(v,a) = (V'e;, aze’) = v'a(e;, ) = viajéf = vl

Neplette si parovani (zobrazeni V x V* — F) se skalarnim
soucCinem (zobrazeni V' x V — T)!
Poznamky:

(1) Prostory V' a V* jsou samozfejmeé také izomorfni,
protoze maji stejnou dimenzi. Jednim z moznych
izomorfismu muZze byt zvolit ve V' bazi M a vektoru
v € V pfirfadit kovektor a € V*, jehoz soufadnice
(a)pr jsou rovny (v)y,. Pro rizné baze M C V
dostaneme ale rGzné izomorfismy a vzhledem k
tomu, Ze obecné neni zadna baze lepsi nez jina,



zadny kanonicky izomorfismus mezi V' a V* nee-
xistuje.

(2) V nekonecné dimenzi neni obecné zobrazeni ®
na, mame tedy jen kanonické vnoreni V do
(V*)~.

Chapeme-li vektory jako linearni formy na kovektorech,
muGzeme definovat prostor 7%(V') véech g-linearnich forem
na kovektorech, tzv. multivektort. Zcela analogicky jako v
lemmatu [41] dostavame

LEMMA 42. Necht M = {ey,...,e,} je baze V.
Oznaéme

Cah =€ R...0¢e € TIV)
N————
q
MnozZina
M1 :={eq pla,...,be {1,...,n}}

tvofi bazi prostoru T(V') avVT € TY(V) plati

T =T%"%, ,,
kde

T =T(e ... e

jsou souradnice T vzhledem k M? Pokud M' =
{€},..., e} a A je matice pfechodu od M k M’, pak

/ _ar s
e, ,=Ar ... Aje, s

T/a“'b — ((A)—l)a o ((A)—I)Z;Tr...s

T



PRIKLAD 46. Soufadnice bivektoru ¢ = ¢%e, ® e, €
V ® V se transformuji podle predpisu
g = (AT(A g™
Definujeme-li matici bivektoru jako (G);; := ¢“, pak se da
transformacni vztah zapsat jako
G/ _ A—1G<A71>T
Soufadnice trivektoru 7 = T%%, ® e, ® e.lze cha-
pat jako n x n x n krychlicku, nebo jako fadek matic
(T, ..., T,), kde (T});x := T%*. Pak je (T7},...,T.) rovno
(S (A AT (AT, S (A7) AT T (A7)

=1

Multilinearni formy oznacujeme také jako kovariantni
tenzory a multivektory jako kontravariatni tenzory. Nejo-
becnéjsi typ tenzoru je kombinaci téchto dvou typu:

DEFINICE 67. Necht V' je vektorovy prostor. Symbolem
T?(V') oznaCime mnozinu vSech zobrazeni
T:V"x .. xV'xVx...xVe=R,

-~ -~

p q
ktera jsou linearni v kazdém argumentu. Mluvime o mno-
ziné p-krat kontravariantnich a g-krat kovariantnich ten-
zord na V' nebo téz o tenzorech typu (p,q). Cislo p + ¢
se oznacuje jako stupen tenzoru. Soufadnicemi tenzoru
T € TP(V) vzhledem k bazi M C V' rozumime

a..b .__ a b
T =T(e ...,€e" ery... €s)

O dolnich indexech hovofime jako o indexech kovariant-
nich a horni se nazyvaji indexy kontravariantnimi.




Na smiSenych tenzorech mame definovan tenzorovy
soucin
®:TP(V) x TH(V) = TEF(V)
a souradnice vzhledem k M jsou ve skute¢nosti souradni-
cemi vzhledem k bazi M? x (M*)?v TP(V):
T = Tf::‘sbea R..0Re®...Qe° = Tﬁ"‘ber"‘s

.8 “a...b

TP(V)=V®..0VV'®...V",

-~

p q

které vyjadfuje, Ze libovolny tenzor typu (p, q) Ize zkonstru-
ovat jako linearni kombinaci tenzorového soucinu p vektor(
a g kovektord.

PRIKLAD 47. Prostor T} (V) = V ® V* je piirozené zto-
toznén s prostorem End (V') vSech endomorfismt na V. Pr-
vek v ® a, kde v € V a a € V*, definuje linearni zobrazeni
fosa 'V — V pfedpisem

foga(u) = (u, a)v = a(u)v.

Odpovida to vlastné castecnému dosazeni do druhého ar-
gumentu zobrazeni

1RQa:VxV* = F

Bazi {e; ® ¢/]i,5 € {1,...,n}} v T} (V) v tomto ztotoznéni
odpovida standardni baze na End(V') z textu za vétou[18]
nebot

(e; @e)(e) = eiéi,



tedy matice endomorfismu e; ® e’ vzhledem k bazi M =
{e1,...,e,} ma na pozici ij jedniCku a vSude jinde nuly.
Endomorfismus 7" := T}e; ® ¢/ ma na bazi hodnoty

T(er) = (Tie; ® ) (ex) = Tiesd], = Tie,

jeho matice vzhledem k M je proto 77, kde horni index cha-
peme jako radkovy a dolni index sloupcovy. VSimnéte si,
Ze to je stejna konvence jako pro matice prechodu. To neni
prekvapivé, vzhledem k tomu, ze matice prechodu se da
definovat jako specialni pfipad matice endomorfismu. Od-
tud je také jasné vidét, ze pritazeni T} (V) a End(V) je
opravdu izomorfismus. Kroneckerovo delta §; je pak ma-
tice identického endomorfismu, ktera je vuci kterékoli bazi
stejna, rovna jednotkové matici:

(Lv)(ex) = Opes = ex

VETA 55. Necht V je vektorovy prostor, M =
{er,...;en}, M = {e},... e} dvé baze v nem, T' ¢
T7(V). Pak

T = (AT (ATHAL AT

Dukaz spociva jen v dosazeni vztaht e/, = Ale, a e =

(A~1)reb do definice soufadnic.

PRIKLAD 48. Smiseny tenzor f typu (1, 1) se transfor-
muje predpisem f = (A~'); A’ f¢. Pro matici ' s elementy
(F)ap == f§ z toho dostavame

F'=A'FA



tedy vlastné standardni vztah pro zménu matice endomor-
fismu pfi zméné baze. -

Soutadnice smi$eného tenzoru T = T}’ ¢; ® e; @ €* typu
(2, 1) mGzeme zapsat napriklad jako n-tici matic s elementy
(Ty);i := T} . Pak

T, = (ADu(AT'TA)

=1
Pro tenzor typu (1, 2) se soufadnicemi zapsanymi mati-
cemi (1;); := T}, mame

n

T, =Y (AD)u(A7'TiA)

=1
3.1. Cviceni.
(1) Necht V =R? u = (1,2),v = (1,-1), T : V* x
V* — R je zobrazeni definované

T () = ¢(u)ip(v) — 20(v)i(u)

Ovérte, Ze se jedna o tenzor, najdéte jeho sou-
fadnice vzhledem ke kanonické béazi a vzhledem
k bazi {(—2,1),(1,1)} a ovéfte rovnost pomoci
transformacniho vztahu.

(2) Necht M = {(1,3),(1,2)} je baze R?,

.= 1 o) (0 1)



soufadnice tenzoru T' € T?(R?) vzhledem k M,
definované predpisem (7). := T}’. Najdéte jeho
soufadnice vzhledem k M’ := {(2,3), (3,5)}.

(3) Necht M = {(1,3),(1,2)} je baze R?,

. @m= (g o). (0 7o)

soufadnice tenzoru T € T, (R?) vzhledem k M,
definované pfedpisem (7;);. := T,. Najdéte jeho
soufadnice vzhledem k M’ := {(2,3), (3,5)}.

4. Zdvihani a spousténi indexu
Pokud do k-tého kovektorového argumentu tenzoru

T:V'x...xV*xV x...xV =R,

~
q

~
p

z TP(V') dosadime pevny kovektor o, vzniklé zobrazeni

Ti=T(,. ..., ....)

je linearni ve v§ech zbylych argumentech oznacenych tec-
kami, je to tedy tenzor typu (p — 1, ¢). Specialné ¢asteCnym
dosazenim vektoru v € V' do bilinearni formy g dostavame
linearni formu

g(-,v): V> F
u— g(u,v)



TVRZENI 15. Necht g je regularni bilinearni forma na
V. Pak zobrazeni

by V= V*
v g(,v)
je izomorfizmus prostora V-a V'*.

DUKAZz. Vzhledem tomu, ze V a V* maji stejnou di-
menzi, sta¢i ukazat, ze b, je prosté. Necht' ¢(-,v) je nulovy
kovektor, pak pro vSechna u € V' je g(u,v) = 0. Vyjadiime
g vzhledem k bazi M = {ey,...,e,} adosadime za u = ¢;,
pak

g(u,v) = glei,v'ej) = vgy; =0
Protoze (g;;) je regularni matice, musi véechna v/ nulova a
tedyiv = 0. O

NejCastéji se s timto izomorfizmem setkavame, kdyz V'
je reéiny vektorovy prostor a g = gupe® ® e’ skalarni soudin
na ném, pouziva se také termin metricky tenzor. V sou-
fadnicich mame

byv = (bgv)iei = (gijei ®e)(-,v) = gijvjei,

tedy kovektor b,u ma soufadnice (b,v); = g;;v7. Proto se
zobrazeni v, nazyva spusténi indexu a oznacuje odpovi-
dajicim hudebnim symbolem.

Definujme bivektor ¢g=! = g¢%e, ® ¢, jehoZ soufad-
nice spliuji ¢“°“g, = 0, Cili matice skalarniho soucinu g
a bivektoru ¢g~! jsou navzajem inverzni. Dosazenim trans-
formacnich vztaht pro bilinearni formy a bivektory snadno



odvodime, ze tato definice nezavisi na volbé baze. VUci or-
tonormalni bazi {e,} je i g** jednotkova matice a tedy g—*
je pozitivné definitni symetricka bilinearni forma na V*, tzv.
dualni metricky tenzor. Zobrazeni

By V=V

a7l a),
které v soufadnicich nabyva tvaru
oo = (ﬂg@)iei = (gijei ®ej)(-a) = gijajeia
tj. (f,0)" = g” «j, nazyvame zdvizeni indexu. Protoze
(0gv)" = g7 gjuv" = 0" =o',

je 1, inverzni izomorfizmus k b,.

Muzete se divit, proC se vibec zaobirame situaci, kdy
(g9ap) neni jednotkova matice, kdyz ortonormalni bazi Ize
zavést pro kazdy skalarni soucCin. Existuji tfi oblasti, kvuli
nimz je dulezité naucit se pocitat s obecnym metrickym ten-
zorem. Jsou to krfivocaré systémy souradnic, kde se met-
ricky tenzor méni v prostoru (je to vlastné tenzorové pole),
specialni teorie relativity, kde neni pozitivné definitni (mlu-
vime o pseudometrickém tenzoru), a analyticka mecha-
nika, ktera se popisuje pomoci pojmu symplektické geome-
trie, v niz je ,skalarni soucin“ antisymetricky. Nase formu-
lace se da snadno adaptovat i na tyto tfi odliSné situace. '

Obvykle se misto (b,v); piSe pouze v; a misto (f,c)’
pouze o', odtud nazev spousténi a zdvihani indexu. Je di-
lezité mit na paméti, ze obecné se naptiklad Cislo v ne-
rovnd Gislu v3, ale islu gs;v°. Rovnost nastane pouze tehdy,



kdyz je (g.) jednotkova matice, tedy v¢ jsou soufadnice
vuci ortonormalni bazi.

Zdvihat a spoustét indexy je mozné i u tenzora vyssiho
stupné. Necht T' € T3(V). Pak tenzor T'(b,-,-,-) € TE(V)
ma souradnice

Tabc = T<b96a7 eb7 60) = T(glliei7 eb7 ec) = gaiTibc

Pigeme T, misto 77, protoze existuji je$té daldi dva ten-
zory
T('> bg'? ')’ T('v K bg') € T12(V)
se soufadnicemi
Tb c Tbc

které od sebe potrebujeme umét odlisit.

V definici [49] jsme zavedli adjungovany operéator neboli
adjungovany homomorfizmus. V mirné modifikovaném zna-

¢eni, kde rozliSujeme skalarni souciny na obou prostorech
pismeny g a h, plati, Ze ke kazdému homomorfismu

¢:(V.g) = (W,h)
existuje homomorfismus
¢" - (W.h) = (V. g)
definovany Vv € V, w € W predpisem
9(v, ¢'(w)) = h(¢(v), w)

Adjungovany homomorfizmus ma uzky vztah k homomorfi-
zmu dualnimu z definice [65}



VETA 56. Necht ¢ : (V,g) — (W, h) je homomorfismus
prostoru se skalarnim soucinem. Pak

th = ﬂg oo o
DUKAZz. Podle definic Vv € V, Vw € W plati

9(v, 4[¢" Orw)]) = (v, ¢" brw)) = (d(v), brw) = h(¢(v), w)
Podle definice ¢' je tedy

9(v, §[&" brw)]) = g(v, &' (w))

pro kazdy vektor v, musi tedy platit ¢'(w) = t, o ¢* o by (w)
pro kazdy vektor w. 0J

Pokud pracujeme se souradnicemi vzhledem k ortonor-
malni bazi, jsou matice zobrazeni b, a t, jednotkové a ma-
tice homomorfismu ¢' a ¢* jsou obé rovny transponované
matici k matici homomorfismu ¢. Tvrzeni lemmatu [40]a po-
sledni tvrzeni lemmatu [26]jsou tedy vzajemné konzistentni.
Jinymi slovy, dualni a adjungované zobrazeni je totéz, po-
kud identifikujeme prostor V' a jeho dual V* pomoci zdvi-
hani/spousténi indexu skalarnim soucinem.

4.1. Cviceni.
(1) Dokazte, ze zdvihani a spousténi indexu jsou izo-
metrie prostort (V,g) a (V*, g7 1).

5. Symetrie tenzoru a kontrakce

DEFINICE 68. Necht T € T,. Pak definujeme upl-
nou symetrizaci, resp. Uplnou antisymetrizaci tenzoru T



pfedpisem Vuy,...,v, € V

1
[s(T))(v1, . .., vg) i= J > T(wo1), - - - Up(g)): TESP.

PESy

Ta(D)](v1, .- vg) == = > sg0(p)T(Vp(1), - - - Vo(a))

Snadno se ovéfi, ze

TTAOTA =TA
g OTTg = Tg

mpomg=mgomy =0

Obé zobrazeni jsou tedy projekce na dva podprostory, pod-
prostor S, (V) = S9(V*) tplné symetrickych kovariantnich
tenzor(l a podprostor A, (V) = A?(V*) Gplné antisymetric-
kych tenzoru, v jejichz praniku je pouze nulovy tenzor.

Pro ¢ = 2 definice fika, ze

1
[7s(T)]ap = §(Tab + Toa) =: T(av)

ma(T) o = 5(Tos ~ Ti) = Tiay
Zde jsme zavedli tradi¢ni zavorkovou notaci pro symetri-
zaci a antisymetrizaci indexd. Zjevne plati T,y = T{se) a
Tiay) = —Thq), tedy matice (T(.)) je symetricka a matice
(Tiay) antisymetrickd. Vlastnost T, = T{qp) +1ja5 Zn@amena,
Ze kazdy tenzor typu (0, 2) je mozné (jednoznacné) rozlozit



na jeho symetrickou a antisymetrickou ¢ast

T="Tpe"®Re = Tiapye® @ e + Tiape” @ e
1 1
= T(ab)é(ea e+ e’ @et) + T[“b]§<ea ®e — e ®e?)
— T(ab)e(ab) + ]‘v[ab}e[ab}

Linearné& nezavislych tenzort el je pravé tolik, kolik je
dvouprvkovych mnozin &isel z {1,...,n}, tedy (}). Poet
tenzort e(*®) se zase rovna po&tu dvouprvkovych kombinaci
s opakovanim z {1,...,n}, tedy ("}'). Soucet obou Cisel
je n?, coz je rovno dimenzi Ty (V), jak jsme mohli predpo-
kladat na zakladé véty o dimenzi spojeni a praniku.

(Anti)symetrizaci indexd mizeme zavést i pro tenzory
vys§ich stupna:

1
T(a...b) = Z T(p<€aa s 765))
q!

PESy
1
7ﬁ[a.‘.b] = a Z Sgn(p)T(p(eaa s 761)))7
pESy
kde p(eq,...,€e,) znamend preuspofadani posloupnosti
vektorl e, . . . , e, permutaci p. (Anti)symetrizaci prvkl baze

{em*} v TO(V) dostavame prvky e a el*-¥], které tvofi



baziv S1(V*) a A1(V*). Je vidét, ze
-1
dim S9(V*) = (” T )

q
dim A9(V*) = (Z)

Pro ¢ > n tedy uz zadné netrividlni Uplné antisymetrické
tenzory nejsou, zatimco prostor Uplné symetrickych tenzoru
je nenulovy pro vSechna q. Pro ¢ > 2 stale plati, ze S9(V*)N
A%(V*) =0, ale narozdil od pfipadu ¢ = 2 je

dim S4(V*) + dim AY(V*) < dim T} (V),

tedy existuji tenzory, z nichz po odecteni Uplné symetrické
a Uplné antisymetrické Casti jesté néco zbyde.
(Anti)symetrizaci miZzeme Uplné stejné zavést i pro kon-
travariantni tenzory, pfipadné pro tenzory smisené. U smi-
Senych ma ale smysl provadét ji pres indexy stejného typu.

DEFINICE 69. Necht V' je vektorovy prostor, {e,} je
baze V,p>0,q>0,i€{1,...,p}, j€{1,...,q}. Zobra-
zeni

Cyj - TP(V) — TP (V)
T—T(..,e". .. €. .)

v J

se nazyva kontrakce (nebo téZz zUzeni) pres i-ty kovari-
antni a j-ty kontravariantni index.



Definice samoziejmé predpoklada, Ze pres index a se
sCita. Na volbé baze {e,} nezdlezi, protoze

T(e, e ...)=T(A%, (A71)%c,..)) =

= 0T (ep, €%, ...) = T(ep, €, ...)

Soufadnice tenzoru C;;(T) jsou zjevné 1% .
Parovani kovektoru w a vektoru v Ize zapsat pomoci
tenzorového soucinu a kontrakce:

Cii(w @) = (wRv)(eq, ) = wie'(eq)v7e;(e)
= wt? 0,67 = wv' 8! = wie' (VVe;) = (w,v)
Analogicky Ize vycisleni libovolného tenzoru 7' typu (p, q)
na libovolnych argumentech psat jako
T,...,w)=(Co...cC)TRVX...xwW),
—_——
p+q

kde C' jsou kontrakce podle odpovidajicich dvojic indexu.
Pomoci zdvihu a spusténi indexu je pak mozné defino-
vat kontrakci pres libovolné dva indexy: tenzor

CoT = CllT(bg'a ) )
ma souradnice
Ta ac _ gaiTmC — ngaic — Taac'

Pokud je T' Uplné symetricky, pak se vSechny jeho kon-
trakce rovnaji,

Ta ac _ gaiTiac — gaiTcm _ Tc a apOd.

a ?



Je-li T Uplné antisymetricky, jsou vSechny jeho kontrakce
nulové, nebot diky symetrii g,, mame

Ta ac __ gaiTmC — gai(_Taic) — _giaTaiC — _,-Tz'ic

5.1.
(1)

Cviceni.
Necht ¢ = ! +2¢2 € (R?)*. Definujme tenzor typu
(2,1)

T(u,0,9) = (¢ @) (v,u)

Najdéte jeho souradnice vzhledem ke kanonické
bazi.
Necht a = (1,—1) € R? Definujme tenzor typu
(1,2)

T(u, ¢,1) = ¢(u)(a) — 2¢(a)i(u)

Najdéte jeho soufadnice vzhledem ke kanonické
bazi. Najdéte souradnice C;T vzhledem ke kano-
nické bazi.

Necht a = (1,2) € R? se standardnim skalarnim
soucinem. Definujme tenzor typu (2, 1)

T(u,v,v) = (a,u)p(v)

Najdéte jeho souradnice vzhledem ke kanonické
bazi. Pomoci zdvihu/spusténi indexu prevedte
T na kovariantni tenzor a spoctéte souradnice
jeho uplné antisymetrizace vzhledem ke kanonické
bazi.



(4) Necht T je tenzor typu (2,2) definovany predpi-
sem

T(u,v, 9, ¢) = ¢p(u)(v)
UrCete soufadnice tenzoru 7'(-,-,e',-) vzhledem
ke kanonické bazi a k bazi {(1,1), (1,0)}.
(5) Uvazujme V = R? se standardnim skalarnim sou-
¢inem, w = (3,1), T : V* x V x V — R je tenzor
definovany

T (¢, u,v) = ¢(w)(u,v)

Najdéte jeho souradnice vzhledem k bazi
{(1,0),(1,1)} a vyjadrete je jako dvojici ma-
tic.

(6) (3) Necht a = (a',a?) € R? a T je tenzor typu
(1,2) na R? definovany pro ¢,v € (R?)*,u € R?
vztahem

T(¢, v, u) = ¢(a)y(u) — P(a)d(u)

(a) Ukazte, Ze T je antisymetricky v prvnich dvou
argumentech.

(b) Najdéte souradnice T' vic¢i kanonické bazi a
zapiste je jako dvojici matic.

(c) Napiste transformacni vztah pro zménu sou-
fadnic tenzoru 7" pfi pfechodu do néjaké baze
M.

(d) Pomoci tohoto transformacniho vztahu
najdéte souradnice tenzoru T vuUCi bazi

{(2,1),3, D}

1



(7)

Necht V je vektorovy prostor dimenze n. Uplné an-
tisymetricky tenzor z A?(V*) se nazyva p-forma.
Vnéjsim soucinem rozumime zobrazeni, které p-
formé « a ¢-formé [ prifazuje p + g-formu

alf = —(p ;q)!q!WA(oz ® fF)

Dokazte, Ze se jedna o bilinearni, asociativni zob-
razeni, pro které plati gradovana komutativita

aAf= (=18 A
Ukazte dale, ze plati

aO=—ay, " N...Né"
p!
Vektorovy prostor A(V*) := @,_, A?(V*) spolu s
operaci vnéjsiho soucinu se nazyva vnéjsi alge-
bra. Je to zakladni algebraicky objekt pro teorii vi-
cerozmérné integrace.

Necht v € V, a € APV*. Vnitfnim soucinem v a
a rozumime (p—1)-formu charakterizovanou pred-
pisem

(@) (u,...,v) = alv,u,...,w)

Dokazte, ze se jedna o bilineérni zobrazeni, které
splnuje

(@) iyl + twiy, =0

(b) (iva)a...b - Ulaia...b

(©) iv(a A B) = (iya) A B+ (=1)Pa Aiy(B)



(d) Pokud w € V*, e,a := w A o € APT1V* pak
€€y +eue, =0
ivEw + Ewly = (U, w) 1av+)

(9) Necht V' je vektorovy prostor dimenze n a w €
A™(V*), tzv. top-forma. Dokazte, Ze v bazi {¢;} se
da w zapsat jako

w=MXe' A A€,
kde \ je néjaké Cislo, a ze veliCina \, ktera za-
stupuje vSechny souradnice w, se pfi zméné baze
transformuje podle predpisu
N =det(A)N,
kde A je matice prechodu.
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