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cviceni 9

Piedpoklddejme, ze S je plocha v R3. Riemannova metrika na plose S piifazuje kazdému bodu
s € S skaldrni soucin g5 na tetném prostoru 755 takovy, Ze pro kazdou mapu p(u1,us) na S jsou
funkce

gij(u17u2) ‘= 9p(ui,u2) (pumpu]') ;L] € 1,2

hladké. Symbolicky tuto Riemannovu metriku (ve zvolenych souradnicich) zapisujeme jako vyraz
ds? := gi1 du% + 2g12 dug dus + goo dug.

Budeme uvazovat vektorovy prostor M3 = {z = [z, 71, z2]|z; € R} s kvadratickou formou
Q(z) = —a¢ + 2% + x3 s Minkowského signaturou (1,2). Kvadratickd forma @ zadavd dvoulisty
hyperboloid {z € M?3|Q(z) = —1}. Jeho hornf list ozna¢ime Hs, tedy

Hy = {[wo, 71, 72] € M3 — 25 + 23 + 25 = —1,2¢ > 0}.

V kazdém bodé definujeme Riemannovu metriku jako zizeni formy ) na tecény prostor.

Piimky na Hs definujeme jako pruniky rovin prochéazejicich pocatkem s Ho. Useéky definujeme
jako souvislé omezené useky primek.

Grupa SO(2, 1), kterou definujeme jako podgrupu vsech reguldrnich matic generovanou mati-
cemi tvaru

1 0 0 coshu sinhu 0
0 cosu sinu a sinhu coshu 0],
0 —sinw coswu 0 0 1

tvori grupu piimych izometrii plochy Hs s Riemannovou metrikou.
Mnozina U = {¢ = u + iv € C||¢| < 1} spolu s Riemannovou metrikou

4
ds® = 5 (du® + dv®)

se nazyva Poincarého model hyperbolické roviny.
Zobrazeni

®(uo) = (

je stereografickou projekci mezi diskem U a hyperboloidem Hs a je isometrii vzhledem k piislusnym
Riemannovym metrikam.
Mnozina H; = {[z,y] € R?|y > 0} spolu s Riemannovou metrikou

1+ u2 + 0?2 2u 2v
1—u2—02"1—u2—v2"1—u2—122’

1
ds® = E(da{" + dy?).
se nazyva polorovinovy Poincarého model hyperbolické roviny.
Zobrazeni, které bodu z = x + iy € H, prifazuje bod ( = v+ iv € U, pro ktery plati

zZ—1

<:z+i

je isometrif mezi Hy a U vzhledem k pfislusnym Riemannovym metrikdm a jeho inverze ma tvar

i(1+¢)

1-¢

Zobrazeni tvaru
az+b
cz+d’

o(z) = a,byec,d e R, ad—bc=1



tvorf grupu primych isometrii H, (grupa se nazyvd Mobiova grupa).
Mno#zinu v roviné nazveme zobecnénd kruznice, pokud je to bud kruznice, nebo piimka. Kazdou
zobecnénou kruznici v komplexni roviné lze popsat rovnici

azz —wz —wZ+c=0, |w|*>ac, a,c € R,w € C.

Piislusnd mnozina feseni je primka pravé kdyz a = 0.

Jsou-li P = [0,a],@ = [0,b], a < b dva body v hyperbolické roviné a c(t) = (0,t),t € (a,b)
Usecka, ktera je spojuje, pak mé kfivka c nejkratsi délku mezi vSemi regularnimi kfivkami v H,
které zac¢inaji v bodé P a koné¢i v bodé Q.

V libovolném modelu hyperbolické geometrie je plocha hyperbolického trojihelnika s dhly
«, 3,7y rovna

m—(a+B+7).

Priklady

1. Dokazte, ze Riemannova metrika na Hy definovand vyse je pozitivné definitni. (0,5 bodu)

2. Spoctéte stabilizator bodu i € Hy v grupé piimych izometrii H, . (0,5 bodu)
3. Ukazte, ze g(¢) = ¥ 1<—_aag je izometrie Poincarého modelu hyperbolické roviny, pro 6 € R,
a€C,lal <1 (1 bod)
4. Ukazte pro zobrazeni ¢(z) = ‘CIZZIZ, "(z) = Z,/zzjrrdb:, ze o o ' mé koeficienty, které odpovidaji
koeficientim
a b\ [(d ¥V
c d)\d d)’
(0,5 bodu)
5. Ukazte, ze zobrazeni ¢, = z + a a @3 = Bz, kde 8 > 0, jsou izometrie H . (0,5 bodu)

6. Dokazte, ze prvky Mobiovy grupy pievddi zobecnéné kruznice na zobecnéné kruznice. (1
bod)

7. Jaky je obsah trojihelniku ABC, pokud v8echny jeho vrcholy lezi v nekoneénu, t.j. vSechny
jeho strany jsou rovnobézné? Nacrtnéte takovy trojuhelnik v Poincarého disku a vSechny
moznosti takového trojihelniku v polorovinovém modelu hyperbolické geometrie.

(0,5 bodu)

8. Jaky obsah m4 ctyidhelnik ABCD v H,y, jehoz strany jsou tvofeny piimkami - polo-
kruznicemi se stiedy v bodech —2r, —r,r a 2r s poloméry ve stejném potradi 4r,r,r a 4r,
pror € R. (0,5 bodu)

9. Jaké je vzdélenost bodi A = [0,2] a B = [v/3,1] v H,? (0,5 bodu)



