Geometrie, NMAG204 13/14

cviceni 7

Hladké zobrazeni f : S; — S5, pokud pgl o f op;1 je pro kazdé dvé mapy p; : O — Si,
p2 : Oy — S5 hladé zobrazenim otevienych podmnozin R?.
Ozna¢me G matici prvni fundamentéalni formy p; a G matici prvni fundamentélni formy f o py

e isometrické

— pokud zachovava délku kiivek
— délka c(t) je stejnd jako délka f(c(t))
-G=G

e konformni

— pokud zachovava uhly mezi kiivkami
— pro kazdé dvé kiivky je tihel mezi c(t) a €(t) stejny jako tihel mezi f(c(t)) a f(€(f))
— G = \G, kde X je kladnd funkce na O

e zachovava velkosti ploch

— pokud je velikost kazdé plochy S C S stejna jako velikost plochy f(S)
— det G = det G

Isometrické plochy - existuje isometricky difeomorfismus mezi nimi.

Piimkova plocha - méjme danu fidici kiivku c(u) a fidici smér a(u), které jsou pro kazdé u
linedrné nezavislé, piimkové plocha je pak vyjadiena jako p(u,v) = c(u) + va(u).

Gaussova ktivost

hi1hos — h? det H
K = R1RkRg = 117°22 212 = ¢
911922 — Jia det G

Stfedni krivost

K1t R hi1g22 — 2h12g12 + h22911

H =
2 2(911922 - 9%2)

Rozvinutelna plocha m4 nulovou Gaussovu kfivost.

Priklady

1. Napiste izometrii mezi kuzelem p(u,v) = [ucosv,usinv,u], u € RT,v € (0,27) a rovinou.

(0,5 bodu)

. Uvazujme mapu helikoidu p;(u,v) = [coshucosv,coshusinv,u] a katenoidu ps(u,v) =
[ucosv,usinv,v], u € R, v € (0,27). Je zobrazeni p;(u,v) na pa(sinh u, v) izometrie?

(0,5 bodu)

. Ukazte, ze stereografickd projekce je konformni zobrazeni. (0,5 bodu)

. Ukazte, ze kruhovd inverze je konformni zobrazeni. (0,5 bodu)

. Méjme sféru s mapou p(u,v) = [cosucosv,sinucosv,sinv], u € (0,27), v € (=5,%) a

rovninu s mapou p(u,v) = [u, h(v),0], kde h'(v) # 0. Jak je nutné zvolit h(v), aby bylo
zobrazen{ dané rovnosti parametru ze stéry do roviny zachovdvalo velikost ploch? (0,5 bodu)

. Méjme sféru s mapou p(u,v) = [cosucosv,sinucosv,sinv] a rovinu s mapou p(u,v) =
[h(v) cosu, h(v)sinu, —1], w € (0,27), v € (=5, F) tak, ze f- f' # 0. Jak je nutné zvolit
h(v), aby zobrazeni sféry do roviny
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(a) bylo konformni? (0,5 bodu)
(b) zachovavalo velikost ploch? (0,5 bodu)

. Ukazte, ze Mercatorova projekce ze sféry do roviny dana

. . 1 1+sinv -
f:p(u,v) =[cosucosv,sinucosv,sinv] = |u,=In|[ ———— | | = p(u,v)
2 1 —sinv

je konformni zobrazeni. 0,5 bodu
J

. Dokazte, ze Mercatorova projekce nezachovava velikosti ploch. Pro lepsi zapamatovani to-

hoto faktu muzete vyfesit ,,Mercator puzzle“

http://gmaps-samples.googlecode.com/svn/trunk/poly/puzzledrag.html (0,5 bodu)

. [C] Ukazte, ze hyperbolicky paraboloid z = 2% —4? je pifmkovou plochou generovanou dvémi

ruznymi tiidami pifmek. Je hyperbolicky paraboloid z = xy piimkovéd plocha? (0,5 bodu)

Najdéte parametrizaci plochy tecen dané kiivky c(t), t € I, za jakych podminek je plocha
teCen regularni? Jaka je jeji prvni fundamentalni forma? (1 bod)

Najdéte plochu tecen a jeji atlas pro Sroubovici (acost,asint,bt), ¢ € R. Nacrtnéte ji a
naleznéte jeji 1. fundamentalni formu. (0,5 bodu)

Pro plochu tecen s F{dici kiivkou c(t) ukazte, ze v kazdém bodé povrsky ¢ = konst. m4 plocha
stejnou normalu. (0,5 bodu)

Jsou plocha tecen Sroubovice a rovina izometrické? Pokud ano, najdéte hledanou izometrii.
(0,5 bodu)

Ptimkovou plochu tvofenou piimkami protinajicimi dané dvé kiivky c; a co a rovnobénymi
s danou rovinou p nazveme konoid. Najdéte atlas plochy dané

(a) osou z, §roubovici [cost,sint,t], t € (0,27) a rovinou zy, (0,5 bodu)

(b) pifmkou [z,0,1], z € R, kruznicf 22 + y? = 1 a rovinou yz. (0,5 bodu)

Urcete prvni a druhou zdkladni formu plochy néjaké mapy elipsoidu i—z + g—z + i—; = 1. Urcete
Gaussovu a stiedni kiivost v bodé [a, 0, 0]. (1 bod)

Uréete Gaussovu a stfedn{ kiivost pro dvé riizné mapy paraboloidu z = a(z?+y?) pro a > 0:

e pi(u,v) = [u,v,a(u® +v?)], u,v €R a

e pro mapu vzniklou rotaci kiivky c(t) = [t,0,at?], t € R okolo osy z.
Vysledek interpretujte. (1 bod)

Urcete hlavni kfivosti na rotacni plose. Jaka je podminka, aby Gaussova kiivost byla kon-
stantni? Vyjmenujte plochy s konstantni Gaussovou kiivosti K = —1,0, 1. (1 bod)

Urcete Gaussovu kiivost obecné primkové plochy, ukazte, ze nikdy nenf kladnd. (0,5 bodu)

Vypoctéte Gaussovu kiivost pseudosféry s mapou

p(u,v) = [e” " cosv, e “sin v,/ V1— e 2dt].
0

(0,5 bodu)

Uréete funkci f(t) tak, aby byla plocha s mapou p(u,t) = [f(t) — 2u,tf(t) — 2tu,u + ut?]
rozvinutelnou. (0,5 bodu)



21. Je dé4na plocha S; a Sy = S +al, kde a € RT a N je jednotkovy vektor normdly plochy
S1. Kdy je zobrazeni plochy S7 na Sy dané rovnosti parametru konformni? (1 bod)

22. Ukazte, ze pfimkovou plochou s nulovou stfedni kiivosti je kromé roviny pouze plocha
hlavnich normal sroubovice. (1 bod)

23. Ukazte, Ze rotacéni plochou s nulovou stfedni kiivosti je kromeé roviny pouze katenoid (plocha
vznikla rotaci Fetézovky). (1 bod)



