
Teorie mı́ry a integrálu 2, zimńı semestr 2025-2026
Seznam vět z přednášky

1. Konstrukce Lebesgueovy ḿıry

Připomeneme:
• Necht’ (X, ϱ) je metrický prostor, pak borelovské množiny B(X) tvoř́ı nejmenš́ı σ-algebru
obsahuj́ıćı otevřené množiny.
• µ je borelovská mı́ra na Rn, je-li to mı́ra na (Rn,B(Rn)).
• Necht’ a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn. Množinu

W =
{
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn : ai < xi < bi pro všechna i = 1, . . . , n

}
,

a také každou množinu, která vnikne záměnou libovolného ”<” za ”≤”, nazveme n-buňka. Objem
n-buňky definujeme jako 0, je-li W = ∅, a jako vol(W ) = Πn

i=1(bi − ai), je-li W ̸= ∅.

Věta 1.1 (Rozš́ı̌reńı elementárńıho objemu, Věta 1.3 z TMI1). Existuje právě jedna borelovská
mı́ra Ln na Rn taková, že pro každou n-buňku W plat́ı Ln(W ) = vol(W ).

Jednoznačnost ve Větě 1.1 plyne z věty o jednoznačnosti mı́ry z TMI1, nebot’ systém n-buněk
je uzavřený vzhledem k pr̊uniku, Sk := (−k, k)n ↗ Rn a Ln(Sk) < ∞, a nejmenš́ı σ-algebra
obsahuj́ıćı všechny n-buňky je rovna borelovské σ-algebře B(Rn).

Nyńı vybudujeme teorii potřebnou pro d̊ukaz existence Lebesgueovy mı́ry.

Definice. Necht’ X je neprázdná množina. Pak funkce µ∗ : P(X) → [0,∞] je vněǰśı mı́ra na X,
pokud

(i) µ∗(∅) = 0;
(ii) jsou-li A, B ⊂ X, A ⊂ B, pak µ∗(A) ≤ µ∗(B) (monotonie);
(iii) jsou-li An ⊂ X, n ∈ N, pak µ∗(∪∞

n=1An) ≤
∑∞

n=1 µ
∗(An) (spočetná subaditivita).

Př́ıklady:
(i) Nulová mı́ra, Diracova mı́ra v bodě, aritmetická mı́ra jsou vněǰśı mı́ry.
(ii)

µ∗(A) =

{
0, A = ∅;
1, A ̸= ∅,

je vněǰśı mı́ra, ale neńı to mı́ra na R.
(iii)

L∗(A) = inf

{ ∞∑
n=1

vol(In) : A ⊂
∞⋃
n=1

In, In otevřený interval

}
, A ⊂ R,

je vněǰśı mı́ra na R.

Definice. Řekneme, že množina A ⊂ X je µ∗-měřitelná, pokud

∀T ⊂ X : µ∗(T ) = µ∗(T ∩A) + µ∗(T \A).

Znač́ıme
Aµ∗ = {A ⊂ X : A je µ∗ −měřitelná} .

Poznámky:
• Vždy plat́ı µ∗(T ) ≤ µ∗(T ∩A)+µ∗(T \A), stač́ı tedy požadovat µ∗(T ) ≥ µ∗(T ∩A)+µ∗(T \A).
• Je-li µ∗ vněǰśı mı́ra na X, Y ⊂ X, pak restrikce µ∗ ↾Y : A 7→ µ∗(A ∩ Y ) je rovněž vněǰśı mı́ra
na X a plat́ı Aµ∗ ⊂ Aµ∗↾Y .

Věta 1.2 (Caratheodoryova). Necht’ X je neprázdná množina a necht’ µ∗ je vněǰśı mı́ra na X.
Pak Aµ∗ je σ-algebra, µ := µ∗ ↾Aµ∗ je mı́ra a prostor (X,Aµ∗ , µ) je úplný.
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Př́ıklad: Uvažujme vněǰśı mı́ru

µ∗(A) =

{
0, A = ∅;
1, A ̸= ∅

na množině X. Pak Aµ∗ = {∅, X}.

Definice. Necht’ (X, ϱ) je metrický prostor. Řekneme, že vněǰśı mı́ra µ∗ na X je metrická, pokud
pro každé dvě množiny A,B ⊂ X splňuj́ıćı dist(A,B) > 0 plat́ı µ∗(A ∪ B) = µ∗(A) + µ∗(B).
Připomeňme, že dist(A,B) = inf{ϱ(a, b) : a ∈ A, b ∈ B}.
Věta 1.3 (µ∗-měřitelnost borelovských množin). Necht’ µ∗ je metrická vněǰśı mı́ra na metrickém
prostoru (X, ϱ). Pak B(X) ⊂ Aµ∗.

Definice. Symbolem On budeme značit množinu všech otevřených n-buněk (včetně prázdné
množiny).

Definice. Necht’ E ⊂ Rn, pak definujeme

L∗
n(E) = inf

{ ∞∑
i=1

vol(Ii) : E ⊂
∞⋃
i=1

Ii, Ii ∈ On, i ∈ N

}
.

Věta 1.4 (o Lebesgueově vněǰśı mı́̌re). L∗
n je metrická vněǰśı mı́ra na Rn a pro všechny I ∈ On

plat́ı L∗
n(I) = vol(I).

Poznámka: Vněǰśı mı́ru L∗
n nazýváme Lebesgueova vněǰśı mı́ra.

K d̊ukazu Věty 1.4 budeme potřebovat dvě pomocná tvrzeńı.

Tvrzeńı. Necht’ k ∈ N a I, I1, . . . , Ik ∈ On.
(i) Je-li I = I1∪· · ·∪Ik a I1, . . . , Ik jsou po dvou disjunktńı, pak vol(I) = vol(I1)+· · ·+vol(Ik).
(ii) Je-li I ⊂ I1 ∪ · · · ∪ Ik, pak vol(I) ≤ vol(I1) + · · ·+ vol(Ik).

Definice. Necht’ δ > 0 a E ⊂ Rn. Definujeme

Lδ∗
n (E) = inf

{ ∞∑
i=1

vol(Ii) : E ⊂
∞⋃
i=1

Ii, Ii ∈ On, diam(Ii) < δ, i ∈ N

}
.

Připomeňme, že diam(A) = sup{|x− y| : x, y ∈ A}.
Tvrzeńı. Necht’ E ⊂ Rn a δ > 0. Pak L∗

n(E) = Lδ∗
n (E).

konec přednášky 9.10.2025

Kombinaćı Věty 1.2, Věty 1.3 a Věty 1.4 dokážeme, že Ln := L∗
n ↾Aµ∗ je borelovská mı́ra na Rn.

Platnost rovnosti vol(W ) = Ln(W ) pro libovolnou (ne nutně otevřenou) n-buňku plyne z toho,
že každá n-buňka je pr̊unikem klesaj́ıćı posloupnosti otevřených n-buněk. Odtud plyne existence
ve Větě 1.1.

Připomeneme: Pro systém B(Rn) všech borelovských množin v Rn budeme někdy použ́ıvat
též alternativńı značeńı Bn. Dále znač́ıme Bn

0 systém všech lebesgueovsky měřitelných množin
v Rn.

Věta 1.5 (regularita Lebesgueovy mı́ry). Necht’ E ⊂ Rn. Pak následuj́ıćı tvzeńı jsou ekviva-
lentńı:

(i) E ∈ AL∗
n
;

(ii) pro každé ε > 0 existuj́ı G ⊂ Rn otevřená a F ⊂ Rn uzavřená takové, že F ⊂ E ⊂ G a
Ln(G \ F ) < ε;

(iii) existuj́ı množiny A,B ∈ Bn takové, že A ⊂ E ⊂ B a Ln(B \A) = 0;
(iv) E ∈ Bn

0 .
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Věta 1.6 (Luzinova). Necht’ f : Rn → R je lebesgueovsky měřitelná a ε > 0. Pak existuje
G ⊂ Rn otevřená taková, že Ln(G) < ε a restrikce f ↾GC je spojitá.

Poznámka: Původńı funkce f nemuśı být spojitá v žádném bodě (př́ıkladem je Dirichletova
funkce f = χQ).

konec přednášky 16.10.2025

Poznámka: Neplat́ı, že restrikce f na doplněk nějaké množiny mı́ry 0 muśı být spojitá. Necht’ C
je diskontinuum kladné mı́ry, tj. C =

⋂∞
n=0Cn, kde C0 = [0, 1] a Cn+1 (pro n ≥ 0) źıskáme tak,

že z každé komponenty množiny Cn vyjmeme centrovaný otevřený interval délky an+1, přičemž
celková délka vyjmutých interval̊u je

∑∞
n=1 2

n−1an < 1. Zvolme f = χC . Lze ukázat, že je-li
N ⊂ [0, 1] množina mı́ry 0, pak funkce f ↾NC je nespojitá v každém bodě x ∈ C \ N (takový
bod x existuje, nebot’ množina C \N má kladnou mı́ru).

2. Věta o rozš́ıřeńı ḿıry

Definice. Necht’ X je množina, A ⊂ P(X). Řekneme, že A je algebra, pokud
(i) ∅, X ∈ A;
(ii) A ∈ A ⇒ X \A ∈ A;
(iii) A,B ∈ A ⇒ A ∪B ∈ A.

Poznámka: Každá algebra je uzavřená též na konečné pr̊uniky.

Př́ıklad: A = {A ⊂ N : A je konečná nebo N \A je konečná} je algebra, ale neńı to σ-algebra.

Definice. Necht’ X ̸= ∅ a A ⊂ P(X) je algebra. Řekneme, že funkce µ̃ : A → [0,∞] je pramı́ra,
pokud

(i) µ̃(∅) = 0;
(ii) pro libovolné množiny Ai ∈ A po dvou disjunktńı a takové, že

⋃∞
i=1Ai ∈ A, plat́ı

µ̃

( ∞⋃
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

µ̃(Ai).

Poznámka: Necht’ µ̃ je pramı́ra, pak µ̃ je monotónńı, tj. jsou-li A,B ∈ A, A ⊂ B, pak µ̃(A) ≤
µ̃(B).

Věta 2.1 (Hahnova-Kolmogorovova o rozš́ı̌reńı mı́ry). Necht’ µ̃ je pramı́ra na algebře A podmnožin
množiny X. Pak existuje mı́ra µ na σ(A) taková, že µ̃ = µ na A. Je-li µ̃ σ-konečná, pak je µ
jednoznačně určena.

Poznámka: Řekneme, že µ̃ je σ-konečná, pokud existuj́ı množiny An ∈ A takové, že µ(An) < ∞
a An ↗ X.

konec přednášky 23.10.2025

Př́ıklady:
(i) Necht’ A0 znač́ı systém podmnožin R obsahuj́ıćı prázdnou množinu a všechna konečná

sjednoceńı interval̊u typu (a, b], (a,∞), kde a ∈ [−∞,∞), b ∈ R. Definujeme množinovou funkci
µ̃ na A0 jako součet délek př́ıslušných (disjunktńıch) interval̊u. Lze ukázat, že A0 je algebra, µ̃
je pramı́ra na A0 a jej́ım rozš́ı̌reńım na σ(A0) = B(R) je Lebesgueova mı́ra.

(ii) Pokud pramı́ra neńı σ-konečná, pak nemuśı mı́t jednoznačné rozš́ı̌reńı na σ-algebru. Necht’

A0 je jako výše. Pro A ∈ A0 definujme

(2.1) µ̃(A) =

{
0, A = ∅;
∞, A ̸= ∅.

Pak µ̃ je pramı́ra na A0. Jedno jej́ı možné rozš́ı̌reńı na σ(A0) je dáno vztahem (2.1), jiným
rozš́ı̌reńım je např́ıklad aritmetická mı́ra nebo jej́ı kladný násobek.
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Tvrzeńı. Necht’ µ̃ : A → [0,∞) je konečně aditivńı funkce na algebře A (tj. jsou-li A, B ∈ A
disjunktńı, pak µ̃(A ∪ B) = µ̃(A) + µ̃(B)). Necht’ dále plat́ı µ̃(∅) = 0. Pak µ̃ je σ-aditivńı (tj.
plat́ı podmı́nka (ii) z definice pramı́ry) právě tehdy, když

(2.2) Ai ∈ A pro i ∈ N, Ai ↘ ∅ ⇒ µ̃(Ai) → 0.

Poznámka: Vlastnosti (2.2) se ř́ıká spojitost µ̃ v prázdné množině.

Existence nekonečného součinu měr

Definice. Necht’ (X, ϱ) je metrický prostor. Pak µ je borelovská mı́ra na X, je-li to mı́ra na
(X,B(X)).

Naš́ım ćılem nyńı bude s pomoćı Věty 2.1 dokázat existenci nekonečného (spočetného) součinu
borelovských pravděpodobnostńıch měr. Tento výsledek dokážeme za předpokladu, že metrický
prostor X je úplný a separabilńı.

Př́ıklad:Necht’X = {0, 1}. ProA ⊂ X položme µ(A) = cardA
2 . Mı́ra µ vyjadřuje pravděpodobnost,

že výsledek hodu minćı (bud’ 0 nebo 1) patř́ı do množiny A. Pro n ∈ N nyńı položmeXn = {0, 1}n
a µn(A) = cardA

2n , A ⊂ X. Pak µn odpov́ıdá součinové mı́̌re µ × · · · × µ a vyjadřuje rozložeńı
pravděpodobnosti pro posloupnost n nezávislých opakováńı hodu minćı. V daľśım textu vybudu-
jeme teorii, která nám (mimo jiné) umožńı popsat rozložeńı pravděpodobnosti pro posloupnost
nekonečně mnoha nezávislých opakováńı hodu minćı.

Věta 2.2 (regularita borelovských měr). Necht’ (X, ϱ) je úplný separabilńı metrický prostor a
µ je konečná borelovská mı́ra na X. Pak pro každou B ∈ B(X) plat́ı

µ(B) = inf{µ(G) : G ⊃ B otevřená}(2.3)

= sup{µ(K) : K ⊂ B kompaktńı}.(2.4)

Poznámky:
• Vlastnost (2.3) nazýváme vněǰśı regularitou mı́ry µ. Tato vlastnost plat́ı i bez předpokladu
úplnosti a separability X a je ekvivalentńı s vlastnost́ı

µ(B) = sup{µ(F ) : F ⊂ B uzavřená}, B ∈ B(X).

• Mı́ra splňuj́ıćı (2.3) a (2.4) se též nazývá Radonova, nicméně pojem Radonovy mı́ry se obvykle
zavád́ı obecněji (bez předpokladu konečnosti mı́ry).

konec přednášky 30.10.2025

Necht’ (Ei, ϱi), i ∈ N, jsou úplné separabilńı metrické prostory. Předpokládejme, že všechny
metriky jsou shora omezeny 1 (jinak nahrad́ıme ϱi ekvivalentńı metrikou min{1, ϱi}). Uvažujme
nekonečný kartézský součin E =

∏∞
i=1Ei a zobrazeńı

ϱ(x, y) =
∞∑
i=1

ϱi(x(i), y(i))

2i
, x, y ∈ E,

přičemž použ́ıváme značeńı x = (x(1), x(2), . . . ) a y = (y(1), y(2), . . . ). Pak (E, ϱ) je metrický
prostor.

Označme nyńı I = {I ⊂ N, I ̸= ∅ a I je konečná}. Pro I ∈ I uvažujme metrický prostor
EI =

∏
i∈I Ei s metrikou

ϱI(x, y) =
∑
i∈I

ϱi(x(i), y(i))

2i
, x, y ∈ EI .

Necht’ dále πI : E → EI znač́ı projekci, která z posloupnosti x = (x(1), x(2), . . . ) ∈ E zachová
pouze souřadnice i ∈ I. Jsou-li I, J ∈ I, I ⊂ J , pak πJ

I znač́ı odpov́ıdaj́ıćı projekci z EJ do EI .
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Př́ıklad: Necht’ I = {2, 4, 6}, J = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Pak
πI(x(1), x(2), x(3), . . . ) = (x(2), x(4), x(6)),

πJ
I (x(1), x(2), x(3), x(4), x(5), x(6)) = (x(2), x(4), x(6)).

Lemma 2.3. (i) Necht’ xn, x ∈ E. Pak

xn → x v E ⇔ xn(i) → x(i) v Ei pro všechna i ∈ N.
Dále je-li I ∈ I a yn, y ∈ EI , pak

yn → y v EI ⇔ yn(i) → y(i) v Ei pro všechna i ∈ I.

(ii) Necht’ I ∈ I. Pak (EI , ϱI) je úplný a separabilńı metrický prostor.
(iii) Necht’ I, J ∈ I, I ⊂ J . Pak projekce πI , π

J
I jsou spojité.

(iv) Necht’ I ∈ I, pak B(EI) = ×i∈IB(Ei), kde ×i∈IB(Ei) znač́ı součinovou σ-algebru.

Věta 2.4 (existence nekonečného součinu měr). Necht’ Ei, i ∈ N, jsou úplné separabilńı metrické
prostory a E =

∏∞
i=1Ei. Necht’ na každém Ei je dána borelovská pravděpodobnostńı mı́ra µi.

Pak existuje právě jedna borelovská pravděpodobnostńı mı́ra µ na E taková, že

µ(π−1
I (B)) = µI(B), B ∈ B(EI), I ∈ I,

kde µI = ×i∈Iµi znač́ı součinovou mı́ru na EI .

Poznámka: Mı́ru µ z předchoźı věty budeme značit µ = ×∞
i=1µi. Větu lze interpretovat jako

větu o existenci rozděleńı posloupnosti nezávislých náhodných veličin.

Př́ıklad: Necht’ Ei = {0, 1}, i ∈ N, a necht’ mı́ra µi je dána vztahem µi(A) = cardA
2 pro

A ⊂ {0, 1}. Pak E = {0, 1}N je prostor nekonečných posloupnost́ı 0 a 1. Pro n ∈ N označme
In = {1, 2, . . . , n}. Je-li B ⊂ EIn = {0, 1}n, pak mı́ra µ z Věty 2.4 splňuje

µ(Π−1
In

(B)) =
cardB

2n
.

Tato mı́ra má význam rozložeńı pravděpodobnosti pro posloupnost nezávislých opakováńı hodu
minćı.

konec přednášky 6.11.2025


