Kalkulus 3, zimni semestr 2023-2024
Seznam vét z prednasky

1. METRICKE PROSTORY

Definice. Nechf X je mnozina a p: X x X — [0,00) je funkce spliujic

(i) pro z, y € X je p(z,y) = 0 pravé tehdy, kdyz = = y,

(ii) pro =, y € X je p(z,y) = p(y,z),

(iii) pro z, y, z € X je p(z, 2) < p(x,y) + p(y, 2).
Potom funkci p nazyvdme metrikou na X a dvojici (X, p) nazyvdme metrickym prostorem.
Jsou-li z, y prvky mnoziny X, pak p(x,y) nazyvame jejich vzdélenosti.

Priklady. ¢ X =R, p(z,y) =|z —y|, z, y € R

o X =R", pea(z,y) = (X0 |zi — ui|»)Y?, 2,y € R (eukleidovskd metrika)

e X =R" ppax(x,y) = max{|z; —yi|: i =1,...,n}, z,y € R" (maximova metrika)

e X = C([a,b]) (mnozina spojitych funkef na intervalu [a, b)), psup = Supgefay |f(2) — g()],
f, g € X (supremova metrika)

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, z € X, r > 0. Pak mnozinu B(z,r) = {y €
X : p(z,y) < r} nazyvame otevienou kouli se stfedem x a polomérem 7.

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, A C X, x € X. Rekneme, Ze z je vnitinim bodem
mnoziny A, pokud existuje r > 0 takové, ze B(x,r) C A.

Mnozina A je oteviend, pokud kazdy bod x € A je jejim vnitinim bodem.

Vnitikem mnoziny A rozumime mnozinu v8ech vnitinich bodu A a znaéime jej IntA.

Véta 1 (vlastnosti otevienych mnozin). Necht (X, p) je metricky prostor, pak
(i) 0, X jsou otevrené v (X, p),
(ii) sjednocent libovolného systému otevienych mnozin je oteviend mnoZina,
(iii) prunik koneéné mnoha otevienych mnozin je oteviend mnozina.

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor. Rekneme, ze posloupnost {z,,} prvku z X konverguje
k prvku x € X v prostoru (X, p), pokud plati lim,, o p(2, ) = 0. Prvek x nazyvdme limitou
posloupnosti {z,} v (X, p). Konvergentni posloupnosti v (X, p) rozumime posloupnost, ktera
m4 limitu v (X, p).

Definice. Necht {z,} je posloupnost prvku z metrického prostoru (X, p). Jestlize {n;}°,
je rostouci posloupnost piirozenych ¢isel, fikame, ze {xy, }7°, je podposloupnost posloupnosti
{zy}, pfipadné vybranou posloupnosti posloupnosti {z,,}.

Véta 2 (vlastnosti konvergence). Necht (X, p) je metricky prostor, {x,} je posloupnost prvki
z X.

(i) {zn} md v (X, p) nejuyse jednu limitu.

(ii) Necht {xy,} je vybrand posloupnost z posloupnosti {x,}. Je-li x € X limitou posloupnosti
{zn} v (X, p), pak x je také limitou posloupnosti {xy, }.

Priklad. (X, p) = (C([0,1]), psup), fu(t) =t+1/n, f(t) =t, pak fr, = f v (X, p). (konvergence

V psup SPlyva se stejnomérnou konvergenci)

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, A C X. Rekneme, ze A je uzaviena v (X, p), pokud
plati
{zn} C Az, » x v (X, p) pro néjaké = € X, pak x € A.

Véta 3 (vztah otevienych a uzavienych mnozin). Necht (X,p) je metricky prostor, A C X.
Pak A je oteviend prdvé tehdy, kdyz X \ A je uzaviend.
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Véta 4 (vlastnosti uzavienych mnozin). Necht (X, p) je metricky prostor, pak

(i) 0, X jsou uzaviené v (X, p),

(ii) sjednocent koneéné mnoha uzavienych mnozin je uzaviend mnoZina,
(iii) prunik libovolného systému uzavienych mnozin je uzaviend mnoZina.

konec prednasky 5.10.2023

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, A C X. Pak uzdvér mnoziny A v (X, p) definujeme
jako mnozinu vsech limitnich bodu posloupnosti z A a zna¢ime ho A.

Véta 5 (vlastnosti uzavéru). Necht (X, p) je metricky prostor, A, B C X. Pak
)0=0, X=X,
(i) je-li A C B, pak A C B; specidlné vidy plati A C X,
(iii) AUB = AU B,
(iv) A je nejmensi uzaviend mnozina obsahujici A.

Definice. Nechf (X, p) je metricky prostor. Rekneme, ze A C X je hustd v (X,p), pokud
A=X.

Piiklady. e Mnozina racionalnich ¢isel je hustd v R.
e Mnozina vSech polynomu na [a, b] je husta v (C([a,b]), psup)-

1.1. Spojita zobrazeni mezi metrickymi prostory.

Definice. Necht (X, p), (Y, o) jsou metrické prostory, f je zobrazeni X do Y. Rekneme, ze f je
spojité, jestlize
Vee X Ve>030>0: jeliye X, p(z,y) <9, pak o(f(x), f(y)) < e.

Priklad. Je-li f : (R™, peuxi) — (R, peuxi) definovano vztahem f(z1,...,z,) = z1, pak f je
spojité.
Véta 6 (charakterizace spojitosti). Necht (X, p), (Y,0) jsou metrické prostory, f : X — Y.
Pak nasledugici turzeni jsou ekvivalentni.

(i) f je spojité.

(ii) Pro kazdou otevienou mnozinu G v (Y,0) je f~H(G) oteviend v (X, p).

(iii) Pro kazdou uzavienou mnozinu F v (Y,0) je f~H(F) uzaviend v (X, p).

(iv) Pro kazdou posloupnost {x,} prvki z X a x € X spliugici x,, — x v (X, p) plati f(x,) —
f(x) v(Y,0).
1.2. Kompaktni prostory.

Definice. Rekneme, ze metricky prostor (X, p) je kompaktni, pokud z kazdé posloupnosti prvki
z X lze vybrat konvergentni podposloupnost.

Rekneme, ze mnozina K C X je kompaktni v X, jestlize metricky prostor (K, p) je kompaktni,
tj. jestlize z kazdé posloupnosti prvka z K lze vybrat podposloupnost, ktera konverguje v X a
jejiz limita je prvkem K.

Priklad. Necht a,b € R, a < b. Pak [a, ] je kompaktn{ v R.

Véta 7 (vlastnosti kompaktnich prostoru). Necht (X, p) je metricky prostor, K C X.

(i) Je-li K kompaktni, pak je K uzavriend.

(ii) Je-li (X, p) kompakini, K uzaviend, pak K je kompaktni.

(iii) Je-li (X, p) kompaktni, (Y,o) metricky prostor, f : (X, p) — (Y, o) spojité, pak f(X) je
kompaktni v (Y, o).

Véta 8 (kompaktnost v R™). Necht K C R". Pak K je kompaktni v (R", peur) prdvé tehdy,
kdyz je uzaviend a omezend.



Poznamka. Mnozina A C (X, p) je omezend, pokud diam A = sup{p(z,y) : =,y € A} < oc.

Piiklad. Mnozina A = {f € C([0,1]) : |f(x)| < 1} je uzaviena a omezend v (C([0,1]), psup),
ale neni kompaktni.

konec prednasky 6.10.2023

1.3. ijlné prostory.

Definice. Necht (X,p) je metricky prostor, {x,} posloupnost prvki z X. Rekneme, ze {z,}

spliuje Bolzanovu-Cauchyovu podminku (pfipadné, ze {z,} je cauchyovskd), pokud plati
Ve>03ng e NVm,neN, m,n>ng: p(xm,x,) <e.

Véta 9 (konvergentni posloupnost je cauchyovskd). Necht (X, p) je metricky prostor, {z,} je

konvergentni posloupnost proki z X. Pak {x,} je cauchyouvskd.

Definice. Rekneme, ze metricky prostor (X, p) je iplny, pokud kazdé cauchyovskd posloupnost
prvkia z X je konvergentni.

Piiklady. e (R, peux1) je Uplny

e ((0,1), pouk1) neni uplny

hd (Rna peukl) je dplny
Véta 10 (dplnost a uzavienost). Necht (X, p) je uplny metricky prostor, M C X. Pak (M, p)
je uplny prdavé tehdy, kdyz M je uzaviend v (X, p).
Piiklad. M C R"™, pak (M, peuk1) je Uplny préavé tehdy, kdyz M je uzaviend.
1.4. Integrace komplexnich funkci. Redlnou funkci rozumime funkei s hodnotami v R. Kom-
plexni funkci rozumime funkci s hodnotami v C.
Definice. Necht (X,.A) je méfitelny prostor, f : X — C. Rekneme, Ze f je méfitelnd, pokud
f~1(V) € A pro kazdou V C C otevienou.

Poznamka. Pokud tuto definici méfitelnosti pouzijeme pro realné funkce, dostaneme stejny
pojem jako ten definovany v Kalkulu 2.

Véta 11 (méritelnost komplexnich funkei). Necht (X,.A) je méritelny prostor.

(i) Jsou-li u,v redlné méritelné funkce na X a f = u+iv, pak f je komplexni méritelnd funkce
na X.

(ii) Je-li f = u + v komplexni méritelnd funkce na X, pak u,v,|f| jsou redlné méritelné
funkce na X.

(iii) Jsou-li f,g komplexni méritelné funkce na X, pak f + g, fg jsou rovnéz méritelné funkce
na X.

(iv) Je-li f komplexzni méritelnd funkce na X, pak existuje komplexni méritelnd funkce o
takovd, Ze || =1, f = a|f].
Piiklad. f(r) = €' = cosx + isinx je méfitelnd na R.

Definice. Necht (X, A, i) je prostor s mirou. Soubor vSech komplexnich méfitelnych funkei f
na X splaujicich [ |f|dp < oo budeme znacit L' (X, ).

Poznamka. L'(X, ) = L' (X, A, i) lze alternativné definovat i pro redlné funkce, viz Kalkulus
2.

Definice. Necht (X, A, 11) je prostor s mirou, £ € A, f = u+iv, f € L'(X, u). Pak definujeme
Lebesgueuv integral funkce f pfes mnozinu E jako

/fd,u:/ud/,t—i—i/vdu.
E E E

Poznamka. Integral vyse je dobfe definovén, nebot |u| < |f], [v] < |f], atedy [pudpa [Lvdp
konverguji.



2. LP PROSTORY

Piipomenime, Ze redlnd funkce ¢ na intervalu (a,b) se nazyva konvexni, pokud plati
Kazda konvexni funkce na (a, b) je spOJlta na (a, b).

Véta 12 (Jensenova nerovnost). Necht (2, A, u) je prostor s mirou spliugici u(2) =1, (a,b) C
R. Pokud f € LY(Q, p) je redind funkce spliujici a < f(x) < b pro x € Q a ¢ je konvexni na

(a,b), pak
d o fdu.
w(/ﬁf u)é/ﬂcp fdp

Piiklad. Z Jensenovy nerovnosti lze odvodit nerovnost mezi aritmetickym a geometrickym

prumeérem
Y1+ ...Yn

1
(ylyn)ngﬁ, y17-~-7yn>0-

konec prednasky 12.10.2023

Definice. Nechf p,q > 0 splijici p+q = pq, neboli 1/p+1/q+ 1. Cisla p, ¢ nazfvame sdruzené
exponenty. Pak nutné plati 1 < p,q < co. Dale pokud p — 1, pak ¢ — oco. Dvojici 1, co budeme
téz nazyvat sdruzenymi exponenty. Casto znac¢ime p’ = q.

Piiklad. 2/ =2, 1" =00, 00’ =1, 3 =3/2
Véta 13 (Holderova a Minkowského nerovnost). Necht p, q jsou sdruZené exponenty, 1 < p < oo.

Necht (X, A, i) je prostor s mirou, f, g: X — [0, 00] méritelné. Pak
(i) (Hélderova nerovnost)

o= ([ ro)t (o)

(ii) (Minkowského nerovnost)

(o) < (fra) + (o)’

Definice. Necht (X, A, ) je prostor s mirou, 1 < p < oo, f: X — C méfitelnd. Polozme

1l = (/X !flpdu>p

a oznac¢me LP(X, ;1) mnozinu takovych f, pro které || f||, < oo. Vyraz || f||, nazgyvdme LP-normou
f.

Je-li (X, A, u) podmnozina R™ s Lebesgueovou mirou, piseme pouze LP(X). Je-li u pocitaci
mira na mnoziné A, piseme P(A), nebo jen P, je-li A = N. P je tedy prostor posloupnosti a

50 1
plati [[{an}[l, = 2252y lanl?) -

Definice. Necht (X, A, ) je prostor s mirou, g : X — [0, 00] méfitelnd. Necht S je mnozina
véech a € R takovych, ze u(g~((a, 00])) = 0. Je-li S = (), polozme 3 = oco. Je-li S # (), polozme
B = inf S. Cislo § nazyvyme esencidlnim supremem ¢ a znacéime ess sup g.
Je-li f: X — C méfitelnd, polozme ||f|oc = ess sup|f| a ozna¢me L°°(X, ) mnozinu ta-
kovych f, pro které je || f]|oo < 00. Funkce z L>°(X, 1) nazyvame esencidlné omezené funkce.
Je-li (X, A, 1) podmnozina R™ s Lebesgueovou mirou, piseme pouze L*(X). Je-li pu pocitaci
mira na mnoziné A, piseme ¢°°(A), nebo jen £, je-li A = N.

Poznamka. |f(z)| < A pro s.v. z € X praveé tehdy, kdyz A < || f||co-
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Poznamka. Je-li u poéitaci mira, pak ess sup f = sup f, nebot kazd4 neprizdnd mnozina m4
kladnou miru.

Véta 14 (Holderova nerovnost pro LP prostory). Necht p,q jsou sdruiené exponenty, 1 <
p < oo, (X, A, 1) je prostor s mirou, f € LP(X,p), g € LY(X, ). Pak fg € L'(X, 1) a plati
1fglly < 1 fllpllgllq-

Véta 15 (trojtihelnikovd nerovnost pro LP prostory). Necht (X, A, ) je prostor s mirou, 1 <
p<oo, feLP(X,pn), g€ LP(X,p). Pak f+g € LP(X,pu) a plati || f + gllp < [ fllp + lgllq-

Poznamka. LP(X, 1) je vektorovy prostor nad C.
konec pfednasky 13.10.2023

Poznamka. Rozdélme LP(X, u) do tiid ekvivalence tak, ze f ~ g, pokud f = g p-s.v. Jsou-li F,
G dvé takové tiidy ekvivalence, polozme p(F,G) = || f — gl|p, kde f € F a g € G. Tato definice
je korektni (nezavisi na volbé funkci f, ¢g) a p je metrika na mnoziné vsech t¥id ekvivalence v
LP(X, p). V tomto smyslu lze tedy LP(X, ) povazovat za metricky prostor.

Poznamka. Je-li {f,} poslounost v LP(X, u), f € LP(X, u), fekneme, zZe
o f, konverguje k f v LP(X, pu), pokud lim,, o0 || frn — fllp = 0;
e f, je cauchyovskd v LP(X, ), pokud

Ve>03ng e NVm,neN, m,n>ng: ||fn— fmllp <e.
Tyto definice odpovidaji diive zavedenym pojmum pro metrické prostory.

Véta 16 (dplnost LP prostoru). Necht (X, A, u) je prostor s mirou, 1 < p < oo, pak LP(X, 1)
je uplny metricky prostor.

Véta 17 (vztah konvergence v LP a bodové konvergence s.v.). Necht (X, A, p) je prostor s
mirou, 1 < p < oo, {fn} je cauchyovskd posloupnost v LP(X,u) s limitou f. Pak existuje
podposloupnost { fn, } posloupnosti {f,} takovd, Ze fn, (x) — f(x) pro p-s.v. x € X.

Piiklad. Je-li {f,} cauchyovska posloupnost v LP(X, u), 1 < p < oo, pak obecné nemusi platit,
ze fn konverguje bodové p-s.v.

Piiklad. Necht f, = X(n,nt1), Pak fn(z) = 0 pro z € R, ale f, /4 0 v LP(R).
2.1. Jednoduché funkce.

Definice. Necht (X, .A) je méfitelny prostor. Funkci s : X — C nazveme jednoduchou funkef,
pokud obor hodnot s obsahuje pouze koneéné mnoho bod.

Poznamka. Kazdou jednoduchou funkci lze zapsat ve tvaru s = > | a;Xx4,, kde {ou, ..., an}
je obor hodnot s a A; = {x € X : s(z) = «a;}. Plati, ze s je méfitelnd prave tehdy, kdyz A4; € A
proit=1,...,n.

Véta 18 (aproximace jednoduchymi funkcemi). Necht (X,.A) je méritelny prostor, f : X —
[0, 00| méritelnd. Pak existuji jednoduché méritelné funkce s, takové, Ze
(a)0<s1<sp<--- < f,
(b) limy, 00 Sp(x) = f(x), z € X.

Véta 19 (hustota jednoduchych funkei v LP prostoru). Nechtf (X, A,u) je prostor s mirou,
S je mnozina viech komplexnich méritelngch jednoduchich funkci s na X spliugjicich p({x €
X s(x) #0}) <oo. Je-li 1 <p < oo, pak S je hustd v LP(X, ).
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2.2. Aproximace spojitymi funkcemi.
Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, f : X — C. Nosi¢ funkce f definujeme jako
supp f = {z € X : f(z) # 0}.

Soubor vsech spojitych komplexnich funkei na X s kompaktnim nosi¢em znac¢ime C.(X).

Poznamka. e C.(X) je vektorovy prostor.
e Je-li X kompaktni, pak C.(X) splyva s prostorem spojitych funkei na X.

konec prednasky 19.10.2023
Véta 20 (Luzinova). Necht f : R"™ — C je lebesqueovsky méritelnd a splriuje \"({z € R™ : f(x) #
0}) < 0o. Necht € > 0. Pak existuje g € C.(R"™) splriujici \"({z € R" : f(x) # g(z)}) < € a
Sup,cgn |9(2)] < supgegn | f(2)]-
Véta 21 (hustota spojitych funkei v LP). Necht 1 < p < oo, pak C.(R™) je hustd v LP(R™).

Definice. Rekneme, 7e funkce f : R” — C se anuluje v oo, pokud pro kazdé € > 0 existuje
kompaktni mnozina K C R™ takovd, ze |f(z)| < € pro x € R" \ K. Mnozinu spojitych funkef s
touto vlastnosti znacime Cy(R™).

Priklad. f(z) = 17 € Co(R") \ Ce(R").

Véta 22 (uzavér spojitych funkei s kompaktnim nosicem v supremové metrice). Necht (C(R™), poo)
znaci prostor omezengjch spojityjch funkci na R™ se supremovou metrikou

poo(f,9) = sup |f(z) — g(=)].
rEeR™

Pak uzdvér mnoziny C.(R™) v prostoru (C(R"), pso) je Co(R™).

3. HILBERTOVY PROSTORY

Definice. Necht H je vektorovy prostor nad C. Rekneme, ze H je prostor se skaldrnim soucinem,
pokud kazdé dvojici z,y € H lze piifadit komplexni ¢islo (z,y) (nazyvané skaldrni souéin z a
y) tak, ze plati

(i) (z,y) = (y, z),

(i) (& + 9, 2) = (2, 2) + (4, 2), 0,92 € H,

(iii) (az,y) = alz,y), z,y € H, a € C,

(iv) (x,x) >0,z € H,

(iv) (z,x) = 0 prave tehdy, kdyz = = 0.
Poznamky. e Podminky (ii) a (iii) fikaji, ze pro kazdé y € H je zobrazeni x — (o, y) linedrni.

e (0,y) = 0 pro vSechna y € H,

o (x,ay) =alx,y), z,y € H, a € C,

o (z,x+y)=(z,2)+ (2,9), v,y,z € H.

Definujme ||z| = \/(z, z), x € H. Cislo ||z|| nazyvame normou vektoru x € H.

Schwarzova nerovnost: |[(z,y)| < |z|/|yll, z,y € H
Trojihelnikova nerovnost: |z + y|| < ||z|| + [ly[|, z,y € H

Dusledek. Uvazujme funkci p(xz,y) = ||z — y||, z,y € H. Pak p je metrika na H, tj. (H,p) je
metricky prostor.

Definice. Nechf H je prostor se skaldrnim soucinem. Rekneme, ze H je Hilbertav prostor, je-li
metricky prostor (H, p) dplny.



Piiklady. Priklady Hilbertovych prostoru:
o C, (z,4) = 17,
b (Cna <x7y> = Z?:l ZilYi, kde z = (.’L'l, s 7xn)7 Yy = (y17 s 7yn)7
o L2(X,p), kde u je prostor s mirou; (f, g) = Jx fgdp. Odpovidajici norma je || f|| = || f]|2.

Piiklad. Mnozina komplexnich spojitych funkei na [0, 1] =[x/ x dt je prostor se
skaldrnim souc¢inem, ktery neni Hilbertav.

Véta 23 (spojitost skaldrniho souc¢inu a normy). Necht H je Hilbertiv prostor, y € H. Pak
zobrazent

z(z,y), e (y), ez
jsou spojitd na H.

3.1. Podprostory. Pripomeneme: Podmnozina M vektorového prostoru V' je podprostorem
V', pokud plati
zyeM=x+yeM; zeMacC=areM.

Priklady. V = {f : R — C}, pak V} = {f € V : f je omezend} je podprostor V, ale
Vo={feV: |f(z)] <1proxz e R} neni podprostor V.

konec prednasky 20.10.2023

Definice. Je-li H Hilbertuv prostor a M je podprostor H, pak M je uzavieny podprostor H,
je-li M uzaviend podmnozina H.

Pozorovani. Je-li M podprostor H, pak M je téz podprostor H.

3.2. Konvexni mnoziny.

Definice. Necht V je vektorovy prostor, E C V. Rekneme, ze F je konvexni, pokud plati:
re€E yeE 0<t<l=z:=(1-tx+tyckE.

3.3. Ortogonalita (kolmost).

Definice. Nechf H je Hilberttv prostor, z, y € H. Rekneme, Ze z, 3 jsou ortogondlni (na sebe
kolmé), pokud (x,y) = 0. Piseme x L y.
Necht x € H, M je podprostor H. Znacime

t={yeH: (z,y) =0},
L={yeH: (x,y) =0 pro kazdé x € M}.
Poznamka. Relace x | y je symetrickd, tj. (z,y) = 0 pravé tehdy, kdyz (y,z) = 0.
Pozorovani. Necht « € H, M je podprostor H. Pak z+, M jsou uzaviené podprostory H.
Piiklad. Nechf H = L2((0,1)) a g(t) = 1 prot € (0,1). Pak g- = {f € L*((0,1)) : [, f(
0}.
Véta 24 (o prvku s nejmensi normou). Necht H je Hilbertiv prostor, E C H neprdzdnd,
uzaviend a konvexni. Pak existuje prdvé jeden prvek x € E takovy, Ze ||z|| = minyecg ||y|-
Tvrzeni (rovnobéznikové pravidlo). Necht H je Hilbertiv prostor, x, y € H. Pak
Iz +ylI* + |z — ylI* = 2[|=[|* + 2ly[|*

Véta 25 (o ortogondlni projekci). Necht H je Hilbertiv prostor a M jeho uzavieny podprostor.
(i) Pro kazdé x € H existuje jednoznacny rozklad x = Px + Qx, kde Px € M a Qu € M~.

(ii) Pz, Qz jsou takové body z M, resp. M+, které maji od x nejmenst vzddlenost.

(iii) Zobrazeni P: H — M, Q : H — M~ jsou linedrn.

(iv) [lz]? = |1P=]* + | Qx|



Zobrazeni P, @ se nazyvaji ortogonalni projekce prostoru H na M, resp. M.
Pfipomeneme: z — (x,y) je pro kazdé y € H spojity linedrni funkcional na H.

Véta 26 (spojité linedrni funkcionaly na Hilbertové prostoru). Necht H je Hilbertiv prostor a
L je spojity linedrni funkciondl na H. Pak existuje prdvé jedno y € H takové, Ze Lz = (x,y),
xeH.

konec pfednasky 26.10.2023
3.4. Ortonormalni mnoziny.

Definice. Rekneme, Ze mnozina vektort {uq : a € A} je ortonormalni, pokud plati (us,ug) =0
kdykoliv o # 8, a € A, B € A, a zaroven ||u,|| = 1 pro vSechna o € A.

Priklad. H = C", pak u; = (1,0,...,0),u2s = (0,1,...,0),...,uy, = (0,...,0,1) je orto-

normalni mnozina.

Definice. Necht {u, : a € A} je ortonormdlni mnozina v Hilbertové prostoru H. Kazdému
x € H piifadime komplexni funkeci Z na mnoziné A definovanou vztahem z(a) = (z,uq), a € A.
Cisla nazyvame Fourierovymi koeficienty = vzhledem k mnoziné {u,}.

Priklad. Necht H = C", {u; : i = 1,...,n} jsou jako vySe. Je-li x = (21,...,x,) € C", pak
(i) = (z,u) = x5, 1 =1,...,n.

Véta 27 (o koneénych ortonormdlnich mnozinach). Necht {u, : « € F} je koneénd orto-
normdlni mnozina v Hilbertové prostoru H. Necht My je linedrni obal mnoziny {us : « € F}.
(i) Je-li ¢ komplexni funkce na F, pak existuje y € Mp spliujici y(a) = p(a), a € F. Prvek
g je toarn y = o 9(@)ia o splige Jlyl? = X oep ().
(i) Je-liz € H a sp(x) =Y cp T(Q)Ua, pak ||z —sp(z)|| < ||z —s|| pro s € M, s # sp(x),
aplati Y o p |Z(a)|* < ||z||%. Tj. sp(z) je nejlepsi aprozimace x v prostoru Mp.

Piiklad. Uvazujme H = C* s ortonormdlni mnozinou {u; : i = 1,2}, tj. F = {1,2}. Pak
Mp = {(x1,22,0,0) : 21,75 € C}. Je-li z € C*, pak sp(x) = z1u1 + xous = (21, 2,0,0).

Definice. Nechf A je mnozina a ¢ je funkce na A. Pak Y . 4 ¢(a) definujeme jako Lebesguetv
integral funkce ¢ vzhledem k pocitaci mife na A. Specidlng, je-1i 0 < p(a) < oo, pak > 4 p(a)
je rovna supremu vsech koneénych sum p(a1) + -« -+ ¢(ay,), kde a1, ..., ay, jsou po dvou ruzné
prvky z A.

Definice. Necht (X, p) a (Y, o) jsou metrické prostory, f : X — Y. Rekneme, ze f je izometrie,
pokud o (f(x), f(y)) = p(,y), z,y € X.

Véta 28 (o ortonormdlni mnozing). Necht {u, : « € A} je ortonormdini mnoZina v Hilbertové
prostoru H a necht P je linedrni obal mnoZiny {us : o € A}.

(i) (Besselova nerovnost) Y. 4 |Z(a)|? < ||z|?, = € H.

(ii) (Rieszova-Fischerova véta) x v+ T je spojité linedrni zobrazend prostoru H na (?(A).

(iii) Restrikce zobrazeni z édsti (i) na mnozinu P je izometrie P na (*(A).

Véta 29 (o maximalni ortonormdlni mnozing). Necht {u, : « € A} je ortonormdini mnoZina
v Hilbertové prostoru H. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.

(i) {ua : a € A} je mazimdini ortonormdlni mnozina v H (tj. kazdd ortonormdini mnoZzina
obsahugici {uqs} je rovna {uq}).

(ii) Linedrni obal mnoziny {us} je husty v H.

(i) Yoen [B@P = 2l o € H.

(iv) (Parsevalova rovnost) 2 Z()y(a) = (z,y), v € H, y € H.

Maximélni ortonormélni mnozina se ¢asto nazyva ortonormalni baze prostoru H.
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Definice. Rekneme, Zze Hilbertovy prostory Hi, Hs jsou izomorfni, pokud existuje linedrni
bijekce A : H; — Hy takova, ze (Az,Ay)m, = (z,y)m,, ,y € H;. Zobrazeni A se nazyva
izomorfismus.

Poznamka. Z Vét 28 a 29 plyne, ze je-li {uy : a € A} maximdlni ortonormdlni mnozina v
Hilbertové prostoru H, pak zobrazeni x + 7 je izomorfismus H na (2(A).

Véta 30 (existence maximdln{ ortonormalni mnoziny). Nechtf B je ortonormdini mnoZina v
Hilbertové prostoru H. Potom existuje maximdlni ortonormdlni mnozina A v H takovd, Ze B C

A.

Disledek. Kazdij netrividini Hilbertiv prostor je izomorfni prostoru £2(A) pro néjakou mnoZinu

A.

Definice. Dvojici (P, <) nazveme ¢dstectné usporddanou mnozinou, pokud plati
(iJa<bb<c=a<cg,
(ii) a < a pro kazdé a € P,
(i) e <b,b<a=a=b.
Podmnozina £ C P je totdlné uspofddand, pokud pro viechna a,b € £ plati bud a < b nebo
b<a.

konec prednasky 27.10.2023

Piiklad. Necht P je soubor viech otevienych mnozin v R? a G < Go, pokud G C G5. Necht £
je soubor vsech otevienych kruht se stfedem v poc¢atku. Pak £ je maximalni totdlné usporadana
mnozina v P.

Tvrzeni (Hausdorffova véta o maximalité). KaZdd neprdzdnd casteéné usporadand mnozina
obsahuje mazximdini totdlné usporddanou podmmnoZinu.

3.5. Trigonometrické fady. Necht T = {z € C: |z| = 1}. Je-li F funkce na T, definujeme
funkci f na R vztahem

(3.1) f(t)=F(e"), teR.

Pak f je 2m-periodicka, tj. f(t + 2m) = f(t) pro t € R. Podobné, je-li f 2m-periodicka funkce
na R, definujeme funkci F' na T" vztahem (3.1). Tedy 2m-periodické funkce na 7" lze ztotoznit s
funkcemi na 7'

LP prostory na T zna¢ime LP(T') a ztotoznime je s LP prostory na (—m,7) vzhledem k nor-
malizované Lebesgueové miie i dx, tj.

= (5 [ 1ropa)’, 1<p<s,

—T

[1flloo = esssupse(—r 2 [f(£)]-

Dale definujeme C(T") jako soubor v3ech spojitych komplexnich funkei na T' (nebo ekvivalentné
vSech spojitych komplexnich 27-periodickych funkei na R), s normou

[fllo = sup [f(?)].

te[—m,m]
Trigonometricky polynom je funkce tvaru

N
(3.2) f(t) =ao+ Z(an cosnt + by sinnt), teR,

n=1
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kde ag,a1,...,an,b1,...,by € C. S pouzitim vzorcu cosx = em+2€7w asinxy = em_{n lze (3.2)
pfepsat jako
N
f(t) — Z Cneznm’

n=—N

kde ¢o = ay, cn:%,c,n—%,nel\l.
Polozme u,(t) = €™, n € Z. Pak {u,} je maximalni ortonormaln{ mnozina v L?(T) se
skalarnim sou¢inem -
(i) =5 | [t)g(t)dt.
T

—T
3.6. Fourierovy tady.

Definice. Necht f € L'(T). Pak definujeme Fourieriv koeficient f vztahem
~ 1 [T .
F(n) = 2/ FH)e ™ dt, ne,
—T

T
a Fourierovu fadu f vztahem
[ee]
Z f(n) et
n=—oo

Céstecné soucty této rady jsou

N
sn(t)= Y fln)e™, N=0,1,2,...
n=—N

oo
n=—oo

Rieszova-Fischerova véta. Je-li {¢, }22 _ posloupnost komplexnich ¢isel splaujici ) len|? <

0o, pak existuje f € L?(T) takovd, ze ¢, = 5= [*_f(t)e™ ™' dt, n € Z.
Parsevalova véta. f € L*(T), g € L*(T), pak

> Fn)gn) = % _W F(1)g(0) dt.
Specialné
(33) ni@ |f(n)? = % /_7; £(0)|? dt.

Poznamka. Aplikaci (3.3) na funkei f — sy dostaneme limy_,o0 ||f — sn|l2 = 0, tj. Castecné
soucty Fourierovy fady funkce f konverguji k f v L? normé.

Dusledek. Zobrazeni f — fje izomorfismus mezi Hilbertoviimi prostory L*(T) a (*(7Z).

Poznamka. Je-li f € L'(T) redln4 funkce, jsou koeficienty f(n) obecné komplexni ¢isla. Je ale
mozné uvazovat redlnou Fourierovu radu tvaru

oo
a
30 + Z(an cosnt + by, sinnt).
n=1
Pak ag = 2¢o = %ffﬂ fydt, an, = ¢y +c_py = %ffﬂ f(t)cosntdt, b, = (c_p — cp)/i =
% J7_f(t)sinntdt, n € N. Cdstetné soucty jsou potom rovny

N
sy(t) = % + Z(an cos nt + by, sin nt)

n=1
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a Parsevalova rovnost ma tvar

L[ 2 ag - 2 2
[ rora =G> )

™

konec prednasky 3.11.2023

Poznamka. Je-li f € L'(T) sud, pak
2 s
by =0proneN, a,= / f(t)cosntdt pron € NU{0}.
0

™

Je-li f € LY(T) lich4, pak
2 ™
an, =0pron e NU{0}, b, = / f(t)sinnt dt pro n € N.
T Jo

Piiklad. Redlna Fourierova rada 2m-periodické funkce f splaujici f(t) = sgnt, t € [—m, ), je
in(2k+1)t . 2

% Y oreo % Z Parsevalovy rovnosti plyne g = Yoro m

Piiklad. Redlns Fourierova fada 2m-periodické funkce f spliujici f(t) = t2, t € [—7,7), je

L; +4>3 (_nlz)n cosnt. Pokud bychom védéli, ze tato fada konverguje k funkci f v bodé m,

00 1

dosazenfm t = 7 bychom dostali = = Dotz

6

4. BANACHOVY PROSTORY

Definice. Nechf X je vektorovy prostor na C. Rekneme, 7ze X je normovany linedrn{ prostor,
pokud kazdému prvku z € X je pfifazeno nezaporné reilné ¢islo ||z||, nazyvané norma z, spliujici
() llz+yl < =l + llyll, =,y € X;
(i) [ax| = |ol[|z], = € X, a € C,
(iii) flz[| = 0 = ||z = 0.

Poznamka. Je-li X normovany linedrni prostor, pak zobrazeni p(x,y) = ||z — y|| je metrika na
X.

Definice. Banachuv prostor je normovany linearni prostor, ktery je dplny v metrice dané nor-
mou.

Piiklady. ¢ X = C, ||z|| = |z| je Banachuv prostor.

e Kazdy Hilbertuv prostor s normou ||z|| = /(z,x) je Banachuv.

e Je-li (X, ) prostor s mirou a 1 < p < oo, pak LP(X, ) je Banachuv prostor.

o X = {{an}>2, : an # 0 jen pro kone¢né mnoho indext n}, ||{an}|| = sup,cy |an|. Pak X je
normovany linedrni prostor, ktery neni Banachuv.

Poznamka. Lze rovnéz uvazovat realné Banachovy prostory. Definice je analogickd, pouze u
podminky (ii) predpokldddme, ze o € R.
(|x1’p + ’m2|p)1/p’ 1< p < 00,

Piiklad. (R?, || -||,) je realny Banachiiv prostor, kde ||z|, =
max{|z1], |z2]},  p= oo

Definice. Necht X, Y jsou normované linearni prostory, A : X — Y je linedrni zobrazeni.
Normu zobrazeni A definujeme vztahem

IAl = sup{[|Az[ly : = € X, [|lz[x <1}

Je-li ||A|l < oo, fekneme, ze A je omezené linearni zobrazeni. Pokud navic Y = C, nazyvame A
omezeny linedrni funkcionél.
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Poznamka. Misto suprema pfes jednotkovou kouli sta¢i uvazovat supremum pfes jednotkovou
sféru, tj. pres ta x € X, pro kterd ||z|| = 1. Déle plati, ze |A]| je nejmensi ¢islo takové, ze
|Az|| < ||Al]l]|z|| pro vSechna z € X.

konec prednasky 9.11.2023

Piiklad. ¢ : ¢! — C je definovdno vztahem ¢({z,,}2,) = z;. Pak ||¢| = 1 a zobrazeni své
normy nabyva.

Véta 31 (charakterizace linedrnich zobrazeni). Necht X, Y jsou normované linedrni prostory,
A : X =Y je linedrni zobrazent. Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) A je omezené;

(ii) A je spojité;

(iii) A je spojité v 0.
Poznamka. Daile nékdy budeme psat “spojité linedrni zobrazeni” misto “omezené linedrni zob-
razeni”.

4.1. Baireova véta a jeji dusledky.

Véta 32 (Baireova). Necht (X, p) je tiplny metrickyj prostor, pak prinik spocetné mnoha hustijch
otevrenych mnozin v X je hustd mnozina v X.

Poznamka. Specidlné je tedy vyse uvedeny prunik neprazdny (s vyjimkou piipadu X = 0).

Definice. Nechf (X, p) je metricky prostor, A C X. Rekneme, ze A je typu G5 v X, pokud A
je prunikem spocetné mnoha otevienych mnozin.

Piiklad. Necht X = R, pak {0} nenf oteviend, ale je Gs.

Véta 33 (Banachova-Steinhausova, princip stejnomérné omezenosti). Necht X je Banachiiv
prostor, Y je normovany linedrni prostor, {Aq}aca je soubor omezengch linedrnich zobrazeni
X doY. Pak bud’

(i) existuje M < oo takové, Ze ||Ay|| < M pro vsechna a € A,
nebo

(ii) suppea [|[Aaz|| = oo pro vsechna = z néjaké husté G5 mnoziny v X.

Véta 34 (véta o otevieném zobrazeni). Necht X, Y jsou Banachovy prostory a A je omezené
linedrni zobrazeni X na Y. Pak A(G) je oteviend mnozina v'Y pro kaZdou otevienou mnoZinu
GuvX.

Véta 35 (spojitost inverzniho zobrazeni). Necht X, Y jsou Banachovy prostory a A je omezené
linearni zobrazeni X na 'Y, které je navic prosté. Pak existuje § > 0 takové, Ze |Ax| > o||x||,
x € X. Tedy A= je omezené linedrni zobrazeni Y na X.

konec pfednasky 10.11.2023

Priklad. Existuje f € C(T') takovd, ze jeji Fourierova fada diverguje v 0. Oznaéme s,(f,0)
¢astecné soucty Fourierovy fady funkce f v 0 a polozme A, f = s,(f,0). Pak ||A,|| — oo pro
n — o0 a pozadovany zavér plyne z principu stejnomérné omezenosti.

4.2. Hahnova-Banachova véta.

Véta 36 (Hahnova-Banachova). Je-li M podprostor normovaného linedrniho prostoru X a f je
omezeny linedrni funkciondal na M, pak f lze rozsi¥it na omezeny linedrni funkciondl F' na X
spliugict || F'|| = || f]]-

Nazvoslovi. Funkcional F' je rozsirenim funkcionalu f, pokud defini¢ni obor F' obsahuje de-
finicni obor f a F(x) = f(z) pro = z defini¢niho oboru f. Déle

Il =sup{[f(2)] : @€ M, |lz[| <1}, [|F[| = sup{|F(2)| : = € X, [lz] <1}.
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Poznamka. Je-li X Hilbertuv prostor, pak vyse uvedené rozsifeni existuje jediné a je rovno 0
na M. Pro obecny normovany linedrni prostor ale takovych rozsifeni miize existovat vice.

Véta 37 (oddélovani bodu a podprostoru). Necht M je uzavieny podprostor mormovaného
linedrniho prostoru X a necht xo € X \ M. Pak existuje omezeny linedrni funkciondl f na X
takovy, zZe f(x) =0 prox € M a f(xg) # 0.

Pi#iklad. Necht X = C%, M = {(x,y) € C?: z+y = 0}, (w0,50) = (0,1). Pak funkcional z
(dukazu) predchozi véty ma tvar f(x,y) =z + y.

Véta 38. Je-li X normovany linedrni prostor a xog € X, xg # 0, pak existuje omezeny linedrni
funkcional f na X s normou 1 takovy, Ze f(xo) = ||lxol|-

Definice. Necht X je normovany linedrni prostor. Pak soubor vsech omezenych linedrnich funk-
ciondlu na X znac¢ime X™* a nazyvdame dudlnim prostorem k prostoru X.

Poznamka. e X™* je Banachuv prostor.
e Pokud X # {0}, pak X* # {0}. Dokonce plati, ze X* oddéluje body X, tj. jsou-li 1,22 € X,
x1 # x9, pak existuje f € X* spliujici f(x1) # f(z2).
e Je-li z € X, pak
lz]| = sup{[f(z)[ - fe€X* |[fl =1}

Pro dané x € X je tedy zobrazeni f — f(x) omezeny linedrni funkciondl na X* s normou ||z|.
konec pfednasky 16.11.2023

4.3. Omezené linearni funkciondly na LP. Necht (X, A, 1) je prostor s mirou, 1 < p < oo,
q je sdruzeny exponent k p. Je-li g € LI(X, ), pak z Holderovy nerovnosti plyne, Ze zobrazen{

Dy(f) = /X fgdu

je omezeny linedrni funkciondl na LP(X,u) s normou nejvyse |g|q. Existuji i jiné omezené
linedrni funkciondly na LP(X, pu)?

Véta 39 (omezené linedrn{ funkciondly na LP). Necht (X, A, i) je prostor se o-koneénou mirou,
1 < p < oo, ® je omezeny linedrni funkciondl na LP(X,u). Pak existuje prdvé jedna g €
LYX, ), kde q je sdruzeny exponent k p, takovd, Ze

(4.1) o) = [ fodu feD(Xp0.

@[ = llgllg-

Poznamky. e Predchozi véta ik, ze g — @ je linedrni izometrie mezi LY(X, u) a (LP(X, u))*,
1<p<oo.

e Predchozi véta neplati pro p = co. Napf. existuje omezeny linedrni funkcional na L*°([0, 1]),
ktery nenf tvaru (4.1) pro g € L1([0,1]).

Pro tato ® a g plati

4.4. Omezené linearni funkciondly na C(K).

Definice. Nechf K je kompaktni metricky prostor. Rekneme, ze linedrni funkcional A na C/(K)
je nezaporny, pokud Af > 0 pro kazdou nezépornou funkci f € C(K).

Véta 40 (o reprezentaci nezdpornych linedrnich funkciondlt na C'(K)). Necht K je kompaktni
metricky prostor a necht A je nezdporny linedrni funkciondl na C(K). Pak eristuje prdvé jedna
requldrni borelovskd mira p na K spliujict

A(f) = /K fdu, feC(K).
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Nazvoslovi. e Mira u je borelovskd, pokud je definovana na o-algebie borelovskych podmnozin
K.
e Borelovska mira p je regularni, pokud pro kazdou borelovskou mnozinu B C K plati

u(B) =1inf{u(U) : U D B oteviend} = sup{u(F): F C B uzaviend}.

Definice. Necht (X, A) je méfitelny prostor. Funkei 4 : A — C nazveme komplexni mirou,
pokud plati

(a) u(0) = 0;
(b) jsou-li 4, € A, n=1,2,..., po dvou disjunktni, pak p({Jo2; An) = > 00 w(An).

Necht 1 je komplexni mira na (X, .A). Polozme
ul(B) =sup Y |u(En)|, E €A,
n=1

kde supremum bereme pies vSechny rozklady E = |J,2 | En, kde Ei, Es,--- € A jsou po dvou
disjunktni. Lze ukdzat, ze |u| je nezdpornd mira a |u|(X) < co. |u| se nazyva totdlni variace p.

Je-li 1 komplexni borelovskd mira, pak existuje komplexni borelovsky méfitelnd funkce h
spliwjici |h| = 1 a dp = hd|u|, tj. p(E) = [gphd|u|, E € A. Pro péknou funkci f (napiiklad
omezenou a borelovsky méfitelnou) pak definujeme integral

[ san= [ snil

Rekneme, Ze komplexni borelovskd mira na X je reguldrni, pokud jeji totdlni variace |u| je
regularni.

Véta 41 (Rieszova véta o reprezentaci dudlu k C(K)). Necht K je kompaktni metrickyj prostor
a necht ® je omezeny linedrni funkciondl na C(K). Pak existuje prdvé jedna reguldrni komplexnd
borelovskd mira p spliujict

B(f)= [ fdn Jec).
Navic || @] = |u|(K).
5. FOURIEROVA TRANSFORMACE

Definice. Lebesgueovu miru na R vydélenou konstantou v/27 budeme znacit m. V této kapitole
budeme prostor LP(R) znacit LP a uvazovat na ném normu

1
= (Clf@Pdm@)” 1<p <o,
€SSSUPgeRr |f(l‘)|, p = 0.
Prostor vsech spojitych funkci na R, které se anuluji v oo, budeme znacit Cj.

Definice. Nechf f € L'. Pak Fourierovu transformaci funkce f definujeme vztahem
oo
) = / F@)e ™ dm(z), teR.
—00

konec prednasky 23.11.2023
Poznamka. Jelikoz | f(x)e™ "t = | f(z)|, integral vyse konverguje pro kazdé t € R.

Véta 42 (zékladni vlastnosti Fourierovy transformace). Necht f € L', a, A € R.
(i) Je-li g(x) = f(z)e'™", pak §(t) = f(t - a).

~

ii) Je-li g(x) = f(x — ), pak g(t) ;f(t)e_w‘t.

(
(iil) Je-li g(x) = f(—x), pak g(t) = f(t).
(i) Je-li g(x) = f(z/N) a X >0, pak g(t) = Af ().
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Poznamka. Jsou-li f, g € L', pak f/—l—\g(t) = f(t) + §(t). Nenf ale pravda, ze f(t)§(t) = ﬁ(t)
Pro tyto ucely je tfeba nahradit soucin funkci jejich konvoluci.

Véta 43 (o konvoluci). Necht f € L', g € L'. Pak

/OO |f(x —y)g(y)| dm(y) < oo pro s.v. z € R.

Z/%f@—ywwmm@)
<[ fllxllgll1-

Definice. Jsou-li f, g € L', pak funkci h z Véty 43 nazyvame konvoluci funkef f, ¢ a znaéime
=fxg
Véta 44 (Fourierova transformace konvoluce a derivace). Necht f € L'.
(i) Je-lige LY ah = f*g, pak h(t) = F(£)G(1).
(ii) Pokud funkce g(z) = —izf(x) patii do L', pak §(t) = (f)'(t).
(i) Pokud f' € LY, pak f'(t) = itf(t).

Pro tato x polozme

Pak h € L' a plati

Véta 45 (spojitost Fourierovy transformace). Je-li f € L', pak f € Cy a plati || f]lso < || f|1-

22

Tvrzeni. Necht f(z) =e 2,z € R. Pak f = f.
konec pfednasky 24.11.2023

Véta 46 (véta o inverzi). Pokud f € L', f €Ll ag(x f f et dm(t), x € R, pak g € Cy
a f(x) =g(x) s.v.

Diisledek (véta o jednoznacnosti). Je-li f € L' a f(t) = 0 pro vsechna t € R, pak f(x) =0
S.0.

5.1. Fourierova transformace na 2.

Tvrzeni. Necht f € L' N L2. Pak f patri do L* a plati || f|| = ||f]|2.

Pozorovani. Je-li f € L?, pak IX(-nnN) € L' pro N > 0, a tedy fX(/—;N) je definovana. Dale

plati, ze posloupnost funkei {f ﬂ N} X —1 je cauchyovskd, a tedy konvergentni v L?.

~

Definice. Necht f € L2. Pak Fourierovu transformaci funkce f definujeme vztahem f =
limy, 00 fX(—nN,N), PFicemz konvergenci rozumime v L? smyslu.

Poznidmka. Je-li f € L', pak fje definovadna pro vsechna z € R. Je-li f € L%, pak fje
definovéna jako prvek prostoru L?, a tedy bodové pouze skoro véude. Je-li f € L' N L?, pak jeji
L'-Fourierova transformace splyva s L?-Fourierovou transformaci skoro véude.

Véta 47 (Plancherel a Parseval). Necht f,g € L?. Pak
( ) Ifll2 = ||fH2 (Pl(mcherelova rmmost)
(i) [7 f(= =/ F#)3(t) dm(t) (Parsevalova rovnost).

Priklad. Pomoci Fourierovy transformace jsme fesili diferencidlni rovnici —u” + u = f, kde
feL'aue L. Pak u(t) = (t2 4+ 1)1 f(t), a tedy u(z) = 1 [* e~ 1=l £ (y) dy

Poznamka. Rovnice —u” + u = f mé nekoneéné mnoho feSeni, ale feSeni nalezené vyse je
jediné, které patif do L!.
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6. UVOD DO KOMPLEXNI ANALYZY

6.1. Exponencidlni funkce. Pro z € C uvazujme funkci exp(z) = €* = ZZO:O%L' Pak
a+b

predchozi fada konverguje absolutné a plati e =¢%. ¢ a,b € C. Déle plati Eulertv vzo-
rec
"W = e¥(cosy +isiny), z,y € R.
konec prednasky 30.11.2023

Funkce exp mé rovnéz nasledujici vlastnosti:

e e #0prozeC;

o je-liw e C, w # 0, pak w = €* pro ngjaké z € C;

e exp je periodicka s periodou 2mi.
Funkce sin a cos definujeme piedpisem

. GZZ _ e—ZZ €ZZ + e—ZZ
sing=—————, cosz=———, z€C.
21 2

Funkce exp, sin, cos jsou spojité na C.

6.2. Derivace komplexnich funkci. Znaéeni. Necht r > 0, a € C, pak
D(a,r)={2z€C: |z—a| <r},
D(a,r)={2€C: |z—a| <7},
D'(a,r)={2€C: 0<|z—a| <7}

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor, E C X. Rekgeme, ze E nenf souvisld, pokud existuji
neprazdné mnoziny A, B C X takové, ze E = AUB, ANB = () = AN B. Rekneme, ze E je
souvisld, pokud rozklad F jako vyse neexistuje (E neni nesouvisld).

Pozorovani. Jednobodova mnozina je souvisla. Je-li x € E, ozna¢me ®, soubor vSech souvislych
podmnozin F obsahujicich z. Pak sjednoceni vech mnozin z ®, je neprazdnd souvislda mnozina.
Navic jde o maximalni souvislou podmnozinu E. Tyto mnoziny nazyvame komponenty E. Plati,
ze kazdé dvé komponenty jsou disjunktni a E je sjednocenim svych komponent.

Definice. Nech{ E C C. Rekneme, ze F je oblast, pokud je F neprizdnd, oteviend a souvisls.

Znaceni. V této kapitole bude €2 znacit otevienou podmnozinu C.

Definice. Necht f je komplexni funkce na . Necht 2y € Q. Pak derivaci funkce f v bodé zg
definujeme vztahem

(6.1) f'(z) = lim M,
2—20 Z— 20

pokud tato limita existuje. Rekneme, ze f je holomorfni (nebo analytickd) v €, pokud f’(z)
existuje pro vSechna zo € Q. Mnozinu vSech holomorfnich funkci na mnoziné §2 znacime H(£2).

Poznamka. (i) Necht f,g € H(Q2). Pak f+ g € H(Q) a fg € H(Q) a véta o derivaci souctu a
soucinu plati ve stejné podobé jako pro derivaci v R.

(i) Je-li f € H(QY), f(Q) C Qy, g € H(N), pak slozend funkce h = g o f spliuje h € H(Q2) a
W(z0) = g'(f(20))f'(20), 20 € Q.

Piiklady. e f(z) =1, 2 € C, pak f'(z) =0 pro z € C, a tedy f € H(C).

e Je-li n € N, pak f(z) = 2" je holomorfni na C a f/(z) = nz""!, z € C.

e Funkce exp, sin, cos jsou holomorfni na C a plati exp/(z) = exp z, sin’(z) = cos z, cos'(z) =
—sinz, z € C.

e f(2) =1 je holomorfni na {z € C: z # 0}.
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Véta 48 (Cauchyovy-Riemannovy podminky). Nechf f je komplexni funkce na Q. Oznacme
f = (f1, f2) funkei dvou redlngjch proménnyjch s hodnotami v R? odpovidagici ztotoznéni C a R?,
t.
fa+ib) = fi(a,b) +ifola,b), a+ibe Q.

Necht z = a +ib € Q. o

(i) Pokud f'(z) existuje, pak existuji obé parcidlni derivace funkci fi, fo v bodé (a,b) a plati
Cauchyovy—Riemannovy podminky

o Ofs 0f1 of

6.2 ——(a,b) = —(a,b ——(a,b) = ———(a, b).
( ) ax (a‘7 ) 83/ (G/, ) a ay (0‘7 ) ax <a7 )
Navic f'(z) = %—J;l(a, b) + i%—%(a, b).

(ii) Pokud maji obé funkce f1, fa spojité parciding derivace a plati (6.2), pak f'(z) existuje.

Piiklad. f(z) =1, 2 € C\ {0}, pak f/(z) = —%, z € C\ {0}.

2
6.3. Mocninné fady.

Definice. Mocninnou fadou o stfedu a € C rozumime fadu > 7 cn(z — a)”, kde ¢, € C pro
neNU{0} azeC.

Fakt. Necht >">° (¢, (2 — a)™ je mocninnd fada. Pak existuje ¢islo R € [0, oo (polomér konver-
gence mocninné fady) takové, ze fada konverguje absolutné a stejnomérné na D(a,r), r < R, a

. . - 2, . . - 1 Ces . 1
diverguje, pokud z ¢ D(a, R). Cislo R je ddno vztahem R = T— P L piicemz vyraz j

chapeme jako co a vyraz é chapeme jako 0.
konec pfednasky 1.12.2023

Rekneme, ze funkci f lze vyjadiit mocninnou fadou v Q, pokud pro kazdy kruh D(a,r) C Q
existuje mocninnd fada, kterd konverguje k f(z) pro vsechna z € D(a,r).

Véta 49 (derivace mocninné fady). Predpoklddejme, Ze funkci f lze vyjadrit mocninnou fadou
v Q. Pak f € H(Q) a funkci f' lze rovnéz vyjddrit mocninnou fadou v . Navic, pokud

(6.3) f(z)=> enlz—a)", z€D(a,r),
n=0
pak

f’(z) = chn(z — a)nfl, z € D(a,r).
n=0

Duasledek. Predpoklddejme, Ze funkci f lze wvyjadrit mocninnou Fadou v Q. Pak f md v Q
derivace vSech Tadu a plati-li vztah (6.3), pak
fB) = "nn-1)...(n—k+ea(z —a)"*, 2 € D(a,r).
n=~k

Specidlné tedy c, = %, k=0,1,2,...
6.4. Integrace podél cesty.

Definice. Necht (X, p) je metricky prostor. Kfivkou v X rozumime spojité zobrazeni v uzavieného
intervalu [a, 8] (00 < a < f < 00) do X. Oznacme v* = y([o, B]) = {7(t) : a <t <[}
Rekneme, ze 7 je uzaviend kiivka, pokud jeji pocate¢ni bod ~y(«) splyva s koncovym bodem

v(B).
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Cesta je po ¢astech spojité diferencovatelnd kiivka v C (tj. existuje kone¢na posloupnost
a =5 < s < - < s, = boduz |a,p] takovd, ze v ma spojitou derivaci na (sj_1,s;),
j=1,...,n,av mé v krajnich bodech tohoto intervalu vlastn{ jednostranné limity).

Uzaviend cesta je uzaviend kiivka, ktera je zaroven cestou.

Necht v je cesta a nechf f je spojitd funkce na v*. Definujeme integral funkce f podél cesty
~ jako

B8
2)dz = () dt.
L £(2) / For ) (8) dt

Pozorovani. Necht ¢ je prostd a spojité diferencovatelnd funkce na [a1, 81], ¢([a1, £1]) = [«, B],
o(a1) = a, ¢(f1) = B. Polozme 71 = 7 o ¢. Pak f«ﬂ f(z)dz = fﬁ/ f(2) dz (integrél nezavisi na
parametrizaci).

Definice. Necht « : [0,1] — C je cesta. Pak opac¢nou cestou k y rozumime cestu v, (t) = y(1—t),
0<t< 1.

Pozorovani. Je-li 4 opacénd cesta k v a f je spojitd na 7; = v*, pak f71 f(z)dz =— fw f(z)dz.

Pozorovani. Je-li v cesta a f je spojitd na v*, pak | [ f(2)dz| < ||f|l ff |7/ (t)| dt, kde || f]lco

zna¢f maximum f na v*. Vyraz [ f |/ (t)| dt nazyvéme délkou cesty .

Piiklady. (a) Necht a € C, r > 0. Pak cestu v(t) = a + re’, 0 < t < 27, nazyvame kladné
orientovand kruznice se sttedem a a polomérem r. Plati f7 f(z)dz =1r fozw fla+ret)e dt.

(b) Necht a,b € C. Pak cestu y(t) = a + (b — a)t, 0 < ¢ < 1, nazyvame orientovany interval
[a,b]. Plati f[a?b] f(z)dz = (b—a) fol fla+ (b—a)t)dt. Opacnd cesta k [a,b] je [b, al.

(c) Necht {a,b,c} je usporfddand trojice komplexnich &isel. Pak A = A(a, b, ¢) je trojihelnik
s vrcholy a,b,c. Definujeme [, f = f[a’b}f + f[b’c]f + f[qa} f. Pokud A" = A(a,c,b), pak

faA/f:_faAf-

Véta 50 (o indexu bodu vzhledem ke kiivce). Necht v je uzaviend cesta a necht Q je doplnék
~v*. Definujeme

T omi w2
Pak funkce Ind., nabyjvd na Q celociselnijch hodnot, je konstantni na kaZdé komponenté Q0 a je
rovna 0 na neomezené komponenté Q.

1
Ind,(2) / dw , zefl
v

Funkei Ind, (z) nazyvame index bodu z vzhledem ke kiivce 7.
konec prednasky 7.12.2023

Piiklad. Necht v je kladné orientovand kruznice se stfedem a a polomérem 7, pak
1, |z—a|<r
Ind,(z) =<’ ’
1(2) {0, |z —a| >r.
6.5. Lokalni Cauchyova véta.

Véta 51 (integrdl derivace podél uzaviené cesty). Necht f € H(Q) a F' je spojitd v Q. Pak
f,y F'(z)dz =0 pro kazdou uzavienou cestu y v Q.

Disledek. o Necht v je uzaviend cesta, n € NU{0}. Pak [ z"dz = 0.
o Nect vy je uzaviend cesta takovd, Ze 0 ¢ v*, n = —2,-3,—4,.... Pak f,y Z2"dz = 0.

Véta 52 (Cauchyova véta pro trojihelnik). Necht A je trojihelnik v Q, p € Q, f je spojitd na
QafeHQ\{p}). Pak [, f(z)dz=0.
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Véta 53 (Cauchyova véta pro konvexni mnozinu). Necht Q C C je konvexni oteviend, p € 2, f
je spojitd na Q2 a f € H(Q\{p}). Pak f = F' pro néjakou F € H(Y). Specidlné tedy f7 f(z)dz=0
pro kaZdou uzavienou cestu y v ().

Priklad. Necht f(2) = ;7
3 Pak [ f(2)dz = —2mi.

a necht ~ je kladné orientovans kruZnice o stiedu —1 a poloméru

Véta 54 (Cauchyuv vzorec pro konvexni mnozinu). Necht ) je konvexni otevrend podmnoZina
C, v je uzavrend cesta v a f € H(Q). Je-liz€Q a z ¢ 7*, pak

f(z) - Ind,(

~ omi § — z
Piiklad. Necht v(t) = —1+ Ze®, ¢ € [0, 27, pak f §+1 d¢ = 2mi.
konec prednasky 8.12.2023

Véta 55 (vyjadreni holomorfni funkce mocninnou fadou). Necht Q2 C C je oteviend, f € H(Q).
Pak funkci f lze vyjadrit mocninnou fadou v §2.

Dusledek. Je-li f € H(Q), pak f' € H(Q).

Véta 56 (Morerova). Necht Q2 C C je oteviend, f je spojitd na 2 a faA z)dz = 0 pro kazdy
uzavreny trojuhelnik /N C Q. Pak f € H(Q).

6.6. Vyjadreni holomorfni funkce mocninnou radou - disledky.

Definice. Nechf M C C, zg € C. Rekneme, ze zp je hromadnym bodem mnoziny M, jestlize
kazdé prstencové okoli D’(zg,r) (r > 0) bodu zg obsahuje néjaky bod mnoziny M.

Véta 57 (o korenech holomorfn{ funkce). Necht Q2 C C je oblast, f € H(). Oznacme Z(f) =
{a € Q: f(a) =0}. Pak bud

() 2(f) = 2,
nebo

(ii) Z(f) md hromadny bod v Q2. V tomto pripadé lze pro kaZdé a € Z(f) nalézt jednoznacné
urcéené prirozené c¢islo m takové, Ze f(z) = (z — a)"g(z), z € Q, kde g € H(Q), g(a) # 0.
MnoZina Z(f) je navic nejvyse spocetnd.

Definice. Je-li a, m, f jako v pfedchozi vété, pak fekneme, Ze a je m-ndsobny kofen funkce f.

Dusledek. Necht Q C C je oblast, f, g € H(Q). Pokud f(z) = g(z) pro viechna z z néjaké
mnoziny M, kterda md hromadny bod v Q, pak f(z) = g(z) pro vSechna z € .

Poznamka. Predchozi tvrzeni neplati, pokud 2 neni souvisla. Je-li napiiklad Q = D(0, )
D(3,1), pak funkce f(z) =0, z € Q, a g(2) =0, z € D(0,1), a g(z) = 1, z € D(3,1), jso
holomorfni na , rovnaji se na D(0, 1), ale nikoliv na €.

Definice. Je-li a € Q, f € H(Q\ {a}), fekneme, ze f méd v bodé a izolovanou singularitu.
Rekneme, Ze tato singularita je odstranitelna, pokud funkci f lze dodefinovat v bodé a tak, ze
vyslednd funkce je holomorfni v €.

Priklad. f(z) = 2 = =1 m4 v bodé 1 odstranitelnou singularitu.

Véta 58 (o odstranitelné singularité). Necht f € H(Q\ {a}) a f je omezend na D'(a,r) pro
néjaké r > 0. Pak f md v bodé a odstranitelnou singularitu.

Véta 59 (klasifikace izolovanych singularit). Necht a € Q, f € H(Q\ {a}). Pak nastdvd prdivé
jedna z nasledujicich moznosti.
(i) f md v bodé a odstranitelnou singularitu.
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(ii) lim,—q |f(2)] = co. Pak existuje prdavé jedno m € N, pro které ezistuje vlastni nenulovd
hmz_m(z —a)" f(z). Navic existuji komplexni ¢isla ci,. .., Cm, c¢m # 0, takovd, Ze funkce f(z) —

1 G ’“)k md v bodé a odstranitelnou singularitu.

(iii) Pro kazdé r > 0 takové, ze D(a,r) C Q, plati, Ze f(D'(a,r)) je hustd v C.

konec prednasky 14.12.2023
Definice. Nastavé-li piipad (ii) z predchozi véty, fekneme, ze f ma v bodé a pdl ndsobnosti m.
Funkei Y77, =% nazyvdme hlavni ¢asti funkce f v bodé a. Nastdva-li pripad (iii), fekneme,
k=1 (z—a)

ze f mé v bodé a podstatnou singularitu.

Priklady. (a) f(z) = zi mé v bodé —2 pdl ndsobnosti 1.
(b) f(2) = e* mé v bodé 0 podstatnou singularitu.

Tvrzeni. Necht a € C, R > 0. Pokud f(z) =Y oo yca(z—a)", z € D(a,R), pak pro0 <r < R

plati
9 1 - '
Sleafrt = o [ f(at re) P .
n=0

—T

Definice. Rekneme, Ze f je celd funkce, pokud f € H(Q).
Véta 60 (Liouvilleova). KaZdd omezend celd funkce je konstantni.
Véta 61 (princip maxima modulu). Necht Q C C je oblast, f € H(Q), D(a,r) C Q. Pak
< .
[f(a)] < max]|f(a+re )

Rowvnost v predchozi nerovnosti nastdvd prdavé tehdy, kdyz f je konstantni na €.
Dusledek. Necht Q C C je oblast, f € H(2), D(a,r) CQ, f #0 na D(a,r). Pak

#(@)] = min|f(a+re)]

Véta 62 (zdkladni véta algebry). Nechf n € N, P(z) = 2" + a,_ 12" ' + -+ + a1z + ag, kde
ag,a1,...,an_1 € C. Pak P md v C prdavé n koteni.

Véta 63 (Cauchyovy odhady). Necht a € C, R > 0, f € H(D(a, R)). Pokud |f(z)| < M pro
vSechna z € D(a, R), pak

(6.4 @) < 2,
Piiklad. Predchozi odhad je nejlepsi mozny. Zvolme f(z) = 2" € H(D(0,1)), pak |2|" <1=M
pro z € D(0,1). Dale f(™(0) = n!, tedy nastdva rovnost v nerovnosti (6.4).

konec prednasky 15.12.2023

Definice. Necht { [3}721 Je posloupnost funkef na €2. Rekneme, ze fj konverguje k f stejnomérné
na kompaktnich podmnozmach Q (konverguje lokalné stejnomeérné), pokud pro kazdou K C
kompaktni plati

n=12,....

Ve >03INeNVze KVjeN, j>N: |fi(z) - f(z)] <e.

Piiklad. {z"}7° ; konverguje stejnomérné k 0 na kompaktnich podmnozinach D(0, 1), ale kon-
vergence neni stejnomérnd na D(0,1).

Véta 64 (zachovani holomorfnosti pii lokdlné stejnomérné konvergenci). Necht f; € H(Q),
Jj € N, a predpoklddejme, Ze f; konverguje k funkci f stejnomeérné na kompaktnich podmnoZindch
Q. Pak f € H(Q) a f; — [ stejnomérné na kompaktnich podmnoZindch (.

Dusledek. Necht n € N. Za predpokladi predchozi véty plati, Ze fj(n) — ) stejnomérné na
kompaktnich podmnoZindch ).
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6.7. Véta o otevieném zobrazeni. Nechf ) C C je oblast. Pak f(Q) nemusi byt oteviend
mnozina (piiklad: f je konstantni funkce). Ukazuje se ale, ze konstantni funkce je v tomto ohledu
jedind vyjimka.
Véta 65 (o lokdlni existenci inverzn{ funkce). Necht ¢ € H(Y), z0 € Q, ¢'(20) # 0. Pak existuge
r > 0 takové, Ze D(zo,79) C Q a navic

(i) @ je prostd na D(zp,r),

(ii) W = o(D(z0,7)) je oteviend mnoZina,

(iii) inverzni funkce =1 je holomorfni na W.
Piiklad. Necht m € N, w # 0. Pak funkce f(z) = 2™ nabyva hodnoty w v pravé m ruznych
bodech. To souvisi s tim, ze z™ ma v 0 kofen nasobnosti m.

Véta 66. Necht a € C, R> 0, f € H(D(a, R)), b = f(a). Predpoklddejme, e f neni konstantni
a funkce f —b md v bodé a koren ndsobnosti m. Pak ezistuji v € (0, R), p > 0 takovd, Ze pro
kazdé w € D'(b, p) funkce f nabyvd hodnoty w v prdvé m riznijch bodech z D(a,r).

Véta 67 (o otevieném zobrazeni). Necht Q C C je oblast, f € H(R) a f neni konstantni na Q.
Pak f je oteviené zobrazend, tj. f(G) je oteviend podmnozina C pro kazdou G C Q otevienou.

Véta 68 (o prosté holomorfni funkci). Necht Q C C je oblast, f € H(Q) a f je prostd na .
Pak f'(z) # 0 pro vdechna z € Q a inverzni funkce k f je holomorfni.

Piiklad. Opak Véty 68 neplati. Je-li f(z) = e?, pak f/(z) = e* # 0 pro vSechna z € C, ale f
neni prostd na C.

6.8. Globalni Cauchyova véta.

Definice. Necht 71, ..., 7, jsou cesty. Retézcem rozumime formélni soucet I' = 3 + - - - 4 7,,.

Retézec I' se nazyva cykl, pokud jsou cesty 71, ..., n uzaviené. Definujeme I'* = U U

Je-li f spojitda na I'*, definujeme integral funkce f podél T" jako

/ flz)dz = Z f(z)dz.
r =1 v
Je-li T cykl, o ¢ T'*, definujeme index bodu a vzhledem k cyklu I' jako
1 d
Indr(a) = —— / :
r

omi Jrz—a

Pozorovani. Indr(a) = > | Ind,, (a)
konec prednasky 21.12.2023

Poznamka. Pokud kazdou cestu ~; nahradime opacnou cestou, pak vysledny retézec je —I.
Plati [ . f(z)dz = — [ f(2) dz, f € C(T%).

Véta 69 (globdlni Cauchyova véta a Cauchytv vzorec). Necht 2 C C je otevrend, f € H(Q).
Je-li T' cykl v Q splnugici Indp(a) = 0 pro o ¢ Q, pak

1,/f(w)dw, 2z e Q\TI™
2 Jpw — 2

/Ff(z) dz = 0.

Poznamka. Necht Q je konvexni, a ¢ Q, pak ﬁ je holomorfni na Q a z Cauchyovy véty pro
dz

zZ—Q

f(z) - Indp(z) =

konvexni mnozinu plyne
zobectiuje Véty 53 a b4.

= 0 pro uzavienou cestu 7. Tedy Ind,(a) = 0. Véta 69 tedy
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Priklad. Necht Dy, Dy, D3 jsou disjunktni uzaviené kruhy v C, Q = C\ (D; U Dy U D3). Necht
71, Y2, 3 jsou kladné orientované kruznice v {2 takové, Ze y; obihd D;, ale nikoliv Dj, j # 1.
Necht v4 je zdporné orientovana kruznice obihajici D U Dy U D3. Pak predpoklady Véty 69 jsou
splnény.

Dusledek. Necht Q C C je oteviend, f € H(Y), Ty, T'1 jsou cykly takové, Ze Indp,(a) =
Indr, () pro a ¢ Q. Pak fFo f(z)dz = fFl f(z)dz.

Véta 70 (Maifkova). Necht v : [a, 8] — C je uzavrend cesta. Necht o < u < v < f3, a,b € C,
|b| =7 > 0. Necht ddle plati

(1) 7(1) = a — b, 7(v) = a+b;

(ii) |y(s) — a| < r prdvé tehdy, kdyz u < s < v;

(iii) |y(s) — a| = r prdvé tehdy, kdyz s = u nebo s = v.
Predpoklddejme, ze D(a,r)\~v* je sjednocenim dvou oblasti Dy a D_ takovych, %e a +bi € D,
a—bi € D_. Pak Ind(z) = 1+ Ind,(w), je-liz € Dy, w € D_.

Definice. Nechf (X, p) je metricky prostor a 4, 71 : [0,1] = X jsou uzaviené kiivky. Rekneme,
7e Yo, 71 jsou X-homotopické, pokud existuje spojité zobrazeni H ctverce [0,1]? = [0, 1] x [0, 1]
do X takové, ze

H(s,0) =50(s), H(s,1)=m(s), H(0,t)=H(1,t), se€l0,1], te][0,1].

Polozme ~,(s) = H(s,t). Pak ~, t € [0,1], je soubor kiivek v X, ktery “spojuje” 7o a 1.

Rekneme, 7e o je O-homotopickd, pokud je X-homotopické konstantnimu zobrazeni v, (71 je
konstantni, pokud ~; je jednobodovd mnozina). Je-li X souvisly a kazdd uzaviend kiivka v X
je 0-homotopicka, pak fekneme, ze X je jednoduse souvisly.

Intuice. X je jednoduse souvisly, pokud “nemd diru”.

Piiklad. Kazd4 konvexni oblast v  je jednoduse souvisld. Necht 7g je uzaviens kiivka v €,
z1 € Q. Definujeme H (s, t) = (1 —t)yo(s) + tz1, (s,t) € [0,1] x [0, 1]. Tedy 7o je 0-homotopicka.

Véta 71 (zachovdni indexu pii homotopii). Necht Q2 je oblast, Ty, T'1 jsou Q-homotopické
uzaviené cesty v Q. Pak Indr, (o) = Indp, (o) pro a ¢ Q.

Piiklad. Necht Q = C\ D(0,1), Ty je kladné orientovand kruznice se stfedem 0 a polomérem
1, I'1 je zdporné orientovana kruznice se stfedem 0 a polomérem 2. Pak I'g, I'; nejsou 2-
homotopické.

konec prednasky 4.1.2024

Poznamka. Nechf Q2 C C je jednoduse souvisld. Pak kazd4 uzaviend cesta I' v Q je 0-
homotopickd v 2, a tedy Indp(a) = 0 pro « ¢ Q. Tedy predpoklad globalni Cauchyovy véty je
splnén pro kazdou uzavienou cestu I

6.9. Rezidua.

Definice. Necht Q C C je oteviena. Rekneme, ze f je meromorfni na €, pokud existuje mnozina,
A C Q spliaujici

(i) A nema hromadny bod v €;

(i) f € H(2\ A);

(iii) f m4 pdl v kazdém bodé mnoziny A.
Poznamka. V predchozi definici je povoleno, aby A = (). Tedy kazda f € H(Q2) je meromorfni
na €.

Definice. Necht f, A jsou jako v pfedchozi definici, a € A. Necht Q(z) = > "1, (Zfi’;)k znadi
hlavni ¢ast funkce f v bodé a (tj. f — @ ma v bodé a odstranitelnou singularitu). Potom ¢islo

c1 nazyvame reziduem funkce f v bodé a a zna¢ime c¢; = Res(f, a).
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Véta 72 (reziduova véta). Necht f je meromorfni funkce na Q a necht A znacéi mnoZinu bodii,
ve kterych ma funkce f pdly. Je-li T' cykl v Q\ A splnugici
(6.5) Indr(a) =0 proa ¢ Q,
pak
1
271

/Ff(z) dz = Z Res(f, ) Indr(«).

acA

Poznamka. Je-li Q jednoduse souvisla a I' je uzaviend cesta v 2, pak je predpoklad (6.5)
reziduové véty splnén.

Véta 73 (nékteré metody vypoctu reziduf). Necht f, g jsou holomorfni funkce v néjakém
prstencovém okoli bodu a € C.
(i) Md-li funkce f v bodé a pdl ndsobnosti m, pak
1
Res(f, @) = ——— lim (f(2)( — a)™) (™D,

(m—1)! z=a

(ii) Jsou-li f, g holomorfni v bodé a, g md v bodé a koren ndsobnosti 1 (tj. g(a) =0, ¢'(a) # 0),

pak
Res <f,a> = fl(a).
g g'(a)
(iii) Je-li f holomorfni v a, g md v bodé a pdl ndasobnosti 1, pak
Res(fg,a) = f(a) Res(g,a).

(iv) Je-li f holomorfni v a, g md v bodé a pdl nasobnosti m, pak

PV
Res(fg,a) = ; ch,
kde ci,...,cm jsou koeficienty hlavni éasti funkce g v bodé a.

Pifklady. (i) f(z) =2+ 2+ 1+ 2+ %, pak Res(f,0) = 3;

(ii) f(2) = B2 pak Res(f,0) = &

(iii) f(2) = (2 +2) - B2 pak Res(f,0) = 2.

oy 2T dx o7
Priklad. fO sz = /3

Piiklad. [% A =12

_ konec ptfednasky 5.1.2024

Definice. Pro z € C\ {0} definujeme argument ¢isla z jako
Arg(z) ={t € R: z =|z|(cost+isint)}.
Hlavni hodnota argumentu éisla z je jediné redlné ¢islo t € Arg(z), pro které plati t € (—m, 7.

Tvrzeni (Jordanovo lemma). Necht 0 < a < 8 <7 a f je funkce spojitd na {z € C: arg(z) €
[a, B], |z| > R} pro néjaké R > 0, pro kterou plati

(6.6) lim  f(z) =0.
arg z€[a, ]

Pro r > R necht ¢, je krivka definovand vztahem o, (t) = re', t € |a, B]. Pak pro kazdé x > 0
plati
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Poznamka. Piedpoklad (6.6) znamena, ze
Ve>03dK >0V2€C, |z| > K, argz € [o, 8] : |f(2)] <e.

Priklad. [;° 5% dr = 2

6.10. Laurentovy fady a funkce holomorfni v mezikruzi.

Definice. Laurentovou fadou o stiedu a € C rozumime symbol
oo

(6.7) > an(z—a)",

n=—oo

kde a,, € C pro n € Z. Regularni ¢ésti fady (6.7) rozumime mocninnou fadu

Z an(z —a)".
n=0

Hlavni ¢asti fady (6.7) rozumime symbol

-1

(6.8) Z an(z —a)".

n=—oo

Rikdme, ze hlavni ¢ést fady (6.7) konverguje (v bodé z, absolutné, stejnomérné na mnoziné
M, atd.), pokud piislusnou vlastnost md fada > >, a—,(z —a)~™. Soucet této fady nazveme
souc¢tem hlavni ¢ésti fady (6.7) a znacime jej rovnéz (6.8).

Rikdme, ze fada (6.7) konverguje (v bodé z, absolutné, stejnomérné na mnoziné M, atd.),
pokud piislusnou vlastnost ma reguldrni i hlavni ¢ast. Souctem fady (6.7) rozumime

00 —1

Z an(z —a)" = Zan(z —a)" + Z an(z —a)".
n=0

n=—oo n=—oo

Definice. Necht 0 < r < R < o0, a € C. Ozna¢me P(a,r,R) = {2 € C: r < |z —a| < R}.
Tuto mnozinu nazveme mezikruzim o stfedu a, vnitinim poloméru r a vnéj$im poloméru R.

Pozndmka. e P(a,0,R) = D'(a, R), R € (0, 00);
e P(a,r,00) =C\ D(a,r), r € (0,00);
e P(a,0,00) =C\ {a}.

Tvrzeni. Méjme Laurentovu fadu (6.7). Pak existuji r, R € [0,00], pro kterd plati

o requldrni ¢dst Tady (6.7) konverguje absolutné na {z € C: |z —a| < R} a diverguje pro
|z —a|l > R;

o hlavni ¢dast tady (6.7) konverguje absolutné na {z € C : |z —a| > r} a diverguje pro
|z —al <r.

Je-li v < R, pak tada (6.7) konverguje absolutné na mezikruzi P(a,r, R) a jeji soucet je na
tomto mezikruzi holomorfni. Toto mezikruzi nazjvime mezikruzim konvergence tady (6.7).

Véta 74 (rozvoj holomorfni funkce v mezikruzi do Laurentovy fady). Necht f je holomorfni
funkce v P(a,r, R), kdea € C,r < R. Pak f jev P(a,r, R) souc¢tem Laurentovy fady > >~ an(z—
a)" o stredu a, kterd na P(a,r, R) konverguje. Jeji koeficienty jsou urceny jednoznacné a plati
pro neé
1
L IOH

= ez
271 o (Z _ a)n—l—l , n )

kde p € (r, R) je libovolné a ¢, je kladné orientovand kruznice o stiedu a a poloméru p.
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Véta 75 (charakterizace izolovanych singularit pomoci Laurentovy fady). Necht f je holomorfni
funkce v D/(CL/,(R) :) P(a,0,R), kde a € C, R > 0. Necht > o> an(z—a)"™ je Laurentova Tada
funkce f v D'(a, R). Pak plati

(i) f md v bodé a odstranitelnou singularitu prdvé tehdy, kdyz a, = 0 pro kazdé n < 0;

(i1) f mad v bodé a pdl ndsobnosti m pravé tehdy, kdyz a_,, # 0, a, = 0 pro vSiechna n < —m;

(ili) f md v bodé a podstatnou singularitu pravé tehdy, kdyz a, # 0 pro nekoneéné mnoho
n < 0.

_ konec pfednasky 11.1.2024



