
Kalkulus 3, zimńı semestr 2023-2024
Seznam vět z přednášky

1. Metrické prostory

Definice. Necht’ X je množina a ρ : X ×X → [0,∞) je funkce splňuj́ıćı
(i) pro x, y ∈ X je ρ(x, y) = 0 právě tehdy, když x = y,
(ii) pro x, y ∈ X je ρ(x, y) = ρ(y, x),
(iii) pro x, y, z ∈ X je ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).

Potom funkci ρ nazýváme metrikou na X a dvojici (X, ρ) nazýváme metrickým prostorem.
Jsou-li x, y prvky množiny X, pak ρ(x, y) nazýváme jejich vzdálenost́ı.

Př́ıklady. • X = R, ρ(x, y) = |x− y|, x, y ∈ R
• X = Rn, ρeukl(x, y) = (

∑n
i=1 |xi − yi|2)1/2, x, y ∈ Rn (eukleidovská metrika)

• X = Rn, ρmax(x, y) = max{|xi − yi| : i = 1, . . . , n}, x, y ∈ Rn (maximová metrika)
• X = C([a, b]) (množina spojitých funkćı na intervalu [a, b]), ρsup = supx∈[a,b] |f(x) − g(x)|,

f , g ∈ X (supremová metrika)

Definice. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, x ∈ X, r > 0. Pak množinu B(x, r) = {y ∈
X : ρ(x, y) < r} nazýváme otevřenou kouĺı se středem x a poloměrem r.

Definice. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, A ⊆ X, x ∈ X. Řekneme, že x je vnitřńım bodem
množiny A, pokud existuje r > 0 takové, že B(x, r) ⊆ A.

Množina A je otevřená, pokud každý bod x ∈ A je jej́ım vnitřńım bodem.
Vnitřkem množiny A rozumı́me množinu všech vnitřńıch bod̊u A a znač́ıme jej IntA.

Věta 1 (vlastnosti otevřených množin). Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, pak
(i) ∅, X jsou otevřené v (X, ρ),
(ii) sjednoceńı libovolného systému otevřených množin je otevřená množina,
(iii) pr̊unik konečně mnoha otevřených množin je otevřená množina.

Definice. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor. Řekneme, že posloupnost {xn} prvk̊u zX konverguje
k prvku x ∈ X v prostoru (X, ρ), pokud plat́ı limn→∞ ρ(xn, x) = 0. Prvek x nazýváme limitou
posloupnosti {xn} v (X, ρ). Konvergentńı posloupnost́ı v (X, ρ) rozumı́me posloupnost, která
má limitu v (X, ρ).

Definice. Necht’ {xn} je posloupnost prvk̊u z metrického prostoru (X, ρ). Jestliže {nk}∞k=1
je rostoućı posloupnost přirozených č́ısel, ř́ıkáme, že {xnk

}∞k=1 je podposloupnost posloupnosti
{xn}, př́ıpadně vybranou posloupnost́ı posloupnosti {xn}.

Věta 2 (vlastnosti konvergence). Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, {xn} je posloupnost prvk̊u
z X.

(i) {xn} má v (X, ρ) nejvýše jednu limitu.
(ii) Necht’ {xnk

} je vybraná posloupnost z posloupnosti {xn}. Je-li x ∈ X limitou posloupnosti
{xn} v (X, ρ), pak x je také limitou posloupnosti {xnk

}.

Př́ıklad. (X, ρ) = (C([0, 1]), ρsup), fn(t) = t+1/n, f(t) = t, pak fn → f v (X, ρ). (konvergence
v ρsup splývá se stejnoměrnou konvergenćı)

Definice. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, A ⊆ X. Řekneme, že A je uzavřená v (X, ρ), pokud
plat́ı

{xn} ⊆ A, xn → x v (X, ρ) pro nějaké x ∈ X, pak x ∈ A.

Věta 3 (vztah otevřených a uzavřených množin). Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, A ⊆ X.
Pak A je otevřená právě tehdy, když X \A je uzavřená.
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Věta 4 (vlastnosti uzavřených množin). Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, pak
(i) ∅, X jsou uzavřené v (X, ρ),
(ii) sjednoceńı konečně mnoha uzavřených množin je uzavřená množina,
(iii) pr̊unik libovolného systému uzavřených množin je uzavřená množina.

konec přednášky 5.10.2023

Definice. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, A ⊆ X. Pak uzávěr množiny A v (X, ρ) definujeme
jako množinu všech limitńıch bod̊u posloupnost́ı z A a znač́ıme ho A.

Věta 5 (vlastnosti uzávěru). Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, A,B ⊆ X. Pak

(i) ∅ = ∅, X = X,
(ii) je-li A ⊆ B, pak A ⊆ B; speciálně vždy plat́ı A ⊆ X,
(iii) A ∪B = A ∪B,
(iv) A je nejmenš́ı uzavřená množina obsahuj́ıćı A.

Definice. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor. Řekneme, že A ⊆ X je hustá v (X, ρ), pokud
A = X.

Př́ıklady. • Množina racionálńıch č́ısel je hustá v R.
• Množina všech polynomů na [a, b] je hustá v (C([a, b]), ρsup).

1.1. Spojitá zobrazeńı mezi metrickými prostory.

Definice. Necht’ (X, ρ), (Y, σ) jsou metrické prostory, f je zobrazeńı X do Y . Řekneme, že f je
spojité, jestliže

∀x ∈ X ∀ε > 0 ∃δ > 0 : je-li y ∈ X, ρ(x, y) < δ, pak σ(f(x), f(y)) < ε.

Př́ıklad. Je-li f : (Rn, ρeukl) → (R, ρeukl) definováno vztahem f(x1, . . . , xn) = x1, pak f je
spojité.

Věta 6 (charakterizace spojitosti). Necht’ (X, ρ), (Y, σ) jsou metrické prostory, f : X → Y .
Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

(i) f je spojité.
(ii) Pro každou otevřenou množinu G v (Y, σ) je f−1(G) otevřená v (X, ρ).
(iii) Pro každou uzavřenou množinu F v (Y, σ) je f−1(F ) uzavřená v (X, ρ).
(iv) Pro každou posloupnost {xn} prvk̊u z X a x ∈ X splňuj́ıćı xn → x v (X, ρ) plat́ı f(xn) →

f(x) v (Y, σ).

1.2. Kompaktńı prostory.

Definice. Řekneme, že metrický prostor (X, ρ) je kompaktńı, pokud z každé posloupnosti prvk̊u
z X lze vybrat konvergentńı podposloupnost.

Řekneme, že množinaK ⊆ X je kompaktńı vX, jestliže metrický prostor (K, ρ) je kompaktńı,
tj. jestliže z každé posloupnosti prvk̊u z K lze vybrat podposloupnost, která konverguje v X a
jej́ıž limita je prvkem K.

Př́ıklad. Necht’ a, b ∈ R, a < b. Pak [a, b] je kompaktńı v R.

Věta 7 (vlastnosti kompaktńıch prostor̊u). Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, K ⊆ X.
(i) Je-li K kompaktńı, pak je K uzavřená.
(ii) Je-li (X, ρ) kompaktńı, K uzavřená, pak K je kompaktńı.
(iii) Je-li (X, ρ) kompaktńı, (Y, σ) metrický prostor, f : (X, ρ) → (Y, σ) spojité, pak f(X) je

kompaktńı v (Y, σ).

Věta 8 (kompaktnost v Rn). Necht’ K ⊆ Rn. Pak K je kompaktńı v (Rn, ρeukl) právě tehdy,
když je uzavřená a omezená.
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Poznámka. Množina A ⊆ (X, ρ) je omezená, pokud diamA = sup{ρ(x, y) : x, y ∈ A} < ∞.

Př́ıklad. Množina A = {f ∈ C([0, 1]) : |f(x)| ≤ 1} je uzavřená a omezená v (C([0, 1]), ρsup),
ale neńı kompaktńı.

konec přednášky 6.10.2023

1.3. Úplné prostory.

Definice. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, {xn} posloupnost prvk̊u z X. Řekneme, že {xn}
splňuje Bolzanovu-Cauchyovu podmı́nku (př́ıpadně, že {xn} je cauchyovská), pokud plat́ı

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ∈ N, m, n ≥ n0 : ρ(xm, xn) < ε.

Věta 9 (konvergentńı posloupnost je cauchyovská). Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, {xn} je
konvergentńı posloupnost prvk̊u z X. Pak {xn} je cauchyovská.

Definice. Řekneme, že metrický prostor (X, ρ) je úplný, pokud každá cauchyovská posloupnost
prvk̊u z X je konvergentńı.

Př́ıklady. • (R, ρeukl) je úplný
• ((0, 1), ρeukl) neńı úplný
• (Rn, ρeukl) je úplný

Věta 10 (úplnost a uzavřenost). Necht’ (X, ρ) je úplný metrický prostor, M ⊆ X. Pak (M,ρ)
je úplný právě tehdy, když M je uzavřená v (X, ρ).

Př́ıklad. M ⊆ Rn, pak (M,ρeukl) je úplný právě tehdy, když M je uzavřená.

1.4. Integrace komplexńıch funkćı. Reálnou funkćı rozumı́me funkci s hodnotami v R. Kom-
plexńı funkćı rozumı́me funkci s hodnotami v C.
Definice. Necht’ (X,A) je měřitelný prostor, f : X → C. Řekneme, že f je měřitelná, pokud
f−1(V ) ∈ A pro každou V ⊆ C otevřenou.

Poznámka. Pokud tuto definici měřitelnosti použijeme pro reálné funkce, dostaneme stejný
pojem jako ten definovaný v Kalkulu 2.

Věta 11 (měřitelnost komplexńıch funkćı). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor.
(i) Jsou-li u, v reálné měřitelné funkce na X a f = u+iv, pak f je komplexńı měřitelná funkce

na X.
(ii) Je-li f = u + iv komplexńı měřitelná funkce na X, pak u, v, |f | jsou reálné měřitelné

funkce na X.
(iii) Jsou-li f, g komplexńı měřitelné funkce na X, pak f + g, fg jsou rovněž měřitelné funkce

na X.
(iv) Je-li f komplexńı měřitelná funkce na X, pak existuje komplexńı měřitelná funkce α

taková, že |α| = 1, f = α|f |.
Př́ıklad. f(x) = eix = cosx+ i sinx je měřitelná na R.
Definice. Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou. Soubor všech komplexńıch měřitelných funkćı f
na X splňuj́ıćıch

∫
X |f | dµ < ∞ budeme značit L1(X,µ).

Poznámka. L1(X,µ) = L1(X,A, µ) lze alternativně definovat i pro reálné funkce, viz Kalkulus
2.

Definice. Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou, E ∈ A, f = u+ iv, f ∈ L1(X,µ). Pak definujeme
Lebesgue̊uv integrál funkce f přes množinu E jako∫

E
f dµ =

∫
E
u dµ+ i

∫
E
v dµ.

Poznámka. Integrál výše je dobře definován, nebot’ |u| ≤ |f |, |v| ≤ |f |, a tedy
∫
E u dµ a

∫
E v dµ

konverguj́ı.
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2. Lp prostory

Připomeňme, že reálná funkce φ na intervalu (a, b) se nazývá konvexńı, pokud plat́ı

φ((1− λ)x+ λy) ≤ (1− λ)φ(x) + λφ(y), x, y ∈ (a, b), 0λ ≤ 1.

Každá konvexńı funkce na (a, b) je spojitá na (a, b).

Věta 12 (Jensenova nerovnost). Necht’ (Ω,A, µ) je prostor s mı́rou splňuj́ıćı µ(Ω) = 1, (a, b) ⊆
R. Pokud f ∈ L1(Ω, µ) je reálná funkce splňuj́ıćı a < f(x) < b pro x ∈ Ω a φ je konvexńı na
(a, b), pak

φ

(∫
Ω
f dµ

)
≤

∫
Ω
φ ◦ f dµ.

Př́ıklad. Z Jensenovy nerovnosti lze odvodit nerovnost mezi aritmetickým a geometrickým
pr̊uměrem

(y1 . . . yn)
1
n ≤ y1 + . . . yn

n
, y1, . . . , yn > 0.

konec přednášky 12.10.2023

Definice. Necht’ p, q > 0 splňuj́ıćı p+q = pq, neboli 1/p+1/q+1. Č́ısla p, q nazýváme sdružené
exponenty. Pak nutně plat́ı 1 < p, q < ∞. Dále pokud p → 1+, pak q → ∞. Dvojici 1,∞ budeme
též nazývat sdruženými exponenty. Často znač́ıme p′ = q.

Př́ıklad. 2′ = 2, 1′ = ∞, ∞′ = 1, 3′ = 3/2

Věta 13 (Hölderova a Minkowského nerovnost). Necht’ p, q jsou sdružené exponenty, 1 < p < ∞.
Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou, f , g : X → [0,∞] měřitelné. Pak

(i) (Hölderova nerovnost)∫
X
fg dµ ≤

(∫
X
fp dµ

) 1
p
(∫

X
gq dµ

) 1
q

,

(ii) (Minkowského nerovnost)(∫
X
(f + g)p dµ

) 1
p

≤
(∫

X
fp dµ

) 1
p

+

(∫
X
gp dµ

) 1
p

.

Definice. Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou, 1 < p < ∞, f : X → C měřitelná. Položme

∥f∥p =
(∫

X
|f |p dµ

) 1
p

a označme Lp(X,µ) množinu takových f , pro které ∥f∥p < ∞. Výraz ∥f∥p nazýváme Lp-normou
f .

Je-li (X,A, µ) podmnožina Rn s Lebesgueovou mı́rou, ṕı̌seme pouze Lp(X). Je-li µ poč́ıtaćı
mı́ra na množině A, ṕı̌seme ℓp(A), nebo jen ℓp, je-li A = N. ℓp je tedy prostor posloupnost́ı a

plat́ı ∥{an}∥p = (
∑∞

n=1 |an|p)
1
p .

Definice. Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou, g : X → [0,∞] měřitelná. Necht’ S je množina
všech α ∈ R takových, že µ(g−1((α,∞])) = 0. Je-li S = ∅, položme β = ∞. Je-li S ̸= ∅, položme
β = inf S. Č́ıslo β nazývýme esenciálńım supremem g a znač́ıme ess sup g.

Je-li f : X → C měřitelná, položme ∥f∥∞ = ess sup |f | a označme L∞(X,µ) množinu ta-
kových f , pro které je ∥f∥∞ < ∞. Funkce z L∞(X,µ) nazýváme esenciálně omezené funkce.

Je-li (X,A, µ) podmnožina Rn s Lebesgueovou mı́rou, ṕı̌seme pouze L∞(X). Je-li µ poč́ıtaćı
mı́ra na množině A, ṕı̌seme ℓ∞(A), nebo jen ℓ∞, je-li A = N.

Poznámka. |f(x)| ≤ λ pro s.v. x ∈ X právě tehdy, když λ ≤ ∥f∥∞.
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Poznámka. Je-li µ poč́ıtaćı mı́ra, pak ess sup f = sup f , nebot’ každá neprázdná množina má
kladnou mı́ru.

Věta 14 (Hölderova nerovnost pro Lp prostory). Necht’ p, q jsou sdružené exponenty, 1 ≤
p ≤ ∞, (X,A, µ) je prostor s mı́rou, f ∈ Lp(X,µ), g ∈ Lq(X,µ). Pak fg ∈ L1(X,µ) a plat́ı
∥fg∥1 ≤ ∥f∥p∥g∥q.

Věta 15 (trojúhelńıková nerovnost pro Lp prostory). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou, 1 ≤
p ≤ ∞, f ∈ Lp(X,µ), g ∈ Lp(X,µ). Pak f + g ∈ Lp(X,µ) a plat́ı ∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥q.

Poznámka. Lp(X,µ) je vektorový prostor nad C.

konec přednášky 13.10.2023

Poznámka. Rozdělme Lp(X,µ) do tř́ıd ekvivalence tak, že f ∼ g, pokud f = g µ-s.v. Jsou-li F ,
G dvě takové tř́ıdy ekvivalence, položme ρ(F,G) = ∥f − g∥p, kde f ∈ F a g ∈ G. Tato definice
je korektńı (nezáviśı na volbě funkćı f , g) a ρ je metrika na množině všech tř́ıd ekvivalence v
Lp(X,µ). V tomto smyslu lze tedy Lp(X,µ) považovat za metrický prostor.

Poznámka. Je-li {fn} poslounost v Lp(X,µ), f ∈ Lp(X,µ), řekneme, že
• fn konverguje k f v Lp(X,µ), pokud limn→∞ ∥fn − f∥p = 0;
• fn je cauchyovská v Lp(X,µ), pokud

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ∈ N, m, n ≥ n0 : ∥fn − fm∥p < ε.

Tyto definice odpov́ıdaj́ı dř́ıve zavedeným pojmům pro metrické prostory.

Věta 16 (úplnost Lp prostoru). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou, 1 ≤ p ≤ ∞, pak Lp(X,µ)
je úplný metrický prostor.

Věta 17 (vztah konvergence v Lp a bodové konvergence s.v.). Necht’ (X,A, µ) je prostor s
mı́rou, 1 ≤ p ≤ ∞, {fn} je cauchyovská posloupnost v Lp(X,µ) s limitou f . Pak existuje
podposloupnost {fnk

} posloupnosti {fn} taková, že fnk
(x) → f(x) pro µ-s.v. x ∈ X.

Př́ıklad. Je-li {fn} cauchyovská posloupnost v Lp(X,µ), 1 ≤ p < ∞, pak obecně nemuśı platit,
že fn konverguje bodově µ-s.v.

Př́ıklad. Necht’ fn = χ(n,n+1), pak fn(x) → 0 pro x ∈ R, ale fn ̸→ 0 v Lp(R).

2.1. Jednoduché funkce.

Definice. Necht’ (X,A) je měřitelný prostor. Funkci s : X → C nazveme jednoduchou funkćı,
pokud obor hodnot s obsahuje pouze konečně mnoho bod̊u.

Poznámka. Každou jednoduchou funkci lze zapsat ve tvaru s =
∑n

i=1 αiχAi , kde {α1, . . . , αn}
je obor hodnot s a Ai = {x ∈ X : s(x) = αi}. Plat́ı, že s je měřitelná právě tehdy, když Ai ∈ A
pro i = 1, . . . , n.

Věta 18 (aproximace jednoduchými funkcemi). Necht’ (X,A) je měřitelný prostor, f : X →
[0,∞] měřitelná. Pak existuj́ı jednoduché měřitelné funkce sn takové, že

(a) 0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ · · · ≤ f ,
(b) limn→∞ sn(x) = f(x), x ∈ X.

Věta 19 (hustota jednoduchých funkćı v Lp prostoru). Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou,
S je množina všech komplexńıch měřitelných jednoduchých funkćı s na X splňuj́ıćıch µ({x ∈
X : s(x) ̸= 0}) < ∞. Je-li 1 ≤ p < ∞, pak S je hustá v Lp(X,µ).
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2.2. Aproximace spojitými funkcemi.

Definice. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, f : X → C. Nosič funkce f definujeme jako

supp f = {x ∈ X : f(x) ̸= 0}.

Soubor všech spojitých komplexńıch funkćı na X s kompaktńım nosičem znač́ıme Cc(X).

Poznámka. • Cc(X) je vektorový prostor.
• Je-li X kompaktńı, pak Cc(X) splývá s prostorem spojitých funkćı na X.

konec přednášky 19.10.2023

Věta 20 (Luzinova). Necht’ f : Rn → C je lebesgueovsky měřitelná a splňuje λn({x ∈ Rn : f(x) ̸=
0}) < ∞. Necht’ ε > 0. Pak existuje g ∈ Cc(Rn) splňuj́ıćı λn({x ∈ Rn : f(x) ̸= g(x)}) < ε a
supx∈Rn |g(x)| ≤ supx∈Rn |f(x)|.

Věta 21 (hustota spojitých funkćı v Lp). Necht’ 1 ≤ p < ∞, pak Cc(Rn) je hustá v Lp(Rn).

Definice. Řekneme, že funkce f : Rn → C se anuluje v ∞, pokud pro každé ε > 0 existuje
kompaktńı množina K ⊆ Rn taková, že |f(x)| < ε pro x ∈ Rn \K. Množinu spojitých funkćı s
touto vlastnost́ı znač́ıme C0(Rn).

Př́ıklad. f(x) = 1
1+|x| ∈ C0(Rn) \ Cc(Rn).

Věta 22 (uzávěr spojitých funkćı s kompaktńım nosičem v supremové metrice). Necht’ (C(Rn), ρ∞)
znač́ı prostor omezených spojitých funkćı na Rn se supremovou metrikou

ρ∞(f, g) = sup
x∈Rn

|f(x)− g(x)|.

Pak uzávěr množiny Cc(Rn) v prostoru (C(Rn), ρ∞) je C0(Rn).

3. Hilbertovy prostory

Definice. Necht’H je vektorový prostor nad C. Řekneme, žeH je prostor se skalárńım součinem,
pokud každé dvojici x, y ∈ H lze přǐradit komplexńı č́ıslo ⟨x, y⟩ (nazývané skalárńı součin x a
y) tak, že plat́ı

(i) ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩,
(ii) ⟨x+ y, z⟩ = ⟨x, z⟩+ ⟨y, z⟩, x, y, z ∈ H,
(iii) ⟨αx, y⟩ = α⟨x, y⟩, x, y ∈ H, α ∈ C,
(iv) ⟨x, x⟩ ≥ 0, x ∈ H,
(iv) ⟨x, x⟩ = 0 právě tehdy, když x = 0.

Poznámky. • Podmı́nky (ii) a (iii) ř́ıkaj́ı, že pro každé y ∈ H je zobrazeńı x 7→ ⟨αx, y⟩ lineárńı.
• ⟨0, y⟩ = 0 pro všechna y ∈ H,
• ⟨x, αy⟩ = α⟨x, y⟩, x, y ∈ H, α ∈ C,
• ⟨z, x+ y⟩ = ⟨z, x⟩+ ⟨z, y⟩, x, y, z ∈ H.

Definujme ∥x∥ =
√

⟨x, x⟩, x ∈ H. Č́ıslo ∥x∥ nazýváme normou vektoru x ∈ H.

Schwarzova nerovnost: |⟨x, y⟩| ≤ ∥x∥∥y∥, x, y ∈ H
Trojúhelńıková nerovnost: ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥, x, y ∈ H

Důsledek. Uvažujme funkci ρ(x, y) = ∥x − y∥, x, y ∈ H. Pak ρ je metrika na H, tj. (H, ρ) je
metrický prostor.

Definice. Necht’ H je prostor se skalárńım součinem. Řekneme, že H je Hilbert̊uv prostor, je-li
metrický prostor (H, ρ) úplný.
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Př́ıklady. Př́ıklady Hilbertových prostor̊u:
• C, ⟨x, y⟩ = xy,
• Cn, ⟨x, y⟩ =

∑n
i=1 xiyi, kde x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn),

• L2(X,µ), kde µ je prostor s mı́rou; ⟨f, g⟩ =
∫
X fg dµ. Odpov́ıdaj́ıćı norma je ∥f∥ = ∥f∥2.

Př́ıklad. Množina komplexńıch spojitých funkćı na [0, 1] s ⟨f, g⟩ =
∫
X f(t)g(t) dt je prostor se

skalárńım součinem, který neńı Hilbert̊uv.

Věta 23 (spojitost skalárńıho součinu a normy). Necht’ H je Hilbert̊uv prostor, y ∈ H. Pak
zobrazeńı

x 7→ ⟨x, y⟩, x 7→ ⟨y, x⟩, x 7→ ∥x∥
jsou spojitá na H.

3.1. Podprostory. Připomeneme: Podmnožina M vektorového prostoru V je podprostorem
V , pokud plat́ı

x, y ∈ M ⇒ x+ y ∈ M ; x ∈ M,α ∈ C ⇒ αx ∈ M.

Př́ıklady. V = {f : R → C}, pak V1 = {f ∈ V : f je omezená} je podprostor V , ale
V2 = {f ∈ V : |f(x)| ≤ 1 pro x ∈ R} neńı podprostor V .

konec přednášky 20.10.2023

Definice. Je-li H Hilbert̊uv prostor a M je podprostor H, pak M je uzavřený podprostor H,
je-li M uzavřená podmnožina H.

Pozorováńı. Je-li M podprostor H, pak M je též podprostor H.

3.2. Konvexńı množiny.

Definice. Necht’ V je vektorový prostor, E ⊆ V . Řekneme, že E je konvexńı, pokud plat́ı:

x ∈ E, y ∈ E, 0 < t < 1 ⇒ zt := (1− t)x+ ty ∈ E.

3.3. Ortogonalita (kolmost).

Definice. Necht’ H je Hilbert̊uv prostor, x, y ∈ H. Řekneme, že x, y jsou ortogonálńı (na sebe
kolmé), pokud ⟨x, y⟩ = 0. Ṕı̌seme x ⊥ y.

Necht’ x ∈ H, M je podprostor H. Znač́ıme

x⊥ = {y ∈ H : ⟨x, y⟩ = 0},
M⊥ = {y ∈ H : ⟨x, y⟩ = 0 pro každé x ∈ M}.

Poznámka. Relace x ⊥ y je symetrická, tj. ⟨x, y⟩ = 0 právě tehdy, když ⟨y, x⟩ = 0.
Pozorováńı. Necht’ x ∈ H, M je podprostor H. Pak x⊥, M⊥ jsou uzavřené podprostory H.

Př́ıklad. Necht’ H = L2((0, 1)) a g(t) = 1 pro t ∈ (0, 1). Pak g⊥ = {f ∈ L2((0, 1)) :
∫ 1
0 f(t) dt =

0}.

Věta 24 (o prvku s nejmenš́ı normou). Necht’ H je Hilbert̊uv prostor, E ⊆ H neprázdná,
uzavřená a konvexńı. Pak existuje právě jeden prvek x ∈ E takový, že ∥x∥ = miny∈E ∥y∥.

Tvrzeńı (rovnoběžńıkové pravidlo). Necht’ H je Hilbert̊uv prostor, x, y ∈ H. Pak

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2∥x∥2 + 2∥y∥2.

Věta 25 (o ortogonálńı projekci). Necht’ H je Hilbert̊uv prostor a M jeho uzavřený podprostor.
(i) Pro každé x ∈ H existuje jednoznačný rozklad x = Px+Qx, kde Px ∈ M a Qx ∈ M⊥.
(ii) Px, Qx jsou takové body z M , resp. M⊥, které maj́ı od x nejmenš́ı vzdálenost.
(iii) Zobrazeńı P : H → M , Q : H → M⊥ jsou lineárńı.
(iv) ∥x∥2 = ∥Px∥2 + ∥Qx∥2.
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Zobrazeńı P , Q se nazývaj́ı ortogonálńı projekce prostoru H na M , resp. M⊥.

Připomeneme: x 7→ ⟨x, y⟩ je pro každé y ∈ H spojitý lineárńı funkcionál na H.

Věta 26 (spojité lineárńı funkcionály na Hilbertově prostoru). Necht’ H je Hilbert̊uv prostor a
L je spojitý lineárńı funkcionál na H. Pak existuje právě jedno y ∈ H takové, že Lx = ⟨x, y⟩,
x ∈ H.

konec přednášky 26.10.2023

3.4. Ortonormálńı množiny.

Definice. Řekneme, že množina vektor̊u {uα : α ∈ A} je ortonormálńı, pokud plat́ı ⟨uα, uβ⟩ = 0
kdykoliv α ̸= β, α ∈ A, β ∈ A, a zároveň ∥uα∥ = 1 pro všechna α ∈ A.

Př́ıklad. H = Cn, pak u1 = (1, 0, . . . , 0), u2 = (0, 1, . . . , 0), . . . , un = (0, . . . , 0, 1) je orto-
normálńı množina.

Definice. Necht’ {uα : α ∈ A} je ortonormálńı množina v Hilbertově prostoru H. Každému
x ∈ H přǐrad́ıme komplexńı funkci x̂ na množině A definovanou vztahem x̂(α) = ⟨x, uα⟩, α ∈ A.
Č́ısla nazýváme Fourierovými koeficienty x vzhledem k množině {uα}.

Př́ıklad. Necht’ H = Cn, {ui : i = 1, . . . , n} jsou jako výše. Je-li x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn, pak
x̂(i) = ⟨x, ui⟩ = xi, i = 1, . . . , n.

Věta 27 (o konečných ortonormálńıch množinách). Necht’ {uα : α ∈ F} je konečná orto-
normálńı množina v Hilbertově prostoru H. Necht’ MF je lineárńı obal množiny {uα : α ∈ F}.

(i) Je-li φ komplexńı funkce na F , pak existuje y ∈ MF splňuj́ıćı ŷ(α) = φ(α), α ∈ F . Prvek
y je tvaru y =

∑
α∈F φ(α)uα a splňuje ∥y∥2 =

∑
α∈F |φ(α)|2.

(ii) Je-li x ∈ H a sF (x) =
∑

α∈F x̂(α)uα, pak ∥x− sF (x)∥ < ∥x− s∥ pro s ∈ MF , s ̸= sF (x),

a plat́ı
∑

α∈F |x̂(α)|2 ≤ ∥x∥2. Tj. sF (x) je nejlepš́ı aproximace x v prostoru MF .

Př́ıklad. Uvažujme H = C4 s ortonormálńı množinou {ui : i = 1, 2}, tj. F = {1, 2}. Pak
MF = {(x1, x2, 0, 0) : x1, x2 ∈ C}. Je-li x ∈ C4, pak sF (x) = x1u1 + x2u2 = (x1, x2, 0, 0).

Definice. Necht’ A je množina a φ je funkce na A. Pak
∑

α∈A φ(α) definujeme jako Lebesgue̊uv
integrál funkce φ vzhledem k poč́ıtaćı mı́̌re na A. Speciálně, je-li 0 ≤ φ(α) ≤ ∞, pak

∑
α∈A φ(α)

je rovna supremu všech konečných sum φ(α1) + · · ·+ φ(αn), kde α1, . . . , αn jsou po dvou r̊uzné
prvky z A.

Definice. Necht’ (X, ρ) a (Y, σ) jsou metrické prostory, f : X → Y . Řekneme, že f je izometrie,
pokud σ(f(x), f(y)) = ρ(x, y), x, y ∈ X.

Věta 28 (o ortonormálńı množině). Necht’ {uα : α ∈ A} je ortonormálńı množina v Hilbertově
prostoru H a necht’ P je lineárńı obal množiny {uα : α ∈ A}.

(i) (Besselova nerovnost)
∑

α∈A |x̂(α)|2 ≤ ∥x∥2, x ∈ H.

(ii) (Rieszova-Fischerova věta) x 7→ x̂ je spojité lineárńı zobrazeńı prostoru H na ℓ2(A).
(iii) Restrikce zobrazeńı z části (ii) na množinu P je izometrie P na ℓ2(A).

Věta 29 (o maximálńı ortonormálńı množině). Necht’ {uα : α ∈ A} je ortonormálńı množina
v Hilbertově prostoru H. Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

(i) {uα : α ∈ A} je maximálńı ortonormálńı množina v H (tj. každá ortonormálńı množina
obsahuj́ıćı {uα} je rovna {uα}).

(ii) Lineárńı obal množiny {uα} je hustý v H.
(iii)

∑
α∈A |x̂(α)|2 = ∥x∥2, x ∈ H.

(iv) (Parsevalova rovnost)
∑

α∈A x̂(α)ŷ(α) = ⟨x, y⟩, x ∈ H, y ∈ H.

Maximálńı ortonormálńı množina se často nazývá ortonormálńı báze prostoru H.
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Definice. Řekneme, že Hilbertovy prostory H1, H2 jsou izomorfńı, pokud existuje lineárńı
bijekce Λ : H1 → H2 taková, že ⟨Λx,Λy⟩H2 = ⟨x, y⟩H1 , x, y ∈ H1. Zobrazeńı Λ se nazývá
izomorfismus.

Poznámka. Z Vět 28 a 29 plyne, že je-li {uα : α ∈ A} maximálńı ortonormálńı množina v
Hilbertově prostoru H, pak zobrazeńı x 7→ x̂ je izomorfismus H na ℓ2(A).

Věta 30 (existence maximálńı ortonormálńı množiny). Necht’ B je ortonormálńı množina v
Hilbertově prostoru H. Potom existuje maximálńı ortonormálńı množina A v H taková, že B ⊆
A.

Důsledek. Každý netriviálńı Hilbert̊uv prostor je izomorfńı prostoru ℓ2(A) pro nějakou množinu
A.

Definice. Dvojici (P,≤) nazveme částečně uspořádanou množinou, pokud plat́ı
(i) a ≤ b, b ≤ c ⇒ a ≤ c,
(ii) a ≤ a pro každé a ∈ P,
(iii) a ≤ b, b ≤ a ⇒ a = b.
Podmnožina L ⊆ P je totálně uspořádaná, pokud pro všechna a, b ∈ L plat́ı bud’ a ≤ b nebo

b ≤ a.

konec přednášky 27.10.2023

Př́ıklad. Necht’ P je soubor všech otevřených množin v R2 a G1 ≤ G2, pokud G1 ⊆ G2. Necht’ L
je soubor všech otevřených kruh̊u se středem v počátku. Pak L je maximálńı totálně uspořádaná
množina v P.

Tvrzeńı (Hausdorffova věta o maximalitě). Každá neprázdná částečně uspořádaná množina
obsahuje maximálńı totálně uspořádanou podmnožinu.

3.5. Trigonometrické řady. Necht’ T = {z ∈ C : |z| = 1}. Je-li F funkce na T , definujeme
funkci f na R vztahem

(3.1) f(t) = F (eit), t ∈ R.

Pak f je 2π-periodická, tj. f(t + 2π) = f(t) pro t ∈ R. Podobně, je-li f 2π-periodická funkce
na R, definujeme funkci F na T vztahem (3.1). Tedy 2π-periodické funkce na T lze ztotožnit s
funkcemi na T .

Lp prostory na T znač́ıme Lp(T ) a ztotožńıme je s Lp prostory na (−π, π) vzhledem k nor-
malizované Lebesgueově mı́̌re 1

2π dx, tj.

∥f∥p =
(

1

2π

∫ π

−π
|f(t)|p dt

) 1
p

, 1 ≤ p < ∞,

a

∥f∥∞ = esssupt∈[−π,π] |f(t)|.
Dále definujeme C(T ) jako soubor všech spojitých komplexńıch funkćı na T (nebo ekvivalentně
všech spojitých komplexńıch 2π-periodických funkćı na R), s normou

∥f∥∞ = sup
t∈[−π,π]

|f(t)|.

Trigonometrický polynom je funkce tvaru

(3.2) f(t) = a0 +

N∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt), t ∈ R,
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kde a0, a1, . . . , aN , b1, . . . , bN ∈ C. S použit́ım vzorc̊u cosx = eix+e−ix

2 a sinx = eix−e−ix

2i lze (3.2)
přepsat jako

f(t) =
N∑

n=−N

cne
inx,

kde c0 = a0, cn = an−ibn
2 , c−n − an+ibn

2 , n ∈ N.
Položme un(t) = eint, n ∈ Z. Pak {un} je maximálńı ortonormálńı množina v L2(T ) se

skalárńım součinem

⟨f, g⟩ = 1

2π

∫ π

−π
f(t)g(t) dt.

3.6. Fourierovy řady.

Definice. Necht’ f ∈ L1(T ). Pak definujeme Fourier̊uv koeficient f vztahem

f̂(n) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)e−int dt, n ∈ Z,

a Fourierovu řadu f vztahem
∞∑

n=−∞
f̂(n)eint.

Částečné součty této řady jsou

sN (t) =
N∑

n=−N

f̂(n)eint, N = 0, 1, 2, . . .

Rieszova-Fischerova věta. Je-li {cn}∞n=−∞ posloupnost komplexńıch č́ısel splňuj́ıćı
∑∞

n=−∞ |cn|2 <
∞, pak existuje f ∈ L2(T ) taková, že cn = 1

2π

∫ π
−π f(t)e

−int dt, n ∈ Z.

Parsevalova věta. f ∈ L2(T ), g ∈ L2(T ), pak
∞∑

n=−∞
f̂(n)ĝ(n) =

1

2π

∫ π

−π
f(t)g(t) dt.

Speciálně

(3.3)
∞∑

n=−∞
|f̂(n)|2 = 1

2π

∫ π

−π
|f(t)|2 dt.

Poznámka. Aplikaćı (3.3) na funkci f − sN dostaneme limN→∞ ∥f − sN∥2 = 0, tj. částečné
součty Fourierovy řady funkce f konverguj́ı k f v L2 normě.

Důsledek. Zobrazeńı f 7→ f̂ je izomorfismus mezi Hilbertovými prostory L2(T ) a ℓ2(Z).

Poznámka. Je-li f ∈ L1(T ) reálná funkce, jsou koeficienty f̂(n) obecně komplexńı č́ısla. Je ale
možné uvažovat reálnou Fourierovu řadu tvaru

a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt).

Pak a0 = 2c0 = 1
π

∫ π
−π f(t) dt, an = cn + c−n = 1

π

∫ π
−π f(t) cosnt dt, bn = (c−n − cn)/i =

1
π

∫ π
−π f(t) sinnt dt, n ∈ N. Částečné součty jsou potom rovny

sN (t) =
a0
2

+

N∑
n=1

(an cosnt+ bn sinnt)
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a Parsevalova rovnost má tvar

1

π

∫ π

−π
|f(t)|2 dt = a20

2
+

∞∑
n=1

(a2n + b2n).

konec přednášky 3.11.2023

Poznámka. Je-li f ∈ L1(T ) sudá, pak

bn = 0 pro n ∈ N, an =
2

π

∫ π

0
f(t) cosnt dt pro n ∈ N ∪ {0}.

Je-li f ∈ L1(T ) lichá, pak

an = 0 pro n ∈ N ∪ {0}, bn =
2

π

∫ π

0
f(t) sinnt dt pro n ∈ N.

Př́ıklad. Reálná Fourierova řada 2π-periodické funkce f splňuj́ıćı f(t) = sgn t, t ∈ [−π, π), je
4
π

∑∞
k=0

sin(2k+1)t
2k+1 . Z Parsevalovy rovnosti plyne π2

8 =
∑∞

k=0
1

(2k+1)2
.

Př́ıklad. Reálná Fourierova řada 2π-periodické funkce f splňuj́ıćı f(t) = t2, t ∈ [−π, π), je
π2

3 + 4
∑∞

n=1
(−1)n

n2 cosnt. Pokud bychom věděli, že tato řada konverguje k funkci f v bodě π,

dosazeńım t = π bychom dostali π2

6 =
∑∞

n=1
1
n2 .

4. Banachovy prostory

Definice. Necht’ X je vektorový prostor na C. Řekneme, že X je normovaný lineárńı prostor,
pokud každému prvku x ∈ X je přǐrazeno nezáporné reálné č́ıslo ∥x∥, nazývané norma x, splňuj́ıćı

(i) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥, x, y ∈ X;
(ii) ∥αx∥ = |α|∥x∥, x ∈ X, α ∈ C,
(iii) ∥x∥ = 0 ⇒ ∥x∥ = 0.

Poznámka. Je-li X normovaný lineárńı prostor, pak zobrazeńı ρ(x, y) = ∥x− y∥ je metrika na
X.

Definice. Banach̊uv prostor je normovaný lineárńı prostor, který je úplný v metrice dané nor-
mou.

Př́ıklady. • X = C, ∥x∥ = |x| je Banach̊uv prostor.

• Každý Hilbert̊uv prostor s normou ∥x∥ =
√

⟨x, x⟩ je Banach̊uv.
• Je-li (X,µ) prostor s mı́rou a 1 ≤ p ≤ ∞, pak Lp(X,µ) je Banach̊uv prostor.
• X = {{an}∞n=1 : an ̸= 0 jen pro konečně mnoho index̊u n}, ∥{an}∥ = supn∈N |an|. Pak X je

normovaný lineárńı prostor, který neńı Banach̊uv.

Poznámka. Lze rovněž uvažovat reálné Banachovy prostory. Definice je analogická, pouze u
podmı́nky (ii) předpokládáme, že α ∈ R.

Př́ıklad. (R2, ∥ · ∥p) je reálný Banach̊uv prostor, kde ∥x∥p =

{
(|x1|p + |x2|p)1/p, 1 ≤ p < ∞,

max{|x1|, |x2|}, p = ∞.

Definice. Necht’ X, Y jsou normované lineárńı prostory, Λ : X → Y je lineárńı zobrazeńı.
Normu zobrazeńı Λ definujeme vztahem

∥Λ∥ = sup{∥Λx∥Y : x ∈ X, ∥x∥X ≤ 1}.

Je-li ∥Λ∥ < ∞, řekneme, že Λ je omezené lineárńı zobrazeńı. Pokud nav́ıc Y = C, nazýváme Λ
omezený lineárńı funkcionál.
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Poznámka. Mı́sto suprema přes jednotkovou kouli stač́ı uvažovat supremum přes jednotkovou
sféru, tj. přes ta x ∈ X, pro která ∥x∥ = 1. Dále plat́ı, že ∥Λ∥ je nejmenš́ı č́ıslo takové, že
∥Λx∥ ≤ ∥Λ∥∥x∥ pro všechna x ∈ X.

konec přednášky 9.11.2023

Př́ıklad. φ : ℓ1 → C je definováno vztahem φ({xn}∞n=1) = x1. Pak ∥φ∥ = 1 a zobrazeńı své
normy nabývá.

Věta 31 (charakterizace lineárńıch zobrazeńı). Necht’ X, Y jsou normované lineárńı prostory,
Λ : X → Y je lineárńı zobrazeńı. Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

(i) Λ je omezené;
(ii) Λ je spojité;
(iii) Λ je spojité v 0.

Poznámka. Dále někdy budeme psát “spojité lineárńı zobrazeńı” mı́sto “omezené lineárńı zob-
razeńı”.

4.1. Baireova věta a jej́ı d̊usledky.

Věta 32 (Baireova). Necht’ (X, ρ) je úplný metrický prostor, pak pr̊unik spočetně mnoha hustých
otevřených množin v X je hustá množina v X.

Poznámka. Speciálně je tedy výše uvedený pr̊unik neprázdný (s výjimkou př́ıpadu X = ∅).

Definice. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, A ⊆ X. Řekneme, že A je typu Gδ v X, pokud A
je pr̊unikem spočetně mnoha otevřených množin.

Př́ıklad. Necht’ X = R, pak {0} neńı otevřená, ale je Gδ.

Věta 33 (Banachova-Steinhausova, princip stejnoměrné omezenosti). Necht’ X je Banach̊uv
prostor, Y je normovaný lineárńı prostor, {Λα}α∈A je soubor omezených lineárńıch zobrazeńı
X do Y . Pak bud’

(i) existuje M < ∞ takové, že ∥Λα∥ ≤ M pro všechna α ∈ A,
nebo

(ii) supα∈A ∥Λαx∥ = ∞ pro všechna x z nějaké husté Gδ množiny v X.

Věta 34 (věta o otevřeném zobrazeńı). Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory a Λ je omezené
lineárńı zobrazeńı X na Y . Pak Λ(G) je otevřená množina v Y pro každou otevřenou množinu
G v X.

Věta 35 (spojitost inverzńıho zobrazeńı). Necht’ X, Y jsou Banachovy prostory a Λ je omezené
lineárńı zobrazeńı X na Y , které je nav́ıc prosté. Pak existuje δ > 0 takové, že ∥Λx∥ ≥ δ∥x∥,
x ∈ X. Tedy Λ−1 je omezené lineárńı zobrazeńı Y na X.

konec přednášky 10.11.2023

Př́ıklad. Existuje f ∈ C(T ) taková, že jej́ı Fourierova řada diverguje v 0. Označme sn(f, 0)
částečné součty Fourierovy řady funkce f v 0 a položme Λnf = sn(f, 0). Pak ∥Λn∥ → ∞ pro
n → ∞ a požadovaný závěr plyne z principu stejnoměrné omezenosti.

4.2. Hahnova-Banachova věta.

Věta 36 (Hahnova-Banachova). Je-li M podprostor normovaného lineárńıho prostoru X a f je
omezený lineárńı funkcionál na M , pak f lze rozš́ıřit na omezený lineárńı funkcionál F na X
splňuj́ıćı ∥F∥ = ∥f∥.
Názvoslov́ı. Funkcionál F je rozš́ı̌reńım funkcionálu f , pokud definičńı obor F obsahuje de-
finičńı obor f a F (x) = f(x) pro x z definičńıho oboru f . Dále

∥f∥ = sup{|f(x)| : x ∈ M, ∥x∥ ≤ 1}, ∥F∥ = sup{|F (x)| : x ∈ X, ∥x∥ ≤ 1}.
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Poznámka. Je-li X Hilbert̊uv prostor, pak výše uvedené rozš́ı̌reńı existuje jediné a je rovno 0
na M⊥. Pro obecný normovaný lineárńı prostor ale takových rozš́ı̌reńı může existovat v́ıce.

Věta 37 (oddělováńı bodu a podprostoru). Necht’ M je uzavřený podprostor normovaného
lineárńıho prostoru X a necht’ x0 ∈ X \M . Pak existuje omezený lineárńı funkcionál f na X
takový, že f(x) = 0 pro x ∈ M a f(x0) ̸= 0.

Př́ıklad. Necht’ X = C2, M = {(x, y) ∈ C2 : x + y = 0}, (x0, y0) = (0, 1). Pak funkcionál z
(d̊ukazu) předchoźı věty má tvar f(x, y) = x+ y.

Věta 38. Je-li X normovaný lineárńı prostor a x0 ∈ X, x0 ̸= 0, pak existuje omezený lineárńı
funkcionál f na X s normou 1 takový, že f(x0) = ∥x0∥.

Definice. Necht’ X je normovaný lineárńı prostor. Pak soubor všech omezených lineárńıch funk-
cionál̊u na X znač́ıme X∗ a nazýváme duálńım prostorem k prostoru X.

Poznámka. • X∗ je Banach̊uv prostor.
• PokudX ̸= {0}, pakX∗ ̸= {0}. Dokonce plat́ı, žeX∗ odděluje bodyX, tj. jsou-li x1, x2 ∈ X,

x1 ̸= x2, pak existuje f ∈ X∗ splňuj́ıćı f(x1) ̸= f(x2).
• Je-li x ∈ X, pak

∥x∥ = sup{|f(x)| : f ∈ X∗, ∥f∥ = 1}.
Pro dané x ∈ X je tedy zobrazeńı f 7→ f(x) omezený lineárńı funkcionál na X∗ s normou ∥x∥.

konec přednášky 16.11.2023

4.3. Omezené lineárńı funkcionály na Lp. Necht’ (X,A, µ) je prostor s mı́rou, 1 ≤ p ≤ ∞,
q je sdružený exponent k p. Je-li g ∈ Lq(X,µ), pak z Hölderovy nerovnosti plyne, že zobrazeńı

Φg(f) =

∫
X
fg dµ

je omezený lineárńı funkcionál na Lp(X,µ) s normou nejvýše ∥g∥q. Existuj́ı i jiné omezené
lineárńı funkcionály na Lp(X,µ)?

Věta 39 (omezené lineárńı funkcionály na Lp). Necht’ (X,A, µ) je prostor se σ-konečnou mı́rou,
1 ≤ p < ∞, Φ je omezený lineárńı funkcionál na Lp(X,µ). Pak existuje právě jedna g ∈
Lq(X,µ), kde q je sdružený exponent k p, taková, že

(4.1) Φ(f) =

∫
X
fg dµ, f ∈ Lp(X,µ).

Pro tato Φ a g plat́ı ∥Φ∥ = ∥g∥q.

Poznámky. • Předchoźı věta ř́ıká, že g 7→ Φ je lineárńı izometrie mezi Lq(X,µ) a (Lp(X,µ))∗,
1 ≤ p < ∞.

• Předchoźı věta neplat́ı pro p = ∞. Např. existuje omezený lineárńı funkcionál na L∞([0, 1]),
který neńı tvaru (4.1) pro g ∈ L1([0, 1]).

4.4. Omezené lineárńı funkcionály na C(K).

Definice. Necht’ K je kompaktńı metrický prostor. Řekneme, že lineárńı funkcionál Λ na C(K)
je nezáporný, pokud Λf ≥ 0 pro každou nezápornou funkci f ∈ C(K).

Věta 40 (o reprezentaci nezáporných lineárńıch funkcionál̊u na C(K)). Necht’ K je kompaktńı
metrický prostor a necht’ Λ je nezáporný lineárńı funkcionál na C(K). Pak existuje právě jedna
regulárńı borelovská mı́ra µ na K splňuj́ıćı

Λ(f) =

∫
K
f dµ, f ∈ C(K).
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Názvoslov́ı. • Mı́ra µ je borelovská, pokud je definována na σ-algebře borelovských podmnožin
K.
• Borelovská mı́ra µ je regulárńı, pokud pro každou borelovskou množinu B ⊆ K plat́ı

µ(B) = inf{µ(U) : U ⊇ B otevřená} = sup{µ(F ) : F ⊆ B uzavřená}.
Definice. Necht’ (X,A) je měřitelný prostor. Funkci µ : A → C nazveme komplexńı mı́rou,
pokud plat́ı

(a) µ(∅) = 0;
(b) jsou-li An ∈ A, n = 1, 2, . . . , po dvou disjunktńı, pak µ(

⋃∞
n=1An) =

∑∞
n=1 µ(An).

Necht’ µ je komplexńı mı́ra na (X,A). Položme

|µ|(E) = sup
∞∑
n=1

|µ(En)|, E ∈ A,

kde supremum bereme přes všechny rozklady E =
⋃∞

n=1En, kde E1, E2, · · · ∈ A jsou po dvou
disjunktńı. Lze ukázat, že |µ| je nezáporná mı́ra a |µ|(X) < ∞. |µ| se nazývá totálńı variace µ.

Je-li µ komplexńı borelovská mı́ra, pak existuje komplexńı borelovsky měřitelná funkce h
splňuj́ıćı |h| = 1 a dµ = hd|µ|, tj. µ(E) =

∫
E h d|µ|, E ∈ A. Pro pěknou funkci f (např́ıklad

omezenou a borelovsky měřitelnou) pak definujeme integrál∫
X
f dµ =

∫
X
fh d|µ|.

Řekneme, že komplexńı borelovská mı́ra na X je regulárńı, pokud jej́ı totálńı variace |µ| je
regulárńı.

Věta 41 (Rieszova věta o reprezentaci duálu k C(K)). Necht’ K je kompaktńı metrický prostor
a necht’ Φ je omezený lineárńı funkcionál na C(K). Pak existuje právě jedna regulárńı komplexńı
borelovská mı́ra µ splňuj́ıćı

Φ(f) =

∫
K
f dµ, f ∈ C(K).

Nav́ıc ∥Φ∥ = |µ|(K).

5. Fourierova transformace

Definice. Lebesgueovu mı́ru na R vydělenou konstantou
√
2π budeme značit m. V této kapitole

budeme prostor Lp(R) značit Lp a uvažovat na něm normu

∥f∥p =


(∫∞

−∞ |f(x)|p dm(x)
) 1

p
, 1 ≤ p < ∞,

esssupx∈R |f(x)|, p = ∞.

Prostor všech spojitých funkćı na R, které se anuluj́ı v ∞, budeme značit C0.

Definice. Necht’ f ∈ L1. Pak Fourierovu transformaci funkce f definujeme vztahem

f̂(t) =

∫ ∞

−∞
f(x)e−ixt dm(x), t ∈ R.

konec přednášky 23.11.2023

Poznámka. Jelikož |f(x)e−ixt| = |f(x)|, integrál výše konverguje pro každé t ∈ R.
Věta 42 (základńı vlastnosti Fourierovy transformace). Necht’ f ∈ L1, α, λ ∈ R.

(i) Je-li g(x) = f(x)eiαx, pak ĝ(t) = f̂(t− α).

(ii) Je-li g(x) = f(x− α), pak ĝ(t) = f̂(t)e−iαt.

(iii) Je-li g(x) = f(−x), pak ĝ(t) = f̂(t).

(ii) Je-li g(x) = f(x/λ) a λ > 0, pak ĝ(t) = λf̂(λt).
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Poznámka. Jsou-li f , g ∈ L1, pak f̂ + g(t) = f̂(t) + ĝ(t). Neńı ale pravda, že f̂(t)ĝ(t) = f̂g(t).
Pro tyto účely je třeba nahradit součin funkćı jejich konvolućı.

Věta 43 (o konvoluci). Necht’ f ∈ L1, g ∈ L1. Pak∫ ∞

−∞
|f(x− y)g(y)| dm(y) < ∞ pro s.v. x ∈ R.

Pro tato x položme

h(x) =

∫ ∞

−∞
f(x− y)g(y) dm(y).

Pak h ∈ L1 a plat́ı ∥h∥1 ≤ ∥f∥1∥g∥1.

Definice. Jsou-li f , g ∈ L1, pak funkci h z Věty 43 nazýváme konvolućı funkćı f , g a znač́ıme
h = f ∗ g.

Věta 44 (Fourierova transformace konvoluce a derivace). Necht’ f ∈ L1.

(i) Je-li g ∈ L1 a h = f ∗ g, pak ĥ(t) = f̂(t)ĝ(t).

(ii) Pokud funkce g(x) = −ixf(x) patř́ı do L1, pak ĝ(t) = (f̂)′(t).

(iii) Pokud f ′ ∈ L1, pak f̂ ′(t) = itf̂(t).

Věta 45 (spojitost Fourierovy transformace). Je-li f ∈ L1, pak f̂ ∈ C0 a plat́ı ∥f̂∥∞ ≤ ∥f∥1.

Tvrzeńı. Necht’ f(x) = e−
x2

2 , x ∈ R. Pak f̂ = f .

konec přednášky 24.11.2023

Věta 46 (věta o inverzi). Pokud f ∈ L1, f̂ ∈ L1 a g(x) =
∫∞
−∞ f̂(t)eixt dm(t), x ∈ R, pak g ∈ C0

a f(x) = g(x) s.v.

Důsledek (věta o jednoznačnosti). Je-li f ∈ L1 a f̂(t) = 0 pro všechna t ∈ R, pak f(x) = 0
s.v.

5.1. Fourierova transformace na L2.

Tvrzeńı. Necht’ f ∈ L1 ∩ L2. Pak f̂ patř́ı do L2 a plat́ı ∥f̂∥ = ∥f∥2.

Pozorováńı. Je-li f ∈ L2, pak fχ(−N,N) ∈ L1 pro N > 0, a tedy ̂fχ(−N,N) je definována. Dále

plat́ı, že posloupnost funkćı { ̂fχ(−N,N)}∞N=1 je cauchyovská, a tedy konvergentńı v L2.

Definice. Necht’ f ∈ L2. Pak Fourierovu transformaci funkce f definujeme vztahem f̂ =

limn→∞ ̂fχ(−N,N), přičemž konvergenci rozumı́me v L2 smyslu.

Poznámka. Je-li f ∈ L1, pak f̂ je definována pro všechna x ∈ R. Je-li f ∈ L2, pak f̂ je
definována jako prvek prostoru L2, a tedy bodově pouze skoro všude. Je-li f ∈ L1 ∩L2, pak jej́ı
L1-Fourierova transformace splývá s L2-Fourierovou transformaćı skoro všude.

Věta 47 (Plancherel a Parseval). Necht’ f, g ∈ L2. Pak

(i) ∥f∥2 = ∥f̂∥2 (Plancherelova rovnost);

(ii)
∫∞
−∞ f(x)g(x) dm(x) =

∫∞
−∞ f̂(t)ĝ(t) dm(t) (Parsevalova rovnost).

Př́ıklad. Pomoćı Fourierovy transformace jsme řešili diferenciálńı rovnici −u′′ + u = f , kde

f ∈ L1 a u ∈ L1. Pak û(t) = (t2 + 1)−1f̂(t), a tedy u(x) = 1
2

∫∞
−∞ e−|x−y|f(y) dy.

Poznámka. Rovnice −u′′ + u = f má nekonečně mnoho řešeńı, ale řešeńı nalezené výše je
jediné, které patř́ı do L1.
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6. Úvod do komplexńı analýzy

6.1. Exponenciálńı funkce. Pro z ∈ C uvažujme funkci exp(z) = ez =
∑∞

n=0
zn

n! . Pak

předchoźı řada konverguje absolutně a plat́ı ea+b = ea · eb, a, b ∈ C. Dále plat́ı Euler̊uv vzo-
rec

ex+iy = ex(cos y + i sin y), x, y ∈ R.
konec přednášky 30.11.2023

Funkce exp má rovněž následuj́ıćı vlastnosti:
• ez ̸= 0 pro z ∈ C;
• je-li w ∈ C, w ̸= 0, pak w = ez pro nějaké z ∈ C;
• exp je periodická s periodou 2πi.

Funkce sin a cos definujeme předpisem

sin z =
eiz − e−iz

2i
, cos z =

eiz + e−iz

2
, z ∈ C.

Funkce exp, sin, cos jsou spojité na C.

6.2. Derivace komplexńıch funkćı. Značeńı. Necht’ r > 0, a ∈ C, pak
D(a, r) = {z ∈ C : |z − a| < r},
D(a, r) = {z ∈ C : |z − a| ≤ r},
D′(a, r) = {z ∈ C : 0 < |z − a| < r}.

Definice. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor, E ⊆ X. Řekneme, že E neńı souvislá, pokud existuj́ı
neprázdné množiny A, B ⊆ X takové, že E = A ∪ B, A ∩ B = ∅ = A ∩ B. Řekneme, že E je
souvislá, pokud rozklad E jako výše neexistuje (E neńı nesouvislá).

Pozorováńı. Jednobodová množina je souvislá. Je-li x ∈ E, označme Φx soubor všech souvislých
podmnožin E obsahuj́ıćıch x. Pak sjednoceńı všech množin z Φx je neprázdná souvislá množina.
Nav́ıc jde o maximálńı souvislou podmnožinu E. Tyto množiny nazýváme komponenty E. Plat́ı,
že každé dvě komponenty jsou disjunktńı a E je sjednoceńım svých komponent.

Definice. Necht’ E ⊆ C. Řekneme, že E je oblast, pokud je E neprázdná, otevřená a souvislá.

Značeńı. V této kapitole bude Ω značit otevřenou podmnožinu C.

Definice. Necht’ f je komplexńı funkce na Ω. Necht’ z0 ∈ Ω. Pak derivaci funkce f v bodě z0
definujeme vztahem

(6.1) f ′(z) = lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
,

pokud tato limita existuje. Řekneme, že f je holomorfńı (nebo analytická) v Ω, pokud f ′(z0)
existuje pro všechna z0 ∈ Ω. Množinu všech holomorfńıch funkćı na množině Ω znač́ıme H(Ω).

Poznámka. (i) Necht’ f, g ∈ H(Ω). Pak f + g ∈ H(Ω) a fg ∈ H(Ω) a věta o derivaci součtu a
součinu plat́ı ve stejné podobě jako pro derivaci v R.

(ii) Je-li f ∈ H(Ω), f(Ω) ⊆ Ω1, g ∈ H(Ω), pak složená funkce h = g ◦ f splňuje h ∈ H(Ω) a
h′(z0) = g′(f(z0))f

′(z0), z0 ∈ Ω.

Př́ıklady. • f(z) = 1, z ∈ C, pak f ′(z) = 0 pro z ∈ C, a tedy f ∈ H(C).
• Je-li n ∈ N, pak f(z) = zn je holomorfńı na C a f ′(z) = nzn−1, z ∈ C.
• Funkce exp, sin, cos jsou holomorfńı na C a plat́ı exp′(z) = exp z, sin′(z) = cos z, cos′(z) =

− sin z, z ∈ C.
• f(z) = 1

z je holomorfńı na {z ∈ C : z ̸= 0}.
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Věta 48 (Cauchyovy–Riemannovy podmı́nky). Necht’ f je komplexńı funkce na Ω. Označme

f̃ = (f̃1, f̃2) funkci dvou reálných proměnných s hodnotami v R2 odpov́ıdaj́ıćı ztotožněńı C a R2,
tj.

f(a+ ib) = f̃1(a, b) + if̃2(a, b), a+ ib ∈ Ω.

Necht’ z = a+ ib ∈ Ω.
(i) Pokud f ′(z) existuje, pak existuj́ı obě parciálńı derivace funkćı f̃1, f̃2 v bodě (a, b) a plat́ı

Cauchyovy–Riemannovy podmı́nky

(6.2)
∂f̃1
∂x

(a, b) =
∂f̃2
∂y

(a, b) a
∂f̃1
∂y

(a, b) = −∂f̃2
∂x

(a, b).

Nav́ıc f ′(z) = ∂f̃1
∂x (a, b) + i∂f̃2∂x (a, b).

(ii) Pokud maj́ı obě funkce f̃1, f̃2 spojité parciálńı derivace a plat́ı (6.2), pak f ′(z) existuje.

Př́ıklad. f(z) = 1
z , z ∈ C \ {0}, pak f ′(z) = − 1

z2
, z ∈ C \ {0}.

6.3. Mocninné řady.

Definice. Mocninnou řadou o středu a ∈ C rozumı́me řadu
∑∞

n=0 cn(z − a)n, kde cn ∈ C pro
n ∈ N ∪ {0} a z ∈ C.

Fakt. Necht’
∑∞

n=0 cn(z − a)n je mocninná řada. Pak existuje č́ıslo R ∈ [0,∞] (poloměr konver-

gence mocninné řady) takové, že řada konverguje absolutně a stejnoměrně na D(a, r), r < R, a
diverguje, pokud z /∈ D(a,R). Č́ıslo R je dáno vztahem R = 1

lim supn→∞
n
√

|cn|
, přičemž výraz 1

0

chápeme jako ∞ a výraz 1
∞ chápeme jako 0.

konec přednášky 1.12.2023

Řekneme, že funkci f lze vyjádřit mocninnou řadou v Ω, pokud pro každý kruh D(a, r) ⊆ Ω
existuje mocninná řada, která konverguje k f(z) pro všechna z ∈ D(a, r).

Věta 49 (derivace mocninné řady). Předpokládejme, že funkci f lze vyjádřit mocninnou řadou
v Ω. Pak f ∈ H(Ω) a funkci f ′ lze rovněž vyjádřit mocninnou řadou v Ω. Nav́ıc, pokud

(6.3) f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n, z ∈ D(a, r),

pak

f ′(z) =
∞∑
n=0

ncn(z − a)n−1, z ∈ D(a, r).

Důsledek. Předpokládejme, že funkci f lze vyjádřit mocninnou řadou v Ω. Pak f má v Ω
derivace všech řád̊u a plat́ı-li vztah (6.3), pak

f (k)(z) =

∞∑
n=k

n(n− 1) . . . (n− k + 1)cn(z − a)n−k, z ∈ D(a, r).

Speciálně tedy ck = f (k)

k! , k = 0, 1, 2, . . .

6.4. Integrace podél cesty.

Definice. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor. Křivkou vX rozumı́me spojité zobrazeńı γ uzavřeného
intervalu [α, β] (−∞ < α < β < ∞) do X. Označme γ∗ = γ([α, β]) = {γ(t) : α ≤ t ≤ β}.

Řekneme, že γ je uzavřená křivka, pokud jej́ı počátečńı bod γ(α) splývá s koncovým bodem
γ(β).
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Cesta je po částech spojitě diferencovatelná křivka v C (tj. existuje konečná posloupnost
α = s0 < s1 < · · · < sn = β bod̊u z [α, β] taková, že γ má spojitou derivaci na (sj−1, sj),
j = 1, . . . , n, a γ′ má v krajńıch bodech tohoto intervalu vlastńı jednostranné limity).

Uzavřená cesta je uzavřená křivka, která je zároveň cestou.
Necht’ γ je cesta a necht’ f je spojitá funkce na γ∗. Definujeme integrál funkce f podél cesty

γ jako ∫
γ
f(z) dz =

∫ β

α
f(γ(t))γ′(t) dt.

Pozorováńı. Necht’ φ je prostá a spojitě diferencovatelná funkce na [α1, β1], φ([α1, β1]) = [α, β],
φ(α1) = α, φ(β1) = β. Položme γ1 = γ ◦ φ. Pak

∫
γ1
f(z) dz =

∫
γ f(z) dz (integrál nezáviśı na

parametrizaci).

Definice. Necht’ γ : [0, 1] → C je cesta. Pak opačnou cestou k γ rozumı́me cestu γ1(t) = γ(1−t),
0 ≤ t ≤ 1.

Pozorováńı. Je-li γ1 opačná cesta k γ a f je spojitá na γ∗1 = γ∗, pak
∫
γ1
f(z) dz = −

∫
γ f(z) dz.

Pozorováńı. Je-li γ cesta a f je spojitá na γ∗, pak |
∫
γ f(z) dz| ≤ ∥f∥∞

∫ β
α |γ′(t)| dt, kde ∥f∥∞

znač́ı maximum f na γ∗. Výraz
∫ β
α |γ′(t)| dt nazýváme délkou cesty γ.

Př́ıklady. (a) Necht’ a ∈ C, r > 0. Pak cestu γ(t) = a + reit, 0 ≤ t ≤ 2π, nazýváme kladně

orientovaná kružnice se středem a a poloměrem r. Plat́ı
∫
γ f(z) dz = ir

∫ 2π
0 f(a+ reit)eit dt.

(b) Necht’ a, b ∈ C. Pak cestu γ(t) = a + (b − a)t, 0 ≤ t ≤ 1, nazýváme orientovaný interval

[a, b]. Plat́ı
∫
[a,b] f(z) dz = (b− a)

∫ 1
0 f(a+ (b− a)t) dt. Opačná cesta k [a, b] je [b, a].

(c) Necht’ {a, b, c} je uspořádaná trojice komplexńıch č́ısel. Pak △ = △(a, b, c) je trojúhelńık
s vrcholy a, b, c. Definujeme

∫
∂△ f =

∫
[a,b] f +

∫
[b,c] f +

∫
[c,a] f . Pokud △′ = △′(a, c, b), pak∫

∂△′ f = −
∫
∂△ f .

Věta 50 (o indexu bodu vzhledem ke křivce). Necht’ γ je uzavřená cesta a necht’ Ω je doplněk
γ∗. Definujeme

Indγ(z) =
1

2πi

∫
γ

dw

w − z
, z ∈ Ω.

Pak funkce Indγ nabývá na Ω celoč́ıselných hodnot, je konstantńı na každé komponentě Ω a je
rovna 0 na neomezené komponentě Ω.

Funkci Indγ(z) nazýváme index bodu z vzhledem ke křivce γ.
konec přednášky 7.12.2023

Př́ıklad. Necht’ γ je kladně orientovaná kružnice se středem a a poloměrem r, pak

Indγ(z) =

{
1, |z − a| < r,

0, |z − a| > r.

6.5. Lokálńı Cauchyova věta.

Věta 51 (integrál derivace podél uzavřené cesty). Necht’ f ∈ H(Ω) a F ′ je spojitá v Ω. Pak∫
γ F

′(z) dz = 0 pro každou uzavřenou cestu γ v Ω.

Důsledek. • Necht’ γ je uzavřená cesta, n ∈ N ∪ {0}. Pak
∫
γ z

n dz = 0.

• Nect’ γ je uzavřená cesta taková, že 0 /∈ γ∗, n = −2,−3,−4, . . . . Pak
∫
γ z

n dz = 0.

Věta 52 (Cauchyova věta pro trojúhelńık). Necht’ △ je trojúhelńık v Ω, p ∈ Ω, f je spojitá na
Ω a f ∈ H(Ω \ {p}). Pak

∫
∂△ f(z) dz = 0.
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Věta 53 (Cauchyova věta pro konvexńı množinu). Necht’ Ω ⊆ C je konvexńı otevřená, p ∈ Ω, f
je spojitá na Ω a f ∈ H(Ω\{p}). Pak f = F ′ pro nějakou F ∈ H(Ω). Speciálně tedy

∫
γ f(z) dz = 0

pro každou uzavřenou cestu γ v Ω.

Př́ıklad. Necht’ f(z) = 1
z(z+1) a necht’ γ je kladně orientovaná kružnice o středu −1 a poloměru

1
2 . Pak

∫
γ f(z) dz = −2πi.

Věta 54 (Cauchẙuv vzorec pro konvexńı množinu). Necht’ Ω je konvexńı otevřená podmnožina
C, γ je uzavřená cesta v Ω a f ∈ H(Ω). Je-li z ∈ Ω a z /∈ γ∗, pak

f(z) · Indγ(z) =
1

2πi

∫
γ

f(ξ)

ξ − z
dξ.

Př́ıklad. Necht’ γ(t) = −1 + 1
2e

it, t ∈ [0, 2π], pak
∫
γ

1
ξ+1 dξ = 2πi.

konec přednášky 8.12.2023

Věta 55 (vyjádřeńı holomorfńı funkce mocninnou řadou). Necht’ Ω ⊆ C je otevřená, f ∈ H(Ω).
Pak funkci f lze vyjádřit mocninnou řadou v Ω.

Důsledek. Je-li f ∈ H(Ω), pak f ′ ∈ H(Ω).

Věta 56 (Morerova). Necht’ Ω ⊆ C je otevřená, f je spojitá na Ω a
∫
∂△ f(z) dz = 0 pro každý

uzavřený trojúhelńık △ ⊆ Ω. Pak f ∈ H(Ω).

6.6. Vyjádřeńı holomorfńı funkce mocninnou řadou - d̊usledky.

Definice. Necht’ M ⊆ C, z0 ∈ C. Řekneme, že z0 je hromadným bodem množiny M , jestliže
každé prstencové okoĺı D′(z0, r) (r > 0) bodu z0 obsahuje nějaký bod množiny M .

Věta 57 (o kořenech holomorfńı funkce). Necht’ Ω ⊆ C je oblast, f ∈ H(Ω). Označme Z(f) =
{a ∈ Ω : f(a) = 0}. Pak bud’

(i) Z(f) = Ω,
nebo

(ii) Z(f) má hromadný bod v Ω. V tomto př́ıpadě lze pro každé a ∈ Z(f) nalézt jednoznačně
určené přirozené č́ıslo m takové, že f(z) = (z − a)mg(z), z ∈ Ω, kde g ∈ H(Ω), g(a) ̸= 0.
Množina Z(f) je nav́ıc nejvýše spočetná.

Definice. Je-li a, m, f jako v předchoźı větě, pak řekneme, že a je m-násobný kořen funkce f .

Důsledek. Necht’ Ω ⊆ C je oblast, f , g ∈ H(Ω). Pokud f(z) = g(z) pro všechna z z nějaké
množiny M , která má hromadný bod v Ω, pak f(z) = g(z) pro všechna z ∈ Ω.

Poznámka. Předchoźı tvrzeńı neplat́ı, pokud Ω neńı souvislá. Je-li např́ıklad Ω = D(0, 1) ∪
D(3, 1), pak funkce f(z) = 0, z ∈ Ω, a g(z) = 0, z ∈ D(0, 1), a g(z) = 1, z ∈ D(3, 1), jsou
holomorfńı na Ω, rovnaj́ı se na D(0, 1), ale nikoliv na Ω.

Definice. Je-li a ∈ Ω, f ∈ H(Ω \ {a}), řekneme, že f má v bodě a izolovanou singularitu.
Řekneme, že tato singularita je odstranitelná, pokud funkci f lze dodefinovat v bodě a tak, že
výsledná funkce je holomorfńı v Ω.

Př́ıklad. f(z) = z2−1
z−1 má v bodě 1 odstranitelnou singularitu.

Věta 58 (o odstranitelné singularitě). Necht’ f ∈ H(Ω \ {a}) a f je omezená na D′(a, r) pro
nějaké r > 0. Pak f má v bodě a odstranitelnou singularitu.

Věta 59 (klasifikace izolovaných singularit). Necht’ a ∈ Ω, f ∈ H(Ω \ {a}). Pak nastává právě
jedna z následuj́ıćıch možnost́ı.

(i) f má v bodě a odstranitelnou singularitu.
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(ii) limz→a |f(z)| = ∞. Pak existuje právě jedno m ∈ N, pro které existuje vlastńı nenulová
limz→a(z− a)mf(z). Nav́ıc existuj́ı komplexńı č́ısla c1, . . . , cm, cm ̸= 0, taková, že funkce f(z)−∑m

k=1
ck

(z−a)k
má v bodě a odstranitelnou singularitu.

(iii) Pro každé r > 0 takové, že D(a, r) ⊆ Ω, plat́ı, že f(D′(a, r)) je hustá v C.
konec přednášky 14.12.2023

Definice. Nastává-li př́ıpad (ii) z předchoźı věty, řekneme, že f má v bodě a pól násobnosti m.
Funkci

∑m
k=1

ck
(z−a)k

nazýváme hlavńı část́ı funkce f v bodě a. Nastává-li př́ıpad (iii), řekneme,

že f má v bodě a podstatnou singularitu.

Př́ıklady. (a) f(z) = 1
z+2 má v bodě −2 pól násobnosti 1.

(b) f(z) = e
1
z má v bodě 0 podstatnou singularitu.

Tvrzeńı. Necht’ a ∈ C, R > 0. Pokud f(z) =
∑∞

n=0 cn(z− a)n, z ∈ D(a,R), pak pro 0 < r < R
plat́ı

∞∑
n=0

|cn|2r2n =
1

2π

∫ π

−π
|f(a+ reiθ)|2 dθ.

Definice. Řekneme, že f je celá funkce, pokud f ∈ H(Ω).

Věta 60 (Liouvilleova). Každá omezená celá funkce je konstantńı.

Věta 61 (princip maxima modulu). Necht’ Ω ⊆ C je oblast, f ∈ H(Ω), D(a, r) ⊆ Ω. Pak

|f(a)| ≤ max
θ∈R

|f(a+ reiθ)|.

Rovnost v předchoźı nerovnosti nastává právě tehdy, když f je konstantńı na Ω.

Důsledek. Necht’ Ω ⊆ C je oblast, f ∈ H(Ω), D(a, r) ⊆ Ω, f ̸= 0 na D(a, r). Pak

|f(a)| ≥ min
θ∈R

|f(a+ reiθ)|.

Věta 62 (základńı věta algebry). Necht’ n ∈ N, P (z) = zn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0, kde

a0, a1, . . . , an−1 ∈ C. Pak P má v C právě n kořen̊u.

Věta 63 (Cauchyovy odhady). Necht’ a ∈ C, R > 0, f ∈ H(D(a,R)). Pokud |f(z)| ≤ M pro
všechna z ∈ D(a,R), pak

(6.4) |f (n)(a)| ≤ n!M

Rn
, n = 1, 2, . . . .

Př́ıklad. Předchoźı odhad je nejlepš́ı možný. Zvolme f(z) = zn ∈ H(D(0, 1)), pak |z|n ≤ 1 = M

pro z ∈ D(0, 1). Dále f (n)(0) = n!, tedy nastává rovnost v nerovnosti (6.4).

konec přednášky 15.12.2023

Definice. Necht’ {fj}∞j=1 je posloupnost funkćı na Ω. Řekneme, že fj konverguje k f stejnoměrně

na kompaktńıch podmnožinách Ω (konverguje lokálně stejnoměrně), pokud pro každou K ⊆ Ω
kompaktńı plat́ı

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀z ∈ K ∀j ∈ N, j ≥ N : |fj(z)− f(z)| < ε.

Př́ıklad. {zn}∞n=1 konverguje stejnoměrně k 0 na kompaktńıch podmnožinách D(0, 1), ale kon-
vergence neńı stejnoměrná na D(0, 1).

Věta 64 (zachováńı holomorfnosti při lokálně stejnoměrné konvergenci). Necht’ fj ∈ H(Ω),
j ∈ N, a předpokládejme, že fj konverguje k funkci f stejnoměrně na kompaktńıch podmnožinách
Ω. Pak f ∈ H(Ω) a f ′

j → f ′ stejnoměrně na kompaktńıch podmnožinách Ω.

Důsledek. Necht’ n ∈ N. Za předpoklad̊u předchoźı věty plat́ı, že f
(n)
j → f (n) stejnoměrně na

kompaktńıch podmnožinách Ω.
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6.7. Věta o otevřeném zobrazeńı. Necht’ Ω ⊆ C je oblast. Pak f(Ω) nemuśı být otevřená
množina (př́ıklad: f je konstantńı funkce). Ukazuje se ale, že konstantńı funkce je v tomto ohledu
jediná výjimka.

Věta 65 (o lokálńı existenci inverzńı funkce). Necht’ φ ∈ H(Ω), z0 ∈ Ω, φ′(z0) ̸= 0. Pak existuje
r > 0 takové, že D(z0, r0) ⊆ Ω a nav́ıc

(i) φ je prostá na D(z0, r),
(ii) W = φ(D(z0, r)) je otevřená množina,
(iii) inverzńı funkce φ−1 je holomorfńı na W .

Př́ıklad. Necht’ m ∈ N, w ̸= 0. Pak funkce f(z) = zm nabývá hodnoty w v právě m r̊uzných
bodech. To souviśı s t́ım, že zm má v 0 kořen násobnosti m.

Věta 66. Necht’ a ∈ C, R > 0, f ∈ H(D(a,R)), b = f(a). Předpokládejme, že f neńı konstantńı
a funkce f − b má v bodě a kořen násobnosti m. Pak existuj́ı r ∈ (0, R), ρ > 0 taková, že pro
každé w ∈ D′(b, ρ) funkce f nabývá hodnoty w v právě m r̊uzných bodech z D(a, r).

Věta 67 (o otevřeném zobrazeńı). Necht’ Ω ⊆ C je oblast, f ∈ H(Ω) a f neńı konstantńı na Ω.
Pak f je otevřené zobrazeńı, tj. f(G) je otevřená podmnožina C pro každou G ⊆ Ω otevřenou.

Věta 68 (o prosté holomorfńı funkci). Necht’ Ω ⊆ C je oblast, f ∈ H(Ω) a f je prostá na Ω.
Pak f ′(z) ̸= 0 pro všechna z ∈ Ω a inverzńı funkce k f je holomorfńı.

Př́ıklad. Opak Věty 68 neplat́ı. Je-li f(z) = ez, pak f ′(z) = ez ̸= 0 pro všechna z ∈ C, ale f
neńı prostá na C.

6.8. Globálńı Cauchyova věta.

Definice. Necht’ γ1, . . . , γn jsou cesty. Řetězcem rozumı́me formálńı součet Γ = γ1 ∔ · · · ∔ γn.
Řetězec Γ se nazývá cykl, pokud jsou cesty γ1, . . . , γn uzavřené. Definujeme Γ∗ = γ∗1 ∪ · · · ∪ γ∗n.
Je-li f spojitá na Γ∗, definujeme integrál funkce f podél Γ jako∫

Γ
f(z) dz =

n∑
i=1

∫
γi

f(z) dz.

Je-li Γ cykl, α /∈ Γ∗, definujeme index bodu α vzhledem k cyklu Γ jako

IndΓ(α) =
1

2πi

∫
Γ

dz

z − α
.

Pozorováńı. IndΓ(α) =
∑n

i=1 Indγi(α)
konec přednášky 21.12.2023

Poznámka. Pokud každou cestu γi nahrad́ıme opačnou cestou, pak výsledný řetězec je −Γ.
Plat́ı

∫
−Γ f(z) dz = −

∫
Γ f(z) dz, f ∈ C(Γ∗).

Věta 69 (globálńı Cauchyova věta a Cauchẙuv vzorec). Necht’ Ω ⊆ C je otevřená, f ∈ H(Ω).
Je-li Γ cykl v Ω splňuj́ıćı IndΓ(α) = 0 pro α /∈ Ω, pak

f(z) · IndΓ(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(w)

w − z
dw, z ∈ Ω \ Γ∗

a ∫
Γ
f(z) dz = 0.

Poznámka. Necht’ Ω je konvexńı, α /∈ Ω, pak 1
z−α je holomorfńı na Ω a z Cauchyovy věty pro

konvexńı množinu plyne
∫
γ

dz
z−α = 0 pro uzavřenou cestu γ. Tedy Indγ(α) = 0. Věta 69 tedy

zobecňuje Věty 53 a 54.
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Př́ıklad. Necht’ D1, D2, D3 jsou disjunktńı uzavřené kruhy v C, Ω = C\ (D1∪D2∪D3). Necht’

γ1, γ2, γ3 jsou kladně orientované kružnice v Ω takové, že γi ob́ıhá Di, ale nikoliv Dj , j ̸= i.
Necht’ γ4 je záporně orientovaná kružnice ob́ıhaj́ıćı D1∪D2∪D3. Pak předpoklady Věty 69 jsou
splněny.

Důsledek. Necht’ Ω ⊆ C je otevřená, f ∈ H(Ω), Γ0, Γ1 jsou cykly takové, že IndΓ0(α) =
IndΓ1(α) pro α /∈ Ω. Pak

∫
Γ0

f(z) dz =
∫
Γ1

f(z) dz.

Věta 70 (Mař́ıkova). Necht’ γ : [α, β] → C je uzavřená cesta. Necht’ α < u < v < β, a, b ∈ C,
|b| = r > 0. Necht’ dále plat́ı

(i) γ(u) = a− b, γ(v) = a+ b;
(ii) |γ(s)− a| < r právě tehdy, když u < s < v;
(iii) |γ(s)− a| = r právě tehdy, když s = u nebo s = v.

Předpokládejme, že D(a, r) \ γ∗ je sjednoceńım dvou oblast́ı D+ a D− takových, že a+ bi ∈ D+,
a− bi ∈ D−. Pak Indγ(x) = 1 + Indγ(w), je-li x ∈ D+, w ∈ D−.

Definice. Necht’ (X, ρ) je metrický prostor a γ0, γ1 : [0, 1] → X jsou uzavřené křivky. Řekneme,
že γ0, γ1 jsou X-homotopické, pokud existuje spojité zobrazeńı H čtverce [0, 1]2 = [0, 1]× [0, 1]
do X takové, že

H(s, 0) = γ0(s), H(s, 1) = γ1(s), H(0, t) = H(1, t), s ∈ [0, 1], t ∈ [0, 1].

Položme γt(s) = H(s, t). Pak γt, t ∈ [0, 1], je soubor křivek v X, který “spojuje” γ0 a γ1.
Řekneme, že γ0 je 0-homotopická, pokud je X-homotopická konstantńımu zobrazeńı γ1 (γ1 je

konstantńı, pokud γ∗1 je jednobodová množina). Je-li X souvislý a každá uzavřená křivka v X
je 0-homotopická, pak řekneme, že X je jednoduše souvislý.

Intuice. X je jednoduše souvislý, pokud “nemá d́ıru”.

Př́ıklad. Každá konvexńı oblast v Ω je jednoduše souvislá. Necht’ γ0 je uzavřená křivka v Ω,
z1 ∈ Ω. Definujeme H(s, t) = (1− t)γ0(s) + tz1, (s, t) ∈ [0, 1]× [0, 1]. Tedy γ0 je 0-homotopická.

Věta 71 (zachováńı indexu při homotopii). Necht’ Ω je oblast, Γ0, Γ1 jsou Ω-homotopické
uzavřené cesty v Ω. Pak IndΓ1(α) = IndΓ0(α) pro α /∈ Ω.

Př́ıklad. Necht’ Ω = C \D(0, 12), Γ0 je kladně orientovaná kružnice se středem 0 a poloměrem
1, Γ1 je záporně orientovaná kružnice se středem 0 a poloměrem 2. Pak Γ0, Γ1 nejsou Ω-
homotopické.

konec přednášky 4.1.2024

Poznámka. Necht’ Ω ⊆ C je jednoduše souvislá. Pak každá uzavřená cesta Γ v Ω je 0-
homotopická v Ω, a tedy IndΓ(α) = 0 pro α /∈ Ω. Tedy předpoklad globálńı Cauchyovy věty je
splněn pro každou uzavřenou cestu Γ.

6.9. Rezidua.

Definice. Necht’ Ω ⊆ C je otevřená. Řekneme, že f je meromorfńı na Ω, pokud existuje množina
A ⊆ Ω splňuj́ıćı

(i) A nemá hromadný bod v Ω;
(ii) f ∈ H(Ω \A);
(iii) f má pól v každém bodě množiny A.

Poznámka. V předchoźı definici je povoleno, aby A = ∅. Tedy každá f ∈ H(Ω) je meromorfńı
na Ω.

Definice. Necht’ f , A jsou jako v předchoźı definici, a ∈ A. Necht’ Q(z) =
∑m

k=1
ck

(z−a)k
znač́ı

hlavńı část funkce f v bodě a (tj. f −Q má v bodě a odstranitelnou singularitu). Potom č́ıslo
c1 nazýváme reziduem funkce f v bodě a a znač́ıme c1 = Res(f, a).
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Věta 72 (reziduová věta). Necht’ f je meromorfńı funkce na Ω a necht’ A znač́ı množinu bod̊u,
ve kterých má funkce f póly. Je-li Γ cykl v Ω \A splňuj́ıćı

(6.5) IndΓ(α) = 0 pro α /∈ Ω,

pak
1

2πi

∫
Γ
f(z) dz =

∑
α∈A

Res(f, α) IndΓ(α).

Poznámka. Je-li Ω jednoduše souvislá a Γ je uzavřená cesta v Ω, pak je předpoklad (6.5)
reziduové věty splněn.

Věta 73 (některé metody výpočtu rezidúı). Necht’ f , g jsou holomorfńı funkce v nějakém
prstencovém okoĺı bodu a ∈ C.

(i) Má-li funkce f v bodě a pól násobnosti m, pak

Res(f, a) =
1

(m− 1)!
lim
z→a

(f(z)(z − a)m)(m−1).

(ii) Jsou-li f , g holomorfńı v bodě a, g má v bodě a kořen násobnosti 1 (tj. g(a) = 0, g′(a) ̸= 0),
pak

Res

(
f

g
, a

)
=

f(a)

g′(a)
.

(iii) Je-li f holomorfńı v a, g má v bodě a pól násobnosti 1, pak

Res(fg, a) = f(a)Res(g, a).

(iv) Je-li f holomorfńı v a, g má v bodě a pól násobnosti m, pak

Res(fg, a) =
m∑
k=1

f (k−1)(a)

(k − 1)!
ck,

kde c1, . . . , cm jsou koeficienty hlavńı části funkce g v bodě a.

Př́ıklady. (i) f(z) = z2 + z + 1 + 3
z + 1

z2
, pak Res(f, 0) = 3;

(ii) f(z) = 1+2z+3z2

3z+4z2
, pak Res(f, 0) = 1

3 ;

(iii) f(z) = (z + 2) · 1+2z+3z2

3z+4z2
, pak Res(f, 0) = 2

3 .

Př́ıklad.
∫ 2π
0

dx
2+cosx = 2π√

3

Př́ıklad.
∫∞
−∞

dx
(x2+1)2

= π
2

konec přednášky 5.1.2024

Definice. Pro z ∈ C \ {0} definujeme argument č́ısla z jako

Arg(z) = {t ∈ R : z = |z|(cos t+ i sin t)}.
Hlavńı hodnota argumentu č́ısla z je jediné reálné č́ıslo t ∈ Arg(z), pro které plat́ı t ∈ (−π, π].

Tvrzeńı (Jordanovo lemma). Necht’ 0 ≤ α < β ≤ π a f je funkce spojitá na {z ∈ C : arg(z) ∈
[α, β], |z| > R} pro nějaké R > 0, pro kterou plat́ı

(6.6) lim
z→∞

arg z∈[α,β]
f(z) = 0.

Pro r > R necht’ φr je křivka definovaná vztahem φr(t) = reit, t ∈ [α, β]. Pak pro každé x > 0
plat́ı

lim
r→∞

∫
φr

f(z)eixz dz = 0.
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Poznámka. Předpoklad (6.6) znamená, že

∀ε > 0 ∃K > 0 ∀z ∈ C, |z| > K, arg z ∈ [α, β] : |f(z)| < ε.

Př́ıklad.
∫∞
0

cosx
x2+1

dx = π
2e

6.10. Laurentovy řady a funkce holomorfńı v mezikruž́ı.

Definice. Laurentovou řadou o středu a ∈ C rozumı́me symbol

(6.7)
∞∑

n=−∞
an(z − a)n,

kde an ∈ C pro n ∈ Z. Regulárńı část́ı řady (6.7) rozumı́me mocninnou řadu

∞∑
n=0

an(z − a)n.

Hlavńı část́ı řady (6.7) rozumı́me symbol

(6.8)

−1∑
n=−∞

an(z − a)n.

Ř́ıkáme, že hlavńı část řady (6.7) konverguje (v bodě z, absolutně, stejnoměrně na množině
M , atd.), pokud př́ıslušnou vlastnost má řada

∑∞
n=1 a−n(z − a)−n. Součet této řady nazveme

součtem hlavńı části řady (6.7) a znač́ıme jej rovněž (6.8).
Ř́ıkáme, že řada (6.7) konverguje (v bodě z, absolutně, stejnoměrně na množině M , atd.),

pokud př́ıslušnou vlastnost má regulárńı i hlavńı část. Součtem řady (6.7) rozumı́me

∞∑
n=−∞

an(z − a)n =

∞∑
n=0

an(z − a)n +

−1∑
n=−∞

an(z − a)n.

Definice. Necht’ 0 ≤ r < R ≤ ∞, a ∈ C. Označme P (a, r, R) = {z ∈ C : r < |z − a| < R}.
Tuto množinu nazveme mezikruž́ım o středu a, vnitřńım poloměru r a vněǰśım poloměru R.

Poznámka. • P (a, 0, R) = D′(a,R), R ∈ (0,∞);
• P (a, r,∞) = C \D(a, r), r ∈ (0,∞);
• P (a, 0,∞) = C \ {a}.

Tvrzeńı. Mějme Laurentovu řadu (6.7). Pak existuj́ı r,R ∈ [0,∞], pro která plat́ı
• regulárńı část řady (6.7) konverguje absolutně na {z ∈ C : |z − a| < R} a diverguje pro

|z − a| > R;
• hlavńı část řady (6.7) konverguje absolutně na {z ∈ C : |z − a| > r} a diverguje pro

|z − a| < r.
Je-li r < R, pak řada (6.7) konverguje absolutně na mezikruž́ı P (a, r,R) a jej́ı součet je na

tomto mezikruž́ı holomorfńı. Toto mezikruž́ı nazýváme mezikruž́ım konvergence řady (6.7).

Věta 74 (rozvoj holomorfńı funkce v mezikruž́ı do Laurentovy řady). Necht’ f je holomorfńı
funkce v P (a, r,R), kde a ∈ C, r < R. Pak f je v P (a, r,R) součtem Laurentovy řady

∑∞
n=0 an(z−

a)n o středu a, která na P (a, r,R) konverguje. Jej́ı koeficienty jsou určeny jednoznačně a plat́ı
pro ně

an =
1

2πi

∫
φρ

f(z)

(z − a)n+1
dz, n ∈ Z,

kde ρ ∈ (r,R) je libovolné a φρ je kladně orientovaná kružnice o středu a a poloměru ρ.
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Věta 75 (charakterizace izolovaných singularit pomoćı Laurentovy řady). Necht’ f je holomorfńı
funkce v D′(a,R) = P (a, 0, R), kde a ∈ C, R > 0. Necht’

∑∞
n=−∞ an(z− a)n je Laurentova řada

funkce f v D′(a,R). Pak plat́ı
(i) f má v bodě a odstranitelnou singularitu právě tehdy, když an = 0 pro každé n < 0;
(ii) f má v bodě a pól násobnosti m právě tehdy, když a−m ̸= 0, an = 0 pro všechna n < −m;
(iii) f má v bodě a podstatnou singularitu právě tehdy, když an ̸= 0 pro nekonečně mnoho

n < 0.

konec přednášky 11.1.2024


