Proseminar z Matematické analyzy, LS 2024 — 2025
Teoretické priklady

TP1. (na 28. unora) Necht P je polynom stupné n > 2, ktery ma
pouze realné koreny. DokaZte, Ze pak vSechny kofeny polynomu P’ jsou
téz redlné.

TP2. (na 28. tnora) Necht f je spojita funkce na [0, 1], kterd ma
ve v8ech bodech intervalu (0,1) vlastni derivaci. Pfedpokladejme, ze
f(0) = f(1) = 0 a existuje zy € (0,1) takové, ze f(zy) = 1. Dokazte,
ze pak |f'(¢)| > 2 pro né&jaké ¢ € (0, 1).

TP3. (na 7. bfezna) Spoctéte
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TP4. (na 14. bfezna) Necht {a,}>2, je posloupnost nezapornych re-
alnych ¢isel takova, ze Y - a, diverguje. VySetTfete konvergenci fady
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TP5. (na 14. bfezna) Rozhodnéte, zda existuje posloupnost {a,}>
kladnych ¢isel takova, ze obé rady
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konverguji.

TP6. (na 14. biezna) Rozhodnéte, zda existuji nerostouci posloupnosti
nezapornych ¢isel {a, }22; a {b,}>>; takové, zefady D - a,ay - by,
diverguji, ale
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konverguje.

TP7. (na 4. dubna) Necht a, = (_12;_1, n € N. Naleznéte bijekci
7 : N = N takovou, Ze ) | a(,) diverguje.
TP8. (na 4. dubna) Vysettete konvergenci fady
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TPI. (na 4. dubna) Necht x € (—1,1). Urcete soucet fady
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Hint: Interpretujte fadu vyse jako Cauchytiiv soucin fad.

TP10. (na 28. biezna) Necht > a, a > -_, b, jsou divergentni
fady realnych ¢isel. Musi byt jejich Cauchytuv soucin téz divergentni
rada?

TP11. (na 25. dubna) Necht f je spojitd kladna funkce na [0, 1].
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TP12. (na 4. dubna) Necht f je spojita suda funkce na [—1,1]. Do-
kazte, ze
b ()

1
ite dx = /0 f(z)dx.
TP13. (na 25. dubna) Pro n € N spoctéte
1(n 1(n 1(n 1 n
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Hint: K vypoc¢tu pouZijte integral fol(l — )" dx.

TP14. (na 9. kvétna) Necht ¢ € [—1,1] a necht je funkce f déna

vztahem
sinl, 2z eR\{0};
c, xz=0.

Pro které hodnoty ¢ ma funkce f primitivni funkci na celém R?

TP15. (na 9. kvétna) Necht a,b € R, a < b, a necht f je riemannovsky
integrovatelna funkce na [a, b]. DokaZte, Ze pak existuje 6 € [a, b] takové,

) /:f(x) do = /ebf(m) da.

TP16. (na 2. kvétna) Necht a,b € R, a < b, anecht f je spojita funkce
na [a, b]. Pfedpokladejme, Ze
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pro vSechny funkce g spojité na [a, b]. DokaZte, Ze potom f(x) = 0 pro
x € [a,b].
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TP17. (na 2. kvétna) Necht f je spojita funkce na intervalu [0, 1] s
hodnotami v intervalu [—1/2,2] spliujici fol f(z)dr = 0. Dokazte, zZe
fol f2(z)dx < 1.

TP18. (na 16. kvétna) Necht f je spojitd funkce na intervalu [0, 1],
ktera ma vlastni derivaci na (0, 1) a spliuje f(0) =0a 0 < f'(z) <1
pro x € (0,1). Dokazte, ze

([ s dx)2 > [y i

Hint: Derivujte funkci F(t) = (f(f f(z)dzx)* — fot(f(x))3 dx.
TP19. (na 9. kvétna) Definujme na mnoziné R x R funkei
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Rozhodnéte, zda je p metrika.

TP20. (na 9. kvétna) DokaZzte, Ze otevrenou kouli v R? se stiedem v
pocéatku a polomérem 1 nelze vyjadrit jako spocetné sjednoceni po dvou
disjunktnich otevienych obdélniki. Otevienym obdélnikem rozumime
mnozinu tvaru (a,b) X (¢,d), kde a,b,c,d € R, a < bac <d.

TP21. (na 16. kvétna) Necht (X, p) je metricky prostor a necht A je
podmnozina X typu F,, tj. A je spoetnym sjednocenim uzavienych
mnozin. Musi pak nutné existovat funkce f : X — R takova, ze A je
mnozinou bodi nespojitosti funkce f7

TP22. (na 16. kvétna) Najdéte vSechny podmnoziny R, které jsou
zaroven oteviené i uzaviené.

TP23. (na 23. kvétna) Necht (X, p) je metricky prostor a necht A je
neprazdna podmnozina X. Necht funkce f: X — [0, 00) je definovana
vztahem

f(x) =dist(x, A), x€ X.
Dokazte, ze f je stejnomérné spojita na X.
TP24. (na 23. kvétna) Definujme na R x R metriky pi(x,y) = |z — y|
a pa(x,y) = |arctan z — arctan y|. Rozhodnéte, zda néktery z prostori
(R, p1) a (R, p2) mé vice otevienych mnoZin.



