Strec¢ink IIT

Necht G je kategorie s jedinym objektem * a dvéma neidentickymi Sipkami g a ¢g? = g o g, pii¢emz plati g3 = id,.
9 *x Dg?
Uloha 1. Popiste, co jsou funktory G — Set a pfirozené transformace mezi takovymito funktory.
Reseni. Kazdy funktor F': G — Set je jednozna¢né popsén objektem (mnozinou) F(x) a (mnoZinovym) zobrazenim
F(g): F(x) = F(%);

toto zobrazeni musi splnovat
F(9)® = F(¢°) = F(id\) = idp(s)

a miize to byt vskutku libovolné zobrazeni F'(x) — F (), které spliiuje tuto identitu (tedy napf. idp(.)). Samoziejmé plati
F(g?) = F(g)?, proto je tato sipka v Set jiz uréena volbou F(g). Dva konkrétni pitklady F mate v dalsi tloze, jiny je
napiiklad F(x) = {¥,0,0}, F(9)(3) = ©, F(9)(®) = ©, F(g9)(®) = % (ale uvédomte si, Ze zrovna toto je pfirozené
ekvivalentni tomu reprezentovatelnému funktoru; sta¢i misto %, ®, ® psat id., g, g%).

Pfirozena transformace 1 mezi dvéma takovymi funktory F, G ma jedinou komponentu, 7,. P¥irozenost znamena komu-
tovani nasledujicich tii diagrami:

F(x) F(id,)=id p () P+ P+ F(g) F+) F(s) F(g?) F(#)
G G(id,)=idg(x) G(+) G+ G(g) G(+) G(x) G(g%) G ()

Prvni diagram komutuje ,vzdycky“ a z komutovani toho druhého plyne i to tfeti:

1.0 F(g%) =n. 0 F(g) o F(g) = G(g) onx 0 F(g) = G(g) 0 G(g) o n = G(g°) 0 1.

Chépeme-li G jako grupu G (cyklickou fadu 3), pak funktor F': G — Set je konkrétni akce G na mnoziné F(x) —
véimnéte si, ze F(id.), F(g), F(g?) jsou automorfismy F (%), jinak feceno, funktor ndm zadévé grupovy homomorfismus
G — Aut(F(x)) = S(F(x)) (automorfismy mnozin jsou prosté jejich permutace). Pfirozend transformace n: F' — G pak
je yhomomorfismus akci: zobrazeni mnozin, které komutuje s / zachovava akci G (v grupové-akénim znaceni: 7. (g(x)) =
g(n«(x)) pro viechna x € F(x)). O

Uloha 2. Funktor F: G — Set déla nésledujici: F(x) = C, F(g)(z) = e*/3z pro z € C. Popiste viechny piirozené
transformace z G(x, —) do F.

Reseni. Podle Yonedova lemmatu je Nat(G(x,—),F) = F(x). V tomto pifipadé tedy je F(x) = C a vSechny piirozené
transformace jsou tvaru %, kde z € C a je
1 (ids) = 2
mi(9) = Flg)(z) = &7/,
0:(9%) = F(g°)(2) = '™/,

O

Poznamka (Akce grupy, chapeme-li je jako algebraické struktury). Mame-li grupu G, pak jeji akci na né&jaké mnozingé X
Ize chapat jako algebraickou strukturu

(XaglagQa ce ')a
kde g1, g2, ... jsou vSechny prvky G (mtize jich byt libovolné mnoho), zde chdpané jako undrni operace. Ptesné&jsi zépis by
tedy spise byl néjak jako

(X.9]9€G)

nebo tak néjak. Tato struktura spliiuje axiomy tvaru 1(z) = = a (gh)(z) = g(h(x)) pro vSechna z € X a g,h € G; zde 1 je
unarni operace odpovidajici jednotkovému prvku grupy a gh je unarni operace odpovidajici prvku grupy, ktery dostaneme
grupovym vynasobenim g a h v G.

Homomorfismus akci (jedné pevné!) grupy pak je zobrazeni mnozin, které ,zachovava vSechny operace”. Tedy mdame-li
akci G na mnozinach X, Y, pak jde o funkci f: X — Y, ktera spliuje

pro vSechny unarni operace g € G a v8echna x € X. Je piimocaré ovéfit, ze akce (jedné konkrétni) grupy tvoii spolu s vyse
definovanymi homomorfismy kategorii, kterouzto lze ekvivalentné realizovat jako kategorii funktori G — Set (kde G se z G
sestroji jako vySe) a pfirozenych transformaci mezi nimi.



