Cviceni 1

Uloha 1 (oblibené chyby ve zkouskovych pisemkdch). Opravte nésledujici vyroky:

(a) 143 je prvodislo.

) 187 je prvodislo.
(¢) 91 je prvodislo.
(d) 343 je prvodislo.

) Idedl v komutativnim okruhu je podmnozina uzaviend na -+, — a nasobeni libovolnymi prvky
okruhu.
(f) Ireducibilnim rozkladem x rozumime zapis x = p{'ps®---p;*, kde p; jsou ireducibilni po dvou

neasociované a e; € N.

g) Podobor euklidovského oboru je vzdy euklidovsky.
h) Podobor oboru hlavnich ideédla je vzdy obor hlavnich idedla.
(i) Podobor Gaussova oboru je vzdy Gaussuv.

Resend. 143 =11- 13,187 = 11-17, 91 = 7-13, 343 = 73. Ideal musi byt neprazdny, v ireducbilnim roz-
kladu v této podobé pozadujeme jen asociovanost (tj. z || pi*ps® - - - pi*). Kazdy obor je podoborem svého
podilového télesa, které je euklidovské i OHI i Gaussovo, ovSem existuji obory, které nejsou euklidovské
/ OHI / Gaussovy. O

Vsuvka (kterak poéitat NSD ve ,slozitéjsich“ oborech aneb Véta 56 (1) z Algebry I). R, @ jako
vyse, f,g € R[r]. Pak NSDpg(f,g) existuje a NSDg(y(f,9) = c¢-d, kde ¢ = NSDg(c(f),c(g)),
d = NSDg4(f, 9), d € R[x] primitivni.

%t Uloha 2. Naleznéte NSDx(f, g), je li
(a) f=6x2—122 — 18, g = 82 + 1622 — 8z — 16, R = Z[x],
(b) f=2%—y* g=1a"+2zy+y* R=Clz,y],
(€ f=a’+a® +a+a’y+ay+y’ +1,g=2"+o+ 2% +ay +y° +°, R=ZLaz,y].!

Resent. (a) Postupujme podle Vsuvky — rozdéleni roli: R = Z, Q = Q. Je ¢(f) = 6, c¢(g) = 8, takze ¢ ze
Vsuvky je NSDz(6,8) = 2. Nyni potiebujeme spocitat NSDg,(f, 9), coz se udéla libovolnou metodou —
rozkladem na ireducibilni faktory, Euklidovym algoritmem atd. Protoze prvky Q jsou v Q[z] invertibilni,
muzeme stejné dobre pocitat jen NSDQ[m](%ﬂ %g)7 ¢imz zprehlednime vypocet. Je

234222 — 2 — 2= (z+4)(2® — 22 — 3) + (10z + 10),
dle Euklida tedy
NSDg(z* — 22 — 3,2° + 22 — x — 2) = NSDgyy (2® — 2z — 3,10z + 10)

a 2% — 2z —3 uz je délitelné 102+ 10 v Q[z], tedy d’ = 102+ 10 je nejvétsi spolecny délitel v Q[z]. Hledané
d ze vsuvky md byt prvkem Z[z]| a jesté k tomu primitivni, coz spliiuje jen a pouze d = %d’ =x+ 1
Hledané NSDz, (f, g) tedy je c-d = 2(x +1).

Alternativni pfistup je, Ze f a g pfimo v Z[z] rozloZime na ireducibilni prvky; tyto rozklady jsou

f=23-(x+1)-(x—-3), g=22-(z+1)-(x—1)-(z+2).

Snadno se nahlédne, Ze prvocisla a primitivn{ linedrni dvojéleny jsou ireducibilni v Z[z], a jelikoz jediné
invertibiln{ prvky v Z[z] jsou £1, zaddné Cinitele nejsou asociované a jde tedy vskutku o ireducibiln{
rozklady. Dle standardniho SS postupu pro vypocet NSD tedy je NSDzy(f,9) =2 (z +1).

(b) Postup dle Vsuvky: na Clz, y] muZzeme nahlizet jako na C[z][y], nebo jako na C[y|[z]; zvolme si
tfeba druhou variantu. Potom je R = C[y] (komplexni polynomy v y) a @ = C(y) (komplexni raciondln{
funkce v y, tj. podilové téleso C[y]). Potom je c(f) = NSD¢p, (1, —y®) = Lac(g) = NSD¢p, (1, 2y, y%) = 1,
takze ¢ = 1. Zbyva najit NSDc¢(y)[2)(f, 9), coz lze opét udélat rozlicné; z pedagogickych diivodh zkusme
opét Euklida. Je

2?4 2zy +y* =1 (2 — y®) + 20y + 2%,

takze
NSD(c(y)[m] (I2 — y2, 932 + 21‘3} + y2) = NSDC(y)[E] (172 — y2, 2xy + 2y2)

1V zadéni vytisténém na cviéeni chybél ¢len y2 v g.



a protoze 2zy + 2y* déli % — y? v C(y)[z],? je d’ = NSDc(y)21(f, 9) = 22y + 2y>. Z tohoto potfebujeme
vyrobit primitivni polynom nélezici do C[y][z], kterym je pfesné d = id’ = 1z + y. Zavérem tedy

NSDc(z ) (f, 9) = NSDcpy2)(f, 9) =z + y.
V tomto pripadé je jinak urcité rychlejsi primo f a g rozlozit.

f=@+y)-(x—y), g=(x+y)?

dle Ulohy 3 jsou viechny faktory ireducibilni v C[z, 3] a NSDc(z(f,9) = 2 +y.

(¢) Postup podle Vsuvky, varianta Zs[x,y] = Za[yllz]: R = Za[y], Q = Za2(y). Jak f, tak g jsou
monické jakozto prvky Zs[y][z], tedy stejné jako v (b) mame ¢ = 1. Pro pfehlednost si napiSme f a g
jako ,polynomy v z“:

=2+ +1)2*+(y+Dz+ @ +1), g=2>+y"2>+ 1 +y)z+ (° +y°).

Déle pouzijeme Eukliduv algoritmus; jelikoz jsou oba polynomy monické stejného stupné, v prvnim kroku
pricteme g k f.

= NSDy, ()21 (2% + (y + D2 + (y + D)z + (¥ + 1), (4* + y + 1)2® + (4° + 1)).
Nyni vyuzijeme toho, Ze y? +y + 1 je jakozto prvek Zs(y)[x] invertibilni (patii do télesa Zs(y)), zaroven
nam hraje do karet y* + 1 = (y + 1)(y? + y + 1), mitzeme tedy f + g podélit y> +y + 1 a je tedy
NSDz, ()21 (f: 9) = NSDz, )2y (2° + (y + D)2® + (y + Dz + (y* + 1),2° + (y + 1)).
| ——

h

Kdyz nyni budeme f délit h, vyjde to beze zbytku:
P+ +y+Dr+ @2 +1) = (2" +@y+1D)(z+ (y+1)).

Vidime tedy, Ze d' = NSDgz,(,)1(f,9) = 2% +y + 1, coz uz je i prvek Zs[y][z] a je tam i primitivni
(protoze je monicky), takze d = d’ a NSDgz,(, ,1(f,9) = NSDz, (41121 (f, 9) = 2* +y + 1.
Postup podle Vsuvky, varianta Zs[x, y] = Za[z][y]: R = Z2[x], Q = Z2(x). I zde plati ¢ = 1. PfepiSeme

f=y+@+)y+ @ +2>+z+1), g=y*+ @+ 1y’ +ay+ (2 +2).

Vidime, Ze volba Zs[x, y] = Zs|z][y] je heuristicky lepsi nez ta v predchozim odstavci, protoZe f je jakoZto
polynom v y stupné jen 2, proto je jasné, ze Euklidiv algoritmus d4 odpovéd po nejvyse dvou krocich.?
Vydélime tedy v Zo(z)[y] se zbytkem polynom ¢ polynomem f:

y3+ (22 + 1)y? + Yy + (@ +2) P+ @ ta)y+ @+t e+ =y+(z+1).
+(1® + (2 + 1)y + (@3 +2+a+1)y)
= (@+1)y* + @ +22+ 1)y + (23 +2)
+ (z+Dy*+ (@ +z)y + (2'+1)
= (@®4+z+1)y + (*+23+2+1)

Je tedy
NSDz, (o)) (f:9) = NSDz, o)y (2% + 2+ Dy + (2* +2° + 2+ 1), + (@® + 2)y + (2® + 2° + 2+ 1))

a miizeme déle vyuzit toho, Ze v Zs(x) je (22 41) (22 +x+1) = 2* + 2% + 2+ 1, proto je prvni z polynomi
v Za(x)[y] asociovén s d’ = y+ (2? + 1). Snadno se ukdze (mizeme dale délit), ze d’ uz déli g v Za(x)[y],
je to tedy NSDg, (4] (f, g) a protoze jde o prvek NSDgz, (41 (f, 9), ktery je primitivni, je to i hledané d
a tedy i NSDgz,z.,(f, 9)-

Zkusme nyni opét postupovat primo rozkladem na ireducibilni prvky; pujde trochu o metodu ,,pokus-
omyl®“. Polynom f ma sedm ¢lent, takze pokud se néjak rozklada, nejspis se pri tom néco ,poscitd”; to g
ma Sest ¢lentl, takze muzeme ,doufat, ze ho lze rozlozit na dvé zavorky, jednu s dvéma cleny a jednu se
tfemi. Protoze se v g = a-b vyskytuje samostatné z, musi jedna zavorka (a) obsahovat x a druhé (b) 1; a

2To protoze z2 — y2 = ﬁ(z —y) - (2zy + 242).
3P¥i volbé Za[z,y] = Za[y][z] to potencidlné mohlo trvat az tii kroky.



naopak nemize obsahovat 1 (protoze g neobsahuje 1), tedy nemiize obsahovat ani y (g neobsahuje y a po
rozndsobenf a - b by se y - 1 nemélo s éfm pokratit). Na druhou stranu, kdyZ g obsahuje y3 (samostatné)
a také 32, nejspis budou a a b v néjakém potadi obsahovat éleny y a y2, priéemz uz vime, Ze y neni v a.
Tedy asi je a = x + y? + mozné néco dalsiho, oviem snadno zjistime, ze a = z + y? opravdu funguje a
b=x2+4+y+1. Dle Ijlohy 3 jsou oba tyto polynomy ireducibilni a také zjevné neasociované. Je jasné, ze
a nemuze délit f (protoZe f mé nenulovy absolutni ¢len), a kdyZ uz mame celkem nadéji, ze b bude délit
[, tak se to i celkem snadno ovérf; f = (z® +y +1)(z +y +1). Je tedy NSDg, 5 ,1(f,9) = 2® +y+ 1.4
Nakonec zkusme jesté ,hybridni“ postup, potencidlné uplatnitelny v libovolném Gaussové oboru.
JelikoZ Zso[x, y] neni euklidovsky obor, ,naivni*“ Eukliduv algoritmus ndm typicky brzy pfestane fungovat,
protoze nebudeme moct délit jednou z proménnych.® Stale ale plati, Ze nejvétsi spoleény délitel dvou
(& vice) polynomt musi délit i libovolnou Zs |z, y]-linedrn{ kombinaci téchto polynomu. MiZzeme tedy
provadét néjaké  kroky a la Euklidiv algoritmus® s tim, ze snad dospéjeme k nécemu, co se bude snaz
rozkladat a my tak odhalime kandidaty na NSD. Konkrétné, snadno nalezneme ireducibilni rozklad

fro=@+y+1)22+ P+ 1) =@ +y+1)- @ +y+1)

a snadno také ovéfime, Ze zatimco y? + y + 1 nedéli ani jeden z polynomii f, g, tak 22 +y + 1 je déli
oba, a je to tedy hledany NSD v Zs[x, y]. O

Uloha 3. Nechf k je téleso a p € k[y]. Dokaite, 7e x + p je ireducibilni prvek klz, ).

Vsuvka (kterak nalézti vyjadfeni pomoci elementérnich symetrickych polynomii). Nechf R je obor
integrity. Mame-1li symetricky polynom fy € R[x1,..., %], jehoZ nejvyssim termem (v lexikografickém
usporadéni) je x]flz;“? -~k (nezbytné ky > ko > --- > ky,) a koeficient u onoho ¢lenu je ¢, pak piejdeme
k polynomu

_ ki—ko ko—ks kn—1—kn ki,
Ji=fo—cs S2 syt sy

kde s; je i-ty elementarni symetricky polynom v x1,...,x,. Déle totéz provedeme s polynomem f; atd.,
dokud jesté je co od¢itat. Hledané vyjadreni je souctem toho, co jsme postupné poodcitali.
%t Uloha 4. Naleznéte vyjadieni pomoci elementérnich symetrickych polynomi v Clz,y, 2

(a) 2%yz + xy?z + Y22,

(b) @*(y + 2) + v’ (z + 2) + 2*(z +y).
Resend. (a) Lexikograficky nejvyssi élen je x2yz, odeéitame tedy s%_ls%_lsé = 5153 a je okamzité videét,
ze onen zadany polynom uz je ono siss.

(b) Roznasobime zavorky; lexikograficky nejvyssi ¢len je 23y, odecitdme tedy

s?_ls;_osg = 3%52 = 23y + 2324 202y + balyz + 222 2% + 2y + by + by + 12 + 82 + 29227 + 2B,

takze nyni mame
fi = =2(2%y? + 9?22 + 2%2?) — 5(x%yz + yPzx + 2ay).

lexikograficky nejvyssi ¢len je x2y?, ode¢itame tedy

—25772527050 = —252 = —2(2%y? + 22 + 2%2?) — A(aPyz + yPza + 2Pay),
takze
fo=—(a®yz + y*z2 + 22xy).
Jako v E4sti (a) nahlédneme, Ze toto je —sis3, takZe hledané vyjadfeni je s2so — 252 — 5153. O

Uloha 5. Je redlny polynom (x; + xo — 23 — x4) (71 — 22 + 23 — 24)(T1 — T2 — T3 + 24) symetricky?°

Resend. Neni té7ké si rozmyslet, Ze na to, aby byl polynom symetricky, staci, aby se neménim pfti trans-
pozicich proménnych (jelikoz kazda permutace je slozenim transpozic).” Znaménka v zadvorkach miizeme
chapat jako (vSechny tfi) moznosti, jak rozdélit ¢ty¥i prvky na dvé skupiny po dvou; proto kdykoliv
prohodime dvé proménné, tak ve vysledku prohodime ty dvé zavorky, ve kterych maji ony proménné
riznd znaménka, a ta, ve které maji znaménko stejné, se nezméni. O]

40becné je problém rozklddani polynomfi vice proménnych celkem obtizny a nad koneénymi télesy na néj asi ani
neexistuji rozumné algoritmy, jelikoz nejmenovany software pravi Factoring multivariate polynomials with respect
to a modulus is not yet implemented. Ale nezkoumal jsem podrobnosti.

5proto se taky ve Vsuvce piechazi k polynomtim nad podilovym télesem!

6V zadéan{ vytisténém na cviceni obsahovala prvni zdvorka +x3 namisto —z3.

"Dokonce tedy stali testovani omezit na takovou mnozinu permutaci, jejichz kombinaci lze ziskat libovolnou permutaci
(takovd mnozina je mnozina generdtori symetrické grupy.)



Uloha 6. Nahlédnéte, ze druhd mocnina determinantu Vandermondovy matice

Vizy,...,xn) = (a:gfl)n

i,j=1
je symetricky polynom vzhledem k proménnym =z, ..., z,.

Reseni. Permutace proménnych znamend permutaci fadkit Vandermondovy matice, coz mize nanejvys
zménit znaménko determinantu, ale protoze nas zajima druhd mocnina deteminantu, vysledné znaménko
se nezmeéni. O

Uloha 7. Pro viechna z,y, z € R dokazte
ot oyt + 21+ 322y + 32222 4 3y%22% > 203y + 2232 + 22y + 2223 4 2932 + 2928
a rozhodnéte, kdy nastdva rovnost.

Resent. Vsechny ¢leny prehodime na pravou stranu, ¢imz dostaneme nerovnost tvaru f > 0, kde f €
R[x,y, z]. Nyni rozlozime f na elementarn{ symetrické polynomy a zjistime

f =57 — 65755+ 953 = (57 — 352)°.

Vidime, ze vskutku f > 0 pro vsechna xz,y,z € R, pricemz rovnost muze nastava pravé za situace
52 = 3s5. Po rozepsani tato podminka dostane tvar

x2—|—y2+22:xy+yz+zx,

coz lze upravit na
(@=y)?+(y—2)*+(z—2)*=0.

Vidime tedy, ze rovnost nastane pravé kdyz = =y = z. O

Uloha 8. Nechf «a, 3 jsou kofeny realného polynomu z? + 2z — 2. Aniz byste uréili hodnoty a a 3,
spoctéte hodnotu ab + 5.

Uloha 9. Symetrické polynomy lze chapat jako specidlni pripad polynomt, které jsou invariantni vaci
nékterym linedrnim zobrazenim — v tomto konkrétnim pripadé vic¢i zobrazenim danym permutacnimi
maticemi. Co jsou polynomy v C[z, y], které jsou invariantni vici linedrnimu zobrazen{

(a) (z,y) — (2,0)?

(c) (z,y) = (—y,2)?

(d) Rozmyslete si, ze mnozina zobrazeni, viéi kterym je polynom invariantni, je uzaviend na skladani,
a pokud Fesfme jen reguldrni zobrazeni (coz se typicky déje), pak i na inverzni zobrazeni (a sa-
moziejmé tato mnozina obsahuje identické zobrazeni) (tj. jde o grupu).



