2. cvideni

Vysledky uloh 1 a 2 jsou na konci druh€ strany.

3t Uloha 1. Pro dany polynom f € k[x] naleznéte (a vhodné popiste) téleso K rozsifu-
jici k, ve kterém bude mit f kofen, a rozlozte f v K[z] na ireducibilni polynomy.
Pokud mozno usilujte o to, aby bylo K ,,co nejmensi®.

(a) k=R, f =22+ 21 +2,

(b) k=Q, f =23,
(c) k=Q, f=a2*—52%+6,
(d) k="Zs, f=2?+2+1,

) k

) k

) k
e) k=277, f=2?+a2+1,

) k123,f:$4+1,

) k = Q(t) (podilové téleso oboru polynomt Q[t]), f = x2 +t,

) k = Zsla]/(a® + a+ 1), f = 2% + 2 + « (zkuste zde K ,vyjadiit“ ve tvaru
Z2[B]/(g) pro g € Zz[f] ireducibilini a nahlédnout, jaké podmnoziné K odpo-

k

Definice. Bud k < K rozsifeni téles, a € K algebraicky nad k. Pak minimdin{
polynom mg . € klz] prvku a nad k je monicky polynom nejmensiho kladného
stupné takovy, ze mq k(a) = 0.

Uloha 2. Naleznéte minimélni polynomy m, i nésledujicich prvki z € K nad k:

(b) = =+2i, K=C, k = Q(i),
(C) T = W,K:R, E{:Q(\/?)v
d) z=v2+ V3, K=R, k=0Q,
(e) z=v2+V3,K=R, k=Q(v2),
() = V2 K=R, k=Q(v2+3),
x (g) =13, K = Zs(t), k = Za(t + t?) (podtéleso Zs(t)),
(Napovéda: Obecny piistup je zhruba takovyto — piseme si mocniny x®, 2!, 22, ... tak dlouho, dokud

nedostaneme linearné zavislé prvky nad k. Koeficienty lineadrni kombinace, kterd da nulovy prvek,

jsou presné koeficienty minimélniho polynomu (pokud nejvyssi mocniné z ddme koeficient 1).)

Uloha 3. Dokaite, Ze pro kazdé ¢ € Q je sin(gn) algebraické ¢islo. (Napovéda: Pomoci
komplexniho sdruzeni lze dokazat, ze komplexni ¢islo je algebraické praveé tehdy, kdyz je algebraicka

jeho realnd i imaginarni ¢ast. Pro ¢isla tvaru exp(gni) to pak uz neni tézké dokézat.)
« Uloha 4. Dokazte, ze mnozina algebraickych ¢isel je
(a) hustd v C s béznou metrikou,
(b) spocetna.
(Népovéda: Pro (a) sta¢i napfiklad ukazat, ze vSechny prvky Q(7) jsou algebraické. Ad (b): Q[z] je

spofetnd mnozina a kazdy nenulovy polynom ma jen koneéné mnoho kofent.)



x Uloha 5. Z prvniho doméciho tikolu v ZS ,vime*, Ze zobrazeni
f:@[\/§]—>{(z 3b>|ab€@} a-l—b\/gH(Z ‘Zb>

je isomorfismus okruhti (a dokonce téles). Vymyslete, jak si vypomoct f k vypoctu
minimélnich polynomi prvki Q(v/3) nad Q.

*x Uloha 6. ,Elementarné“ pomoci symetrickych polynomt dokazte, Ze algebraicka
¢isla tvori podtéleso c.t (Népovéda: Pro x,y € Q potiebujeme ukazat, ze zy € Q, x +y € Q
aproxz #0ixz~! € Q. To posledni se udéla snadno prechodem k ,pievracenému“ polynomu, pro
soudet a soucin je potfeba vymyslet, jak ze dvou polynomt v Q[z]| vyrobit jeden polynom, jehoz
kofeny budou soucty, resp. souiny kofentd onéch dvou polynomu — a tento polynom bude stéle

v Q[z].)

Vysledky 1. (a) K=C, f=(z+1—1i)(z+1+1); (b) K=Q(V3),
f=(@—=V3)@®+axV3+V9); (c) K=Q(v2), f = (2* = 3)(z +v2)(z — V2)
(nebo podobné se v/3); (d) K = Zs[a]/(a® +a+ 1), f = (z+a)(x + a + 1);

() K=Zr, f = (z+3)(z +5); (f) napt. K = Z3[a]/(a® + a + 2),
f=@—-a)(r+2—-a)(z—1-a)(z+a) (jetotiz f= (22 + 2+ 2)(2® + 22 + 2));
(8) K= Q(v=1), f = (z+ v~t)(z — Vt); (h) napi. K = Z,[5]/(8* +  + 1),

v tomto télese je bud a = 82 + 8 + 1, pak

f=2>4+2+ B2+ B+1) = (z+ B?)(x + B2 + 1), nebo a = 32 + 3, pak
f=22+x2+(B%>+8) = (z+B)(z+ B +1).2 Kazdopadné pfi této reprezentaci K je
k={0,1,82+ 3,8+ 5+ 1}.

Vysledky 2. (a) 22 + 2z +2; (b) 22+ 2; (c) 2% — v/2; (d) 2* — 102% + 1;
(e) 22 —2v2z — 1; (f) = — V2 (protoze v2 = 3 ((v2+V3)? - 9(vV2+V3)));
(8) #> + (1 + (t+*))z + (t +17)°.

INa ptednasce se to (doufam) dokaze efektivné.
2V zadani ze cviceni je rozklad f v tomto bodé §patné.



