Od unimodalnich posloupnosti
k narozeninovému paradoxu

Antonin Slavik, Praha

Abstrakt. Koneéné posloupnost redlnych &isel se nazyva unimodalni, pokud ji lze rozdélit
na neklesajici a nerostouci tsek. V textu se zamétfime piredevsim na kombinatorické posloup-
nosti tvofené kombina¢nimi ¢isly nebo Stirlingovymi ¢isly prvniho a druhého druhu. Kromé
unimodality se budeme vénovat téz ptibuznému pojmu logaritmické konkavnosti. Ukazeme,
jak tato témata souviseji s klasickymi Newtonovymi a Maclaurinovymi nerovnostmi, které
v zdvéru vyuzijeme k feSeni obecné verze narozeninového paradoxu.

1. Maxima v fadcich Pascalova trojahelniku

V tabulce 1 vidime nékolik prvnich fadku zndmého Pascalova trojuhelniku, ktery je
sestaven z kombinacnich ¢fsel (7), n € No, k € {0,...,n}. Zkusime-li v kazdém Fédku
najit maximalni hodnotu, dospéjeme k nasledujicimu pravidlu: Obsahuje-li fadek lichy
pocet ¢isel (tj. n je sudé), pak maximélni hodnota se nachdz{ presné uprostied, zatimco
fadky se sudym poctem c¢isel (kde n je liché) maji uprostied dvojici maxim.
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Tabulka 1 Pascaluv trojihelnik

K ovéreni pravidla sta¢i porovnat podily sousednich dvou kombinaénich ¢isel s jed-
nickou. Zjistime, ze plati

n ne(n— >1 ro k < 2L
(k:) ( k!k+1) n—k+1 P n-z‘rl
( n ) = n--(n—k+2) = k =1 prok= 2
k-l (k=D)! <1 prok> 2,
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ekvivalentni s nerovnost{ k < 3 a podminka k = *3=

Pro n sudé je podminka & < o

neni nikdy splnéna. To znamena ze
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Pro n liché plati k < ”+1 préavé tehdy, kdyz = |n/2]; odtud plyne, ze
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2. Unimodalni a logaritmicky konkavni posloupnosti

Radky Pascalova trojihelniku pfedstavuji typicky pifklad tzv. unimodélni posloup-
nosti; jednd se o posloupnosti tvorené nejprve neklesajicim a poté nerostoucim tusekem.

Definice 1. Posloupnost redlnych ¢isel {ay}}_, se nazyva unimoddini, pokud existuje
j €{0,...,n} takové, ze plati ap < ay <--- < a; > aj41 > > ap.t

Specialné je tedy kazdd monoténni posloupnost unimodalni. Z piedchozi ¢asti dale
vime, ze pro kazdé n € Ny je posloupnost ¢isel (3)7 (M), ..., (%) unimodalni. Pokud
n je sudé, pak index j v predchozi definici je roven n/2, zatimco pro n liché muzeme
volit j = [n/2] nebo j = [n/2].

Zavedeme jesté nédsledujici dulezity pojem.

Definice 2. Posloupnost redlnych ¢éisel {ay}7_, se nazyva logaritmicky konkdvnd, po-
kud pro kazdé k € {1,...,n — 1} plati ax_1ax4+1 < ai.

Vsimnéme si, ze pokud je posloupnost {a;}7_, kladnd, muzeme logaritmovanim
dospét k ekvivalentni podmince

logag—1 + logagy1
2

Tu lze geometricky interpretovat tak, ze bod [k, log ax] lezi nad tuseckou spojujici body
[k — 1,logar_1] a [k + 1,logaky1], pifpadné na této tsetce; viz obrazek 1. Kladnd
posloupnost {ar}}_, je tedy logaritmicky konkdvni préavé tehdy, kdyz lomend cara
spojujici body [k,logag], k € {0,...,n}, je grafem konkdvni funkce.

Dulezitym piikladem logaritmicky konkévnich posloupnosti jsou opét fadky Pas-
calova trojuhelniku. Pro kazdé n € Ny totiz plati

<logar, ke{l,...,n—1}.

()GE) SRSk n-k
= : — = 1, kef{l,....n—1
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]
tj. posloupnost &fsel (3), (1), ..., (I) je logaritmicky konkévni.

Pro nase 1icely jsou logaritmicky konkavni posloupnosti dulezité zejména s ohledem
na nasledujici tvrzeni.

1Pokud jsou vdechy nerovnosti ostré, pak mé posloupnost pravé jedno maximum a nazyva se
silné nebo téz ryze unimodélni. Z pohledu informatiky je zajimavé, ze maximum takové posloupnosti
lze najit metodou pulen{ intervalu v ¢ase O(logn) [7, str. 242], zatimco k nalezeni maxima obecné
unimodalni posloupnosti muze byt v nejhorsim ptipadé nutné projit viechny jeji cleny.
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Obr. 1. Geometricky vyznam logaritmické konkavnosti.

Véta 3. Kazdd kladnd logaritmicky konkdvni posloupnost je unimoddlnd.

Dikaz. Je-li {ax}}_, kladnd a logaritmicky konkdvni, pak z definice plyne, ze pro
kazdé k € {1,...,n — 1} plati

Ak+1 ag

LA G, A

ag ag—1

To znamena, ze podily sousednich ¢lent posloupnosti {ax }7_, tvofi nerostouci posloup-
nost. Pokud jsou vSechny tyto podily vétsi nebo rovny 1, posloupnost {ax}7_, je nekle-
sajici, a tedy unimoddlni. V opa¢ném piipadé existuje nejmensi j € {0,...,n— 1} ta-
kové, ze aji1/a; < 1. Odtud plyne, ze plati ag < a1 < --- < aj; > ajp1 > -+ > a,. O

Déle uvidime, ze ovéfeni logaritmické konkavnosti muze byt v fadé pripadu jed-
nodussi nez dukaz unimodality; pfedchozi véta proto predstavuje uzitetnou postacujici
podminku pro unimodalitu. Nejedna se ovSsem o podminku nutnou; napft. kladna po-
sloupnost (2,3,5) je unimoddlni, ale nen{ logaritmicky konkavni.

Dokazeme jesté nasledujici pomocné tvrzeni, které vyuzijeme pozdéji.

Lemma 4. Necht {a}}_, je nezdpornd logaritmicky konkdvni posloupnost. Jsou-li
navic éleny ay, ..., a,—o kladné, pak plati

Qp—20k4+1 < ag—105, k€ {2, RN 1}.
Diikaz. Podle predpokladu pro kazdé k € {2,...,n — 1} mdme a;_1 # 0, a tedy

2 2
Ak —20k+10k—1 _ Q203 _ Gp_10k
Ok—20k41 = < < = Qg_10k. O
Qk—1 Qk—1 Af—1

3. Stirlingova cisla

Dalsimi zajimavymi pfiklady unimodélnich posloupnosti jsou fadky trojihelniku sesta-
venych z tzv. Stirlingovych ¢isel prvniho a druhého druhu. Tato ¢éisla maji jednoduchou
kombinatorickou interpretaci a hraji dulezitou roli v fadé tloh z diskrétni matematiky.
Jsou pojmenovéna po skotském matematikovi Jamesi Stirlingovi (1692-1770), ktery je
popsal ve své knize Methodus Differentialis z roku 1730 (viz napf. [2]). V nésledujicim



textu struéné pripomeneme kombinatorické definice Stirlingovych ¢isel, podrobnéjsi
informace lze najit napi. v [5].

Pro kazdé n € Ny a k € Ny definujeme Stirlingovo ¢islo druhého druhu {Z} jako
pocet moznosti, jak rozdélit prvky n-prvkové mnoziny do k neprazdnych podmnozin.
Plati naptiklad {g} = 6, nebot &tyii rizné prvky lze do ti{ podmnozin rozdélit (;1) =6
zpusoby (vybirdme dva prvky, které budou ve stejné podmnozing; zbyvajici dva prvky
budou tvofit jednoprvkové podmnoziny).

V tabulce 2 uvadime nékteré dalsi hodnoty {Z}, omezujeme se pouze na piipad,
kdy 0 < k < n, nebot pro kazdé k > n ziejmé plati {7} = 0.

n oy 0 &8 Gy {8 8 {8
0] 1

1o 1

2 0 1 1

30 1 3 1

40 17 6 1

50 1 15 2% 10 1

6/ 0 1 31 9 6 15 1

Tabulka 2 Stirlingova ¢isla druhého druhu

Pomocf principu inkluze a exkluze lze dokézat (viz napf. [6, str. 206]) obecny vzorec

(=i (e »

Stirlingova ¢isla druhého druhu lze pocitat i pomoci nasledujictho rekurentniho
vztahu, ktery pripomina zndmé pravidlo pro sestavovani Pascalova trojihelniku:

-l e

Skuteéné, vezmeme-li napf. n-prvkovou mnozinu {1,...,n}, pak ¢clen {Z:%} na
pravé strané vztahu je pocet vSech moznosti, kde jedna z podmnozin obsahuje jediny
prvek n a zbyvajicich n—1 éisel je rozdéleno do k —1 podmnozin, zatimeo clen k{" '}
odpovidé rozdéleni ¢isel 1,...,n—1 do k podmnozin a naslednému zarazeni ¢isla n do
nékteré z existujicich podmnozin.

Na rozdil od Pascalova trojihelniku nejsou fadky tabulky 2 symetrické, jsou vsak
unimodalni. Dokazat tuto skutec¢nost je slozitéjsi, nez tomu bylo u kombinacnich ¢&isel.
Misto explicitniho vzorce (1) je vyhodngjsi pouzit rekurentn{ vztah (2) a dokazovat
logaritmickou konk4vnost.?

2Diikaz je prevzat z [6, str. 265]. Pifmy ditkaz unimodality Stirlingovych ¢isel bez pouziti logarit-
mické konkdvnosti lze najit v [4].



Véta 5. Pro kazdé n € Ny je posloupnost {3}, {1}, ..., {1} logaritmicky konkdvni.

Diikaz. Vétu dokdzeme indukei podle n. Pro n = 0 a n = 1 tvrzen{ plati, nebot kazda
posloupnost délky 1 nebo 2 je logaritmicky konkdavni. Predpokladejme déle, ze tvrzeni
plati pro n — 1. Potom je i posloupnost

AT R AP SR Y R 8

. . ’ ’ ~ —1 v 127 7 v , 7
logaritmicky konkdvni, protoze {”n } = (0 a pfidani nulového ¢lenu na konec nezaporné
posloupnosti neporusi logaritmickou konkavnost.

Zvolme libovolné k € {1,...,n — 1} a dokazme, ze
2
n n n
< .
Wi =1
Pro k = 1 nerovnost plati, nebot levé strana je nulova. Pro k € {2,...,n — 1} vy-

jdeme z rekurentnfho vztahu (2), ziskany soué¢in rozndsobime a odhadneme s vyuzitim
logaritmické konkdvnosti posloupnosti (3) a lemmatu 4:
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Diisledek 6. Pro kazdé n € Ny je posloupnost {7}, {"}, ..., {"} unimoddini.

Dukaz. Z predchozi véty plyne, Ze posloupnost {71’}, ey {Z} je logaritmicky konkavni.
Protoze je kladnd, je podle véty 3 téz unimodalni. Vlozime-li na jeji zacatek cislo
{8} = 0, unimodalita zustane zachovéna. O]

Obratme nyni pozornost ke Stirlingovym &sliim prvniho druhu. Pfipomeiime, Ze
kazdou permutaci libovolné koneéné mnoziny lze rozlozit na disjunktni cykly. Pro
kazdé n € Ny a k € Ny definujeme ¢islo [Z] jako pocet permutaci n-prvkové mnoziny
tvofenych pravé k cykly. Plati napf. [é} = 6, nebot existuje Sest permutaci mnoZiny
{1,2,3,4} tvofenych tiemi cykly:

((1,2),(3),(4)  ((1,3),(2), (4)) :
((1,4),(2),(3))  ((1),(2,4),(3)) (1),(2),(3,4))

V tabulce 3 jsou zaneseny nékteré dalsi hodnoty [ ; Opét se omezujeme pouze na
ptipad, kdy 0 < k < n, jelikoz pro kazdé k > n plati u =0.

(1), (2,3), (4))

(
(
3



[5]

n | [5]

24 50 35 10 1
120 274 225 85 15 1

0 1

1 0 1

2 0 1 1

3 0 2 3 1

4 0 6 11 6 1
5 0

6 0

Tabulka 3  Stirlingova ¢&isla prvniho druhu

Stirlingova ¢isla prvniho druhu lze poéitat pomoci rekurentniho vzorce:

n n—1 n—1
= -1 k>1 4
& {k—1}+(n )[ k ] = @
Clen [Z:ﬂ na pravé strané vztahu lze interpretovat jako pocet vSech permutaci
mnoziny {1,...,n}, kde &islo n tvoii samostatny cyklus a zbyvajicich n — 1 &isel je

rozdéleno do k—1 cykld, zatimco élen (n—1) [, '] odpovidé rozdélenf éfsel 1, ..., n—1
do k cyklu a néslednému zarazeni ¢isla n do nékterého z existujicich cykla.
Posloupnosti ¢isel v fadcich tabulky 3 jsou unimodalni a logaritmicky konkavni; to
je obsahem nésledujici véty. Jeji dukaz prenechdvame ¢tenafi, provede se s vyuzitim
vztahu (4) velmi podobné jako dikaz véty 5 a dusledku 6 (viz téz [6, str. 278]).

Véta 7. Pro kazdé n € Ny je posloupnost [g}, H], e, [m logaritmicky konkdvnd
a unimoddlny.

Déle si ukdzeme jesté jiny zpiisob, jak k tomuto vysledku dospét.>
4. Souvislost s polynomy

Uzitetnym ndstrojem pro zkoumdni posloupnosti jsou generujici (vytvorujici) funkce
(viz napt. [5, 14, 16]). Je-li ddna redlnd posloupnost {a;}?,, pak jeji generujici
funkce je mocninnd fada A(z) = > p-axz®. V tomto textu se omezujeme pouze
na konecné posloupnosti {ay}}_,; generujici funkei takové posloupnosti je polynom
P(z) = Y p_,apz®. Nasim cilem je dokdzat piekvapivy a elegantnf vysledek: Ma-li
polynom P pouze realné koreny, pak posloupnost jeho koeficienti je logaritmicky
konkévni. K diikazu budeme potiebovat nasledujici pomocné tvrzeni.*

Lemma 8. Md-li redlny polynom pouze redlné koreny, pak i jeho derivace md pouze
redlné koteny.

Diikaz. Necht P je redlny polynom stupné n, ktery m4 pouze realné kofeny 1, ..., ;
s nésobnostmi mq, ..., m;, kde 22:1 m; = n. Staci dokdzat, ze polynom P’ mi n — 1
redlnych kofenu (kazdy kofen poéitdme tolikrét, kolik je jeho ndsobnost).

3Kombinaéni &fsla i oba druhy Stirlingovych é&isel tvoif trojihelniky, kde &isla v #adku n lze pocitat
jako linedrni kombinace dvou sousednich ¢isel z fddku n — 1. Obecné trojihelniky tohoto typu jsou
studovény v [10], kde je odvozena postacujici podminka pro logaritmickou konkdvnost jejich fadku.
4Diikaz lemmatu 8 je pievzat z [16, str. 146] a diikaz véty 9 z [15, str. 146].



Kazdy kofen z;, jehoz ndsobnost je m; > 1, je (m; — 1)-ndsobnym kofenem po-
lynomu P’ (toto zndmé tvrzeni z algebry se snadno dokdze pomoci rozkladu P na
kofenové cinitele). Odtud plyne, ze P’ méa aspon Zi.:l(mi — 1) = n — [ redlnych
kofenu. Zbyvajicich | — 1 kofenu ziskdme z Rolleovy véty: Bez jmy na obecnosti
muzeme piedpoklddat, ze z; < --- < ;. Pak pro kazdé i € {1,...,1 — 1} plati
P(z;) = 0= P(zi41), a tedy existuje &; € (z;,2;41) spliujici P'(§;) = 0. O

Véta 9. Md-li redlng polynom P(x) = Z:-L:O a;x" pouze redlné koveny, pak posloup-
nosti {ar}t_o a {ar/(})}i_o jsou logaritmicky konkdund.

Diikaz. Zvolme libovolné k € {1,...,n — 1}. Zderivujeme-li (k — 1)-krat polynom P,
obdrzime polynom

n!

(k+1)! !
(n—k+1)!

2 a2’ 4 ok

Q(x) = (k— Dlag_1 + klagx + anx
ktery ma podle predchoziho lemmatu pouze redlné koteny.

Uvazujme nyni polynom R, ktery vznikne z polynomu @, jestlize zapiSeme koefici-
enty v obriceném pofadi:®

n'

(k +1)! !
(n—k+ 1"

R(z) = (k — Dlap_12" * 1 4 klaga™ % + 5

e M
Pov§imnéme si, ze pro kazdé z # 0 plati R(z) = 2" **1Q(1/x). Odtud plyne, ze
R m4 také pouze redlné kofeny. (Je-li R(z) = 0, pak bud = = 0, nebo z # 0
a 2" F1Q(1/x) = 0. Ve druhém pifpadé plati Q(1/x) = 0, tj. 1/x je kofen poly-
nomu @ a x musi byt redlné.) Zderivujeme-li (n — k — 1)-krat polynom R, dostaneme
kvadraticky polynom

(n—k+1)!

2

Ten méa podle lemmatu 8 pouze reilné kotfeny, proto jeho diskriminant musi byt
nezaporny:

0 < (Klag(n — k)2 — (k- Dlag_1(n —k+ D)k + 1)(n—k —1)lags (5)

S(z) = (k—Dlag_1 2 + Klag(n — k)l +

k1)
L%%lm—k—nmﬁb

Po tupravé ziskdme nerovnost

aik!?(n — k)12 5 k n—k

_ < — 2
B S Gk DIEF Dl —k— 1! *Egin—k+1 %%

ze které je ziejmé, ze posloupnost {ax}7_, je logaritmicky konkdvni.5 Nerovnost (5)
lze ovsem upravit také do tvaru

ar—1(k— D (n—k+ D ag1(k+D!(n—k—1)! < azk!?(n — k)1?

)

n! n! nl?

jejimz dusledkem je logaritmicka konkavnost posloupnosti {ax/(})}7_,- O

5V anglicting se takovy polynom oznaluje jako reciprocal polynomial. Ceské terminologie je zde
ponékud zavadéjici, nebot reciprokym polynomem se obvykle rozum{ polynom, jehoz koeficienty tvot{
palindromickou posloupnost; anglicky se takové polynomy nazyvaji self-reciprocal nebo palindromic.

6Protoze je predchozi nerovnost ostré, jedns se dokonce o tzv. ryze logaritmicky konkavni posloup-
nost. Z dukazu véty 3 je zfejmé, ze takové posloupnosti mohou mit nejvyse dvé maxima.



Chceme-li dokazat logaritmickou konkavnost jisté posloupnosti {ay }}_,, pak podle
véty 9 staci ovérit, ze polynom P(z) = Y7 a;z' mé pouze redlné koreny. Zdiraznéme,
ze se jednd o postacujici, nikoliv vSak nutnou podminku; napf¥. posloupnost (1,1,1) je
logaritmicky konkavni, ale polynom 22 4 x + 1 nem4 redlné kofeny.

Vezmeme-li posloupnost kombinac¢nich &isel ap = (Z), k € {0,...,n}, pak z bino-

mické véty plyne
n
n
P(z) = b= )"
@=3 ()t =+
k=0

a tento polynom mé pouze realny n-nasobny kofen x = —1. Tim jsme jinym zpusobem

dokazali, ze fadky Pascalova trojihelniku jsou logaritmicky konk&vni.
Pro Stirlingova ¢isla prvniho druhu obdrzime polynom

k=0

Pomoci matematické indukce a vztahu (4) se snadno ovéff (viz napf. [5, str. 263]), ze

Xn:[;ﬂxk:x(x—kl)n(x—kn—l).

k=0

Polynom na pravé strané mé pouze redlné koreny 0, —1,...,—(n — 1), z ¢ehoZ plyne,
ze posloupnost [8], [’f], R [Z] je logaritmicky konk4vni.

Pouzitim véty 9 lze dokazat i logaritmickou konkavnost Stirlingovych ¢isel druhého
druhu; stac¢i ovérit, ze polynom

n
n
P(z) = k
@=>{}}e
k=0
ma pouze realné koteny. To je ponékud pracnéjsi nez v predchozich dvou piipadech;
detaily 1ze najit v [16, str. 147].

5. Newtonovy a Maclaurinovy nerovnosti

Bezprostiednim dusledkem véty 9 jsou tzv. Newtonovy nerovnosti, z nichz dale plynou
tzv. Maclaurinovy nerovnosti. Jedna se o klasické a uziteéné vysledky, jejichz historie
sahé do 18. stoleti a je lizce spjata s teorii algebraickych rovnic.

Véta 10. Nechf z1,...,x, jsou redlnd ¢isla. Oznacme Ey = 1,
1
Ey = —— Z Ty miy, ke{l,...,n}.
k') 1<i1 <2< <ip<n

Pak plati Newtonovy nerovnosti

E]% ZEkflEkJrl, ke {1,...,71—1}. (6>
Jsou-li navic x1,...,x, kladnd, pak plati Maclaurinovy nerovnosti
Bz EB?>EB" > >V B/ (7)



Diikaz. Pro polynom P(x) = (z —x1) -+ - (x — ), ktery mé pouze redlné kofeny, plati
P(z) = Agz™ — Ajz™ 1 4 Aga™ % — o 4 (=1)" A, (8)
kde Ag=1a
A = Z Tiy o Tq, = " Ey, kef{l,...,n}.
o , ' " k ’ T
1<i1<i2< <1 <n
Podle druhé ¢asti véty 9 je posloupnost
(71)”14” (71)”71‘4”_1 7A1 AO
© I eV A ¢

logaritmicky konkavni. Tato posloupnost je vSak totozna s posloupnosti

(_1)nAn (_l)n_lAn—l ;141 ﬁ
() ) N (VA ()

Pouzitim logaritmické konkdvnosti obdrzime vztahy

<(—1)’“Ak>2 N (—1)F 1AL (1)1 A ke{l,...,n—1}

(%) (") ()

neboli po upravé

2
<A> s A gy ©)

(/) GI)GH)

Tim jsou dokdzany Newtonovy nerovnosti (6), které fikaji, ze posloupnost {Ej}7_ je
logaritmicky konkdvni.

Déle budeme piedpokladat, ze éisla x1,. .., z, jsou kladnd (a tedy Ey,..., E, jsou
také kladnd), a odvodime Maclaurinovy nerovnosti.” Vime, ze lomend ¢ara spojujici
body [k,log Ei], k € {0,...,n}, je grafem konkavni funkce. Cisla

log E,

Lk: A )

ke{l,...,n},

predstavuji smérnice tsecek spojujicich body [k,log Fx] s bodem [0,0] = [0,log Fy].
Z konkdvnosti plyne (viz obrazek 2), Ze tyto smérnice tvoi{ nerostouci posloupnost:

Li>Ly>--->Lp_1 2L,

Pouzitim exponencidlni funkce ihned ziskdme vztahy (7). O

"Tato ¢ast dikazu je pievzata z knihy [13]; tam lze najit i jiny diikaz Newtonovych nerovnosti,
ktery nevyuziva vétu 9.



log E4 I
log E5 T

log Fs |

log By

log Eo : : : :
0 1 2 3 4

Obr. 2. Smérnice usecek spojujicich body [k, log Ei] s po¢dtkem tvoii nerostouci posloupnost.

Pro zajimavost poznamenejme, 7ze Isaac Newton v knize Arithematica universalis
z roku 1707 zformuloval pravidlo umozinujici odhadnout pocet komplexnich kotentu
libovolného polynomu. Nerovnosti (9) z jeho pohledu pfedstavovaly nutnou podminku
pro to, aby vSechny kofeny polynomu (8), tj. ¢isla a1, ..., z,, byly redlné (srov. [15]).
O dukaz Newtonova pravidla tykajictho se poctu komplexnich kofenu se pokusil Colin
Maclaurin a dospél pfitom k nerovnostem (7), které dnes nesou jeho jméno.®

Pokud ve vztahu (7) ponechdme pouze krajn{ ¢leny, obdrzime zndmou nerovnost
mezi aritmetickym a geometrickym prumeérem ¢éisel x1, ..., Ty:

x1+...+xn
72 YTy X

n

6. Narozeninovy paradox

Jedna ze zajimavych aplikaci Maclaurinovych nerovnosti souvisi s tzv. narozeninovym
paradozem, coz je néasledujici klasicka tloha:

Jaka je pravdépodobnost, ze ve skupiné k ndhodné vybranych lidi maji néjaké dvé
osoby narozeniny ve stejny den? Jak velké musi byt ¢islo k, aby hledana pravdépodob-
nost &inila aspon 50 %7

Jednodussi je vypocitat pravdépodobnost opa¢ného jevu, tj. pravdépodobnost, ze
zadn{ dva lidé ve skupiné k osob nemaji narozeniny ve stejny den; oznac¢ime ji P(k)
a bude néas zajimat, kdy plat{ P(k) < 1/2. Vezmeme-li v Gvahu i pfestupné roky, pak
existuje celkem n = 366 ruznych dat narozenin.

Pti feSeni ulohy se obvykle pfedpokladd, ze vSechna data narozenin jsou stejné
pravdépodobna. V takovém piipadé plati

nn—1)--(n—k+1)

Pk) = o .

Postupnym dosazovanim ¢isel k € N lze zjistit, ze podminka P(k) < 1/2 je splnéna
pro k > 23 (viz obrézek 3). Ndzev ,narozeninovy paradox“ souvisi se skutecnosti, ze
pozadovany pocet osob je prekvapivé nizky.
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Obr. 3. Hodnoty pravdépodobnosti P(k), k € {1,...,50}, pokud vSechna data narozenin
jsou stejné pravdépodobna.

Zkusme nyni uvazovat obecnéjsi variantu tulohy, ve které vynechame nepitilis rea-
listicky piedpoklad, ze viechna data narozenin jsou stejné pravdépodobna.’

Protoze existuje celkem n ruznych dat narozenin, muzeme je ocislovat prirozenymi
¢isly 1,...,n. Necht x; znaci pravdépodobnost, ze ndhodné zvolend osoba ma naroze-
niny v j-ty den, j € {1,...,n}. Pak plati

P(k) = Z Tjy Ty, = k! Z Tiy Ty

i1,02,...,0,€{1,...,n} 1<iy <ig < <ipg<n
navzijem razna

I kdyz nezndme hodnoty z1,...,z,, muzeme pomoci Maclaurinovych nerovnosti
ziskat ndsledujici horn{ odhad pro pravdépodobnost P(k):

Tiy " Ty,

Pk =#(" 13“<i“‘§“<”§" (M) e < m (M)t =
o \k ) k)T )T T

k

:k!(Z) (W)k:kl(;”)nlk: ”(”—1)"T;£n—k+1)

Pravdépodobnost, ze zadné dvé osoby ve skupiné nemaji narozeniny ve stejny den,
se tedy oproti pfedchozi varianté tlohy nezvysila. To znamend, ze pro k > 23 opét
mame aspon padesatiprocentni pravdépodobnost nalezeni dvou osob s narozeninami
ve stejny den.!?

7. Zavér

V kombinatorice i v jinych matematickych disciplindch se muzeme setkat s mnoha
dalsimi zajimavymi pfiklady unimodalnich nebo logaritmicky konkavnich posloupnosti.
Zminme napiiklad tzv. Eulerova ¢isla (srov. [1, 5, 9]): Pron e Na k € {0,...,n— 1}

97 ddaji Ceského statistického tfadu lze vypocitat, ze v letech 2000-2014 se v Ceské republice
narodilo v Gervenci prumérné 9578 déti, zatimco v prosinci prumérné jen 8274 déti.

10Tento diikaz zalozeny na pouzit{ Maclaurinovych nerovnosti je prevzat z [8]; jiny piistup k feseni
ulohy lze najit v [3].
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definujeme (7 ) jako pocet permutaci m : {1,...,n} — {1,...,n} s pravé k poklesy,
tj. permutaci 7 splinujicich podminku

Hie{l,....n=1}; n(i+ 1) <7(i)} = k.

Pro kazdé n € N je posloupnost <g>, <’11>, cee <n7_’1> logaritmicky konkévn{ a uni-

modalni. Toto tvrzeni lze dokdzat kombinatoricky (viz [1, str. 17]); jinou moznosti je
ovéi:it, ze polynom ZZ;& <Z>xk mé pouze redlné koteny (viz [1, str. 24]).

Ctenadfum se zdjmem o hlubsi studium unimodalnich a logaritmicky konkavnich
posloupnosti doporuc¢ujeme piehledovy ¢lének [12], jehoz soucésti je i obsdhly seznam
literatury.
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