MENE ZNAMA KRITERIA DELITELNOSTI

ANTONIN SLAVIK

Ze stiedni 8koly jsou dobfe znama kritéria pro délitelnost prirozenych
(resp. celych) ¢isel &isly 2, 3, 4, 5, 8 a 9 atd. Studenty muZe zajimat, zda
existuji téz kritéria pro délitelnost 7, 11 a dalsimi ¢isly. Ve skole se ob-
vykle dozvédi, Ze tato kritéria jsou slozita, a proto napt. délitelnost 7 zjis-
tujeme délenim. Zalistujeme-li nap¥. v pékné populariza¢ni knize [Op],
objevime na s. 33 nasledujici tvrzent: Cislo je délitelné sedmi, je-li déli-
telny sedmi soucet vypoctenyj tak, Ze prong, druhou, treti, . .., n-tou &islici
odzadu (zprava doleva) zndsobime postupné cisly periodicky se opakujici
posloupnosti 1, 3, 2, 6,4,5,1,3,2,6,4,5, ... a takto vypoctené sou-
ciny secteme. Uvedené kritérium skutecné vypada komplikované a na
prvni pohled nemusi byt jasné, odkud se vzalo (v knize chybi jakékoliv
vysvétleni). V dalsim textu ukazeme, Ze se jedné o specialni piipad po-
mérné jednoduché a obecné Pascalovy metody, kterd umoziuje odvodit
podobné kritérium pro délitelnost libovolnym piirozenym ¢islem. Uvi-
dime, Ze Pascalovou metodou lze ovérit nejen délitelnost, ale téZ najit
zbytek pfi déleni jednoho ¢isla druhym. V dalsi ¢asti textu se podivame
na méné znadmou tzv. Zbikowského metodu, ktera je elementarnéjsi nez
metoda Pascalova a jeji pouziti obvykle vede k jednodussim kritériim
délitelnosti, neumoznuje vsak vypocitat zbytek pii déleni.

Studenti mohou namitnout, Ze znalost kritérii pro délitelnost je
v dnesni dobé zbyteéna — nejrychlejsi je prece vydélit jedno ¢islo dru-
hym pomoci kalkulacky ¢i pocitace. To je ale pravda jen pro relativné
malé ¢isla. PFi experimentilnim ovérovani ruznych matematickych hy-
potéz (napf. v teorii ¢isel) je nutné brat v avahu i velka ¢isla s tisici nebo
vice ciframi. Pak je b&Zna kalkulacka k ni¢emu a musime pouzit vhodny
pocitacovy program (Wolfram Mathematica, Sage apod.), ktery zvladne
praci s velkymi ¢isly. I v takovych pripadech je ale zjistovani délitelnosti
délenim zbyteéné pomalé — diamyslnéjsi algoritmy vystaci s opakovanym
s¢itanim, od¢itdnim a nasobenim. Patii k nim i metody popsané v tomto
prispévku, které se daji pomérné snadno implementovat v béznych pro-
gramovacich jazycich (mtze to byt vhodny tkol pro studenty se zajmem
0 programovani).
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1 Uvodni pozorovani

Je-li prirozené ¢islo délitelné Sesti, jisté musi byt délitelné dvéma a tfemi.
Tato nutna podminka je i postacujici, nebot 2 a 3 jsou nesoudélna ¢isla.
Toto pozorovani muZzeme snadno zobecnit: Necht m je libovolné prirozené
¢islo s prvociselnym rozkladem

n

Pak libovolné prirozené cislo je délitelné cislem m, prdaveé kdyzZ je déli-
telné cisly py*, ..., pp*. Staci tedy znét kritéria pro délitelnost ¢isly, jez
jsou mocninami prvoéisel. Nasledujici véta zobeciiuje znama kritéria pro
délitelnost 2, 4, 5 a 8.

Véta 1. Prirozené cislo n je délitelné cislem 2F, resp. 5%, pravé kdyz

posledni k-cisli n je délitelné 2%, resp. 5*.

Diikaz. Zapisme n ve tvaru a - 10F + b, kde b je posledni k-&isli n. Cislo
10* je vzdy délitelné éisly 2 i 5%. Jelikoz a je celé ¢islo, vidime, ze n je
délitelné ¢islem 2F, resp. 5%, pravé kdyz je timto ¢islem délitelné b. O

2 Pascalova metoda

Pripomenme znama kritéria pro délitelnost tfemi a deviti: Piirozené c¢islo
je délitelné tremi, resp. deviti, pravée kdyz jeho ciferny soucet je délitelnj
tremi, resp. deviti.

Ukézeme, Ze ve skute¢nosti plati silnéjsi tvrzeni — ciferny soucet lze
pouzit nejen k ovéreni délitelnosti, ale i k vypoctu zbytku libovolného
¢isla pri déleni tfemi nebo deviti.

Veéta 2. Prirozené &islo a jeho ciferny soucet magji pii délend tFemi nebo
deviti stejny zbytek.

Drikaz. Libovolné prirozené ¢&islo n lze vyjadrit ve tvaru
n=np-10° +np_1 - 1051 4. 4 n, (1)

kde ng,ng_1, - .., ng jsou cifry v desitkovém zépisu ¢isla n. Kazda z moc-
nin desitky mé pii déleni tfemi nebo deviti zbytek 1, nebot

10°=99---9+1
N—_——
i-krat
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a prvni séitanec na pravé strané je délitelny deviti. Kazdy ¢len n; - 10°
ve vztahu (|1)) si miZeme piedstavit jako soucet

ni - 108 = 10" 4 - - - + 10,
N———
n;-krat

ma proto pri délenf tFfemi nebo deviti stejny zbytek jako n;. Tudiz ¢islo n
ma stejny zbytek jako jeho ciferny soucet ng +ngp_1 + - -+ 4+ ng. O

Pro ilustraci uvedme nésledujici tlohu z rekreac¢ni matematiky.

Uloha 1. |I|Lze mezi cifry 123456789 vlozit znaménka operaci + a —
tak, abychom ziskali vysledek 1007 Pokud ano, lze stejného vysledku
dosédhnout jen pomoci operace +7

Resent. K vysledku 100 Ize dojit nasledujicim zptisobem:
1+243-44+54+6+4+78+9=100.

Jen s vyuzitim s¢itani nelze stejného vysledku dosahnout. Vlozime-li zna-
ménka + na libovolna mista, dostaneme jisté ¢islo tvaru

n:a1++ak

Kazdy s¢itanec a; ma podle véty [2| pii déleni tfemi stejny zbytek jako
jeho ciferny soucet c;. Cislo n m4 tedy stejny zbytek jako ¢y + - + ¢p.
Mezi ciframi &isel aq,...,a; se vyskytuje pravé jedna jednicka, jedna
dvojka, atd. Plati tedy ¢; +---4+cx =142+ ---+9 = 45. Ukazali jsme,
ze Cislo n ma pfi déleni tfemi stejny zbytek jako 45, ¢ili 0. Nemtze tedy
platit n = 100, nebot 100 neni délitelné t¥emi.

Miuze se stat, ze ciferny soucet Cisla je velky a neumime pfimo urcit
jeho zbytek pfi déleni tFfemi nebo deviti; v takovém pripadé lze vétu
pouzit opakované, pocitat ciferny soucet ciferného souctu, atd.

Abychom si v dalsim textu usnadnili vyjadfovani, budeme pouzivat
zapis a = b (mod m), ktery znamena, ze dvé celd &isla a, b maji stejny
zbytek pii déleni prirozenym ¢islem m Ctenaf si snadno rozmysl ze
pokud navic plati ¢ = d (mod m), plati téz a4+ c = b+d (mod m) a dale
a-c=b-d (modm).

Podobny postup jako v dikazu véty [2] nas dovede ke kritériu pro
délitelnost jedenacti.

!Uloha je prevzata z knihy [Si], problém &. 5.

2Tento zapis éteme ,,a je kongruentni s b modulo m*. Ekvivalentné lze Fict, ze
rozdil a — b je délitelny m.

3Viz téz [McD], kapitola The Beginnings of Divisibility.
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Véta 3. Prirozené c¢islo md pii déleni 11 stejny zbytek jako rozdil souctu
cifer na lichyjch pozicich a souctu cifer na sudych pozicich, jsou-li pozice
pocitdny zprava.

Diikaz. Zkusime-li pocitat zbytky mocnin desitky pii déleni jedenécti,
dostaneme

10°=1=1  (mod 11),
10 =10=—-1 (mod 11),
102=100=1  (mod 11),
10> = 1000 = —1  (mod 11).
Obecné plati A A
10" = (—1)" (mod 11), (2)

nebot 4
10°=10---10=(-1)---(—=1) (mod 11).
-krat
-Kra i-krat

Libovolné pfirozené ¢&islo n lze vyjadfit ve tvaru
n=ny- 108 +np_y - 10871 ... 4 ng,

kde ng, ng_1, ..., ng jsou cifry v desitkovém zapisu ¢isla n. S ohledem na
vztah tedy plati

n=ng- (1) +np_1 - (~DF 1+ 4 np -1 (mod 11).

Vyraz vpravo je rozdil souctu cifer na lichych pozicich a souctu cifer na
sudych pozicich, jsou-li pozice pocitany zprava. O

v e

Pro délitelnost 11 plyne z véty [3] nasledujici dusledek, u néjz jiz nent
podstatné, zda jsou pozice cifer poc¢itany zprava ¢&i zleva.

Disledek 1. Prirozené cislo je délitelné 11, pravé kdyZ rozdil souctu
cifer na lichyjch pozicich a souctu cifer na sudiyjch pozicich je délitelny 11.

Je znédmo, Ze délitelnost jedenacti se vyuziva u rodnych ¢isel pridé-
lovanych obéanim Ceské republiky (dfive éeskoslovenska). Rodné ¢isla
jsou desetimistnad a posledni ¢tyiGisli je vzdy voleno tak, aby vysledné
¢islo bylo délitelné jedenacti. Tento mechanismus slouzi jako jednoduchéa
kontrola proti prekleptim (viz [Wi]).

Méame-1i napf. rodné ¢islo 736028 /5163, miiZzeme pomoci Véty nebo
dusledku |1 snadno zkontrolovat, Ze je (po odstranéni lomitka) délitelné
jedenécti:

—7—6—-2—-5-6+3+0+8+1+3=—-11=0 (mod 11).
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Postup z dikazu vét [2] a [3] miZeme zobecnit nasledujicim zpusobem,
¢imZz dostaneme obecnou Pascalovu metodu pro testovani délitelnosti
libovolnym prirozenym ¢islem m:

e Pro viechna i € Ny najdeme a; € Z takové, ze 10° = a; (mod m).
e Pro libovolné piirozené ¢islo n = ny, - 10¥ +nj_q1 - 10F7 1 4. 4+ ng

plati
n = ngak + ng_1ax + - - - + ngag (mod m).

Platnost tvrzeni je zfejma. Za ¢isla a; obvykle volime zbytky &isel 1, 10,
100, ... pfi déleni ¢islem m (v ditkazu véty [2| to byly jednicky), neni to
vSak jedin&d moznost. Nékdy mize byt pohodlnéjsi volit &islo, které je
v absolutni hodnoté mensi. Napf. v dikazu véty |3| by zbytky z mocnin
10 pri déleni jedenéacti byly 1, 10, 1, 10, ...; volbou 1, —1, 1, —1, ...
jsme dosahli toho, Ze vysledné kritérium je jednodussi.

Pozadovanych &isel ag, a1, ... je nekone¢né mnoho, pokud je vsak
volime z mnoziny {0, ...,m— 1}, musime dfive ¢i pozdé&ji narazit na ¢len
ag, ktery se shoduje s ag. Pro vSechna j € N pak plati

apyj = 1079 = 10°107 = apa; = apa; = 10° - 107 = 10/ = a; (mod m).

Odtud plyne ay; = a; pro vechna j € N, tj. ¢isla ag, a1, ... se opakuji
s periodou /.
Pro ilustraci ukazme, jak lze Pascalovou metodou odvodit kritérium

pro délitelnost sedmi. Pro mocniny desitky pii déleni sedmi plati
10°=1 (
10l =3 (
102=10"-10'=3-3=2 (
10°=10'-10°=3-2=6 (mod 7),
100=10'-10=3-6=4 (
10°=10'-10"=3-4=5 (
10=10"-10°=3-5=1 (

mizeme tedy volit ag = 1, a1 = 3, a3 = 2, a3 = 6, a4 = 4, a5 = 5
a pokracovat dale s periodou 6. Pro libovolné pfirozené ¢islo

n=mng-10F +np_1 10"+ 4+ ng
tedy plati

nzng'l—l—nl~3+n2~2—|—n3-6+n4-4+n5-5+--'(modm).
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Vysledek mtuzeme zformulovat ve formé nasledujictho tvrzeni, které zo-
bectiuje kritérium pro délitelnost sedmi zminéné v tvodu této kapitoly.

Véta 4. Zbytek libovolného cisla pri déleni sedmi je stejny jako zbytek
Cisla ziskaného tak, Ze pruni, druhou, tieti, ... cislici odzadu ndsobime
postupné cisly periodicky se opakujici posloupnosti 1, 3, 2, 6, 4, 5, ...
a takto vypoctené souciny secteme.

3 Zbikowského metoda

Mnohem jednodussi kritérium pro délitelnost sedmi je zaloZzeno na na-
sledujicim pozorovani: Pro vSechna a,b € Z plati

10a + b = 10(a — 2b) + 21b.

Druhy sé¢itanec je délitelny 7, z ¢ehoz plyne, Ze 10a+b je délitelné sedmi,
pravé kdyz 10(a — 2b) je délitelné 7. Jelikoz 7 je nesoudélné s 10, ukazali
jsme, Ze 10a + b je délitelné sedmi, pravé kdyz a — 2b je délitelné 7.

Libovolné ptirozené ¢islo n 1ze zapsat ve tvaru 10a+b; za ¢islo b volime
posledni cifru n, jejimz odtrzenim ziskame ¢islo a. Chceme-li otestovat
délitelnost ¢isla n sedmi, stac¢i misto néj proveérit ¢islo a — 2b. Je-li toto
¢islo prili§ velké, mizeme postup opakovat.

Uloha 2. Je &islo 2786 délitelné sedmi?

Resend. Volime a = 278 a b = 6, ¢imz ziskame a —2b = 266. K otestovani
tohoto ¢isla volime a = 26 a b = 6, ¢imZ obdrzime a — 2b = 14. Tento
vysledek je délitelny sedmi, tedy i 2786 je délitelné sedmi.

V predchozich tivahach lze ¢islo 7 v8ude nahradit ¢islem 3 nebo 21.

Dokézali jsme tedy nasledujici tvrzeni.

Véta 5. Jsou-li a,b € Z, pak ¢islo 10a+b je délitelné 3, resp. 7, resp. 21,
praveé kdyZ a — 2b je delitelné 3, resp. 7, resp. 21.

Zkusme odvodit podobna kritéria pro délitelnost jinymi &isly. Ze

vztahu
10a + b = 10(a + 4b) — 390,

10a + b = 10(a — 5b) + 51b,
10a 4+ b = 10(a + 2b) — 19b,

plynou obdobné jako vyse nasledujici tvrzeni.

Véta 6. Jsou-li a,b € Z, pak ¢islo 10a+0b je délitelné 13, resp. 39, prdvée
kdyZ a 4+ 4b je délitelné 13, resp. 39.
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Véta 7. Jsou-li a,b € Z, pak ¢islo 10a+0b je délitelné 17, resp. 51, prdvé
kdyz a — 5b je délitelné 17, resp. 51.

Véta 8. Jsou-li a,b € Z, pak ¢islo 10a + b je delitelné 19, prave kdyz
a + 2b je délitelné 19.

Uloha 3. Je ¢islo 8322 délitelné devatenacti?

Resend. Volime a = 832 a b = 2, ¢imz ziskame a+ 2b = 836. K otestovani
tohoto ¢isla volime a = 83 a b = 6, ¢imz obdrzime a+ 2b = 95. V posled-
nim kroku vezmeme a = 9 a b = 5, ¢imz dojdeme k vysledku a+2b = 19.
Ten je délitelny devatenécti, tedy i 8322 je délitelné devatenécti.

Doporucujeme ¢tenari, aby zkusil porovnat rychlost feSeni predchozi
tlohy pomoci Zbikowského metody s pfimym vypocétem 8322 : 19.

UkéZeme, jak hledat dalsi rozklady ¢isla 10a + b, které umozni formu-
lovat kritéria pro délitelnost libovolnym ¢islem m. S ohledem na tuvahy
provedené v Casti 1 vime, Ze staci vySetfit pfipad, kdy m je mocnina
prvocisla rizného od 2 a 5. Pro dalsi postup dokonce staci predpokladat,
ze m je nesoudé€lné s 10. V takovém pfipadé musi m koncit nékterou
z cifer 1, 3, 7, 9.

Zkusme se inspirovat diive uvedenymi vysledky a hledat rozklad
10a + b ve tvaru, kde prvni scitanec je desetindsobkem vyrazu a — kb
pro zatim neurcené celé ¢islo k:

10a + b = 10(a — kb) + 10kb + b = 10(a — kb) + b(10k +1).  (3)

Najdeme-li k tak, aby 10k 4+ 1 bylo délitelné m, dostaneme nasledujici
obecné kritérium.

Véta 9. Jsou-li a,b,k € Z, m € N je nesoudélné s 10 a 10k + 1 je déli-
telné m, pak cislo 10a+0b je délitelné m, prdvée kdyz a — kb je délitelné m.

Nalezeni vhodného k je ekvivalentni s nasledujici otazkou: Lze m vy-
néasobit jistym ¢islem tak, abychom dostali ¢islo tvaru 10k + 1, tj. ¢islo
konéici jednickou? Nasledujici tabulka ukazuje, Ze odpovéd je vizdy
kladna.

Jakou cifrou konéi m? | Jakym c¢islem nasobime?
1 1
3 7
7 3
9 9
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Vratme se pro ilustraci k délitelnosti 7. Abychom dostali ¢islo konéici
jednickou, nésobime tfemi a dostaneme 7 -3 =21 = 10k + 1, kde k£ = 2.
Véta[d] pak poskytuje kritérium pro délitelnost 7 zformulované ve vété ]

Podobné napt. m = 17 nasobime trojkou, ¢imz dostaneme 17 - 3 =
=51 = 10k+1, kde k = 5. Véta[J pak poskytuje kritérium pro délitelnost
17 zformulované ve véte [7

Uloha 4. Odvodte kritérium pro délitelnost ¢islem 41 a zjistéte, zda
10 168 je délitelné 41.

Resend. Protoze m = 41 konéi jednickou, nasobime jednickou a dosta-
neme 41 = 10k + 1, kde k£ = 4. Kritérium pro délitelnost 41 tedy zni:
Jsou-li a,b € Z, pak ¢islo 10a + b je délitelné 41, pravé kdyz a — 4b je
délitelné 41.

K otestovani ¢isla 10 168 volime a = 1016 a b = 8, ¢imZ dostaneme
a — 4b = 984. Dale volime a = 98 a b = 4, ¢imZ dostaneme a — 4b = 82.
Toto ¢&islo je délitelné 41, tedy i 10 168 je délitelné 41.

Je-li 10k +1 délitelné m, pak i 10(k —m)+1 je délitelné m. Nahradi-
me-li v rozkladu ¢islo k c¢islem k —m, dostaneme alternativni rozklad

10a + b = 10(a + (m — k)b) + (10(k — m) + 1)b,
z n&j7z plyne nasledujici varianta Zbikowského kritéria.

Véta 10. Jsou-li a,b,k € Z, m € N je nesoudelné s 10 a 10k + 1 je
délitelné m, pak c¢islo 10a + b je délitelné m, prdvé kdyz a + (m — k)b je
delitelné m.

Tato véta je vyhodné&jsi v ptipadech, kdy vypocet a + (m — k)b je
snazsi nez vypocet a — kb.

Uvazujme napf. m = 13. Abychom dostali ¢islo konéici jednickou,
nasobime sedmi a dostaneme 13 -7 = 91 = 10k + 1, kde k = 9. Vé&ta 9]
pak tvrdi, Ze 10a + b je délitelné 13, pravé kdyz a — 9b je délitelné 13.
Naproti tomu ve vété méme m — k = 13 — 9 = 4 a véta tvrdi, Ze
10a + b je délitelné 13, praveé kdyz a + 4b je délitelné 13; tento vysledek
jiz zname z véty [l Obé kritéria jsou spravna, pro vétsinu osob je vSak
piijemnéjsi pocitat a + 4b namisto a — 9b.

Podobné miZzeme postupovat pro m = 19. Abychom dostali &islo
koncici jednickou, nasobime deviti a dostaneme 19 -9 = 171 = 10k + 1,
kde k = 17. Véta[9 pak tvrdi, ze 10a+b je délitelné 19, prave kdyz a—17b
je délitelné 19. Ve vété [I0] mame m — k = 19 — 17 = 2 a véta tvrdi, Ze
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10a+b je délitelné 19, pravé kdyz a—+2b je délitelné 19. Tento vysledek jiz
zname z véty [§a rozdil v praktické pouZitelnosti oproti prvnimu kritériu
je jesté vyraznéjsi.

Pro ¢tenare obeznédmené se zaklady algebry pripojime jesté jiny po-

hled na véty [9] a

Poznamka 1. Je-li m € N nesoudélné s deseti, je zndmo, Ze existuje ¢islo
¢ € {0,...,m — 1} splimjici 10 =1 (mod m); jde o inverzni prvek k 10
v okruhu Z,,. Volime-li libovolné celé ¢islo k spliwjici & = —¢ (mod m),
pak

10k = —1 (mod m),

coz je pouze jiné vyjadieni skutec¢nosti, ze 10k + 1 je délitelné m. Ze
vztahu pak plyne, zZe 10a + b je délitelné m, pravé kdyz a — kb je
délitelné m. Cislo k ve véte |§| lze tedy volit jako libovolné ¢islo kongru-
entni s minus inverznim prvkem k 10 v Z,,. Je-li k libovolné &islo s touto
vlastnosti, pak & —m mé tutéz vlastnost, a vétu [I0] 1ze ziskat z véty [9]
pokud misto k piSeme k — m.

Napft. pro m = 19 je inverznim prvkem k 10 v Z,, ¢islo £ = 2. Voli-
me-li tedy napt. k = —2, resp. k = 17, pak a — kb je rovno a + 2b,
resp. a — 17b, coz je ve shod€ s nasim diivéjsim vypoctem.

4 Historické a bibliografické poznamky

Metodu vylozenou v oddile 2 objevil B. Pascal kolem roku 1658. Popsal ji
v pojednani De numeris multiplicibus ex sola characterum numericorum
additione agnoscendis, které je soucasti jeho sebranych spisii [Pas|. Jako
piiklad uvedl kritérium pro délitelnost sedmi formulované ve véte [
Autorem metody popsané v oddile 3 je rusky matematik A. K. Zbi-
kowski, ktery ji publikoval roku 1861 v praci [Zb]. Ta zustala témét bez
povsimnuti, b&hem 20. stolet{ vSak stejny postup nezavisle objevili dalsi
matematikové. I v souCasnosti je v8ak Zbikowského kritérium relativné
mélo znamé. Nas vyklad je inspirovan predevsim ¢lanky [ChM] a [Gal.
Pékny historicky piehled kritérii délitelnosti véetné jejich nejriznéj-
sich modifikaci je k dispozici na webové strance [McD]. Za pozornost stoji
téz Ctivy clanek [Ren|, kde jsou na pouhych ¢tyfech stranach zformu-
lovana a dokazana kritéria pro délitelnost vSemi &isly od 2 do 102.
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