Ludwig Otto Blumenthal (1876-1944)
Antonin Slavik, Jiri Vesely

Abstrakt. Pred osmdesati lety zemftel v Tereziné némecky matematik Ludwig Otto Blumen-
thal, zdk Davida Hilberta. Trochu kuriézni je fakt, ze se do Terezina dostal na vlastni zadost.

vvvvvv

V textu pripomindame jeho zivot a oblasti matematiky, kterym se vénoval.
1. Blumenthalav zivot

Ludwig Otto Blumenthal se narodil v rodiné zidovského lékare Ernsta Blumenthala ve
Frankfurtu nad Mohanem. Po absolvovani taméjsiho gymnézia zacal studovat v Got-
tingenu medicinu. Jeho zajem si vSak brzy ziskaly ptrirodni védy a matematika. Z uci-
teld méli na néj nejvétsi vliv matematikové David Hilbert (1862-1943), Felix Klein
(1849-1925) a fyzik Arnold Sommerfeld (1868-1951). Cast studia matematiky ab-
solvoval v Mnichové, kde navstévoval napr. prednasky Ferdinanda von Lindemanna
(1852-1939) a také Alfreda Pringsheima (1850-1941).

Roku 1898 v Gottingenu obh4jil doktorskou disertaci [3], kterou sepsal pod vedenim
Hilberta, v jejim zavéru vSak dékuje téz Sommerfeldovi. Zimni semestr skolntho roku
1899/1900 stravil Blumenthal v Pafizi u Emila Borela (1871-1956) a Camilla Jordana
(1838-1922). V roce 1901 se v Gottingenu habilitoval a pusobil tam jako soukromy
docent az do roku 1905.

V roce 1901 bylo Sommerfeldovi nabidnuto misto vedouciho katedry mechaniky
na Porynsko-vestfalské technické univerzité v Cachach (Rheinisch- Westfilische Tech-
nische Hochschule Aachen, ddle jen RWTH). Sommerfeld toto misto pfijal a pozdéji
fyzikovi a rektorovi RWTH Adolfu Wiillnerovi (1835-1908) doporucil Blumenthala.
Ten byl 1. fijna 1905 v Cachach ve véku 29 let jmenovan profesorem matematiky;
predtim pusobil kratce v Marburgu. David Hilbert pii této prilezitosti pronesl projev,
ktery zacinal vétou: Kdyz si predstavim pritele Blumenthala, celou jeho bytost, jedndni
a umysly, zdd se mi, Ze nic neni blizstho zdkladnimu rysu jeho osobnosti nezli pote-
sent, které mad ze své prdace, a uprimnd radost, s jakou ji tvuréim zpiusobem vykonduvd.
Blumenthal se roku 1908 ozenil s dcerou gottingenského lékare Wilhelma Ebsteina
(1836-1912) Amalif zndmou spiSe jako Mali (1876-1943). Méli ¢tyii déti, synové Karl
Wilhelm (nar. 1910) a Peter Paul (nar. 1920) vSak zemfeli velmi mlad{ a pouze dcera
Margrete (1911-1980) a syn Ernst (1914-1974) se dozili dospélosti; viz [13]. Prvni
svetové valky se Blumenthal ztcastnil nejprve jako vojak, pak pracoval asi dva roky
jako feditel vojenskych meteorologickych stanic a ve firmé Siemens-Schuckert na kon-
strukci letadel. Roku 1919 se vratil na RWTH. V roce 1924 zastaval funkci predsedy
Némecké matematické spolecnosti (Deutsche Mathematiker- Vereinigung, dale DMV).
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Obr. 1. Na snimku jsou postupné zprava Amalie a Otto Blumenthalovi s détmi Margrete
a Ernstem, vedle Amaliina matka Elfriede Ebsteinova a bratr Erich Ebstein s choti Carolou
(Gottingen, 1915). Originél fota je majetkem rodiny Blumenthalovych

V roce 1930 navstivil na pozvani Charkov, o rok pozdéji pak Moskvu, Leningrad,
Charkov a Tiflis (nyné&jsi Thilisi).

Po nastupu nacistu k moci byl roku 1933 propustén, nebylo to vsak primo z raso-
vych davodt, nebot to v té dobé v jeho pripadu jesté neslo. Ve zdivodnéni se objevuje
odkaz na jeho ¢lenstvi v Lize pro lidskd prava (Liga fir Menschenrechte), o kterém
Blumenthal v dotazniku, ktery musel vyplnit, napsal: Vstoupil jsem do Ligy pro lidskd
prdava, protoZe jsem sympatizoval s jejimi mirovymi a prolidskymi snahami. Aktivné
jsem v ni ani pro ni nepracoval, stejné tak jako je mi cizi politickda c¢innost. Neucastnil
jsem se jejich schiizi ani jingch akci a nebyl jsem v kontaktu s Zddnym z jejich clend.!

Situace jeho rodiny se rdzem zménila. Nartstajici diskriminace, ztrata nékterych
pratel, zaméstnani a perspektivy, chovani nékterych studentt a kolegii, k tomu studu-
jici nezajisténé déti — to vSe doléhalo na Blumenthalovu psychiku. Dcera Margrete méla
Stésti: studovala v Koliné nad Rynem a mohla v roce 1934 dokoncit doktorské zkousky.
Syna Ernsta, kterému bylo jiz v roce 1933 znemoznéno pokracovat na RT'WH, poslali
rodice studovat do Manchesteru a zakrdtko se v Anglii ocitla i Margrete; viz [12].

Po roce 1933 Blumenthal prednasel jiz pouze mimo Némecko. Na podzim roku
1934 navstivil Svycarsko, pozdéji téz Sofii, kde mél 20 hodin piednések o integralnich
rovnicich, a Prahu, kde spolek Lotos dne 29. dubna 1935 usporddal jeho prednasku
David Hilberts Leben und Werke. Aus Anlaf$ der Herausgabe seiner gesammelten Werke
(viz [1], str. 341).

IBlumenthal byl také ¢lenem Spolecnosti pro mir ( Friedensgesellschaft), ktera se rovnéz ideologicky
rozchézela s nacismem.
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Je ironii osudu, ze v roce 1936 Blumenthal obdrzel vyznamenani za vale¢né za-
sluhy (Ehrenkreuz fiir Frontkimpfer; dokument je reprodukovan v [13], str. 28). Zivot
v Némecku se pritom pro jeho rodinu pomalu ale jisté staval ¢im dal hire snesitelnym.
MEeli sice stale dost vérnych pratel a podporovateld, ti vSsak nemohli jejich blizicimu se
tragickému osudu zabranit. Zidé byli stéle vice vytla¢ovani na okraj spolecnosti a ja-
kékoli jednani s urady bylo stale tézsi. Blumenthalovy snad alespon trochu uklidnoval
fakt, ze se jim podarilo dostat déti do relativniho bezpeci. Tak jako mnoho jinych v po-
dobné situaci uvazovali o odchodu do Nizozemska, které tehdy bylo jakousi prestupni
stanici na cesté do bezpeci. Navic Blumenthal mél napt. v Delftu fadu dobrych pra-
tel (M. Burgers, C.B. Biezeno, J. A. Schouten), ktef{ mu pomohli ziskat povoleni ke
vstupu do Nizozemska. A tak rozhodnuti odejit do této zemé postupné zacalo nabyvat
konkrétni podoby.

2. Blumenthalova matematika

Prerusime nyni na okamzik vypravéni o Blumenthalové zivotnim osudu stru¢nym po-
pisem jeho odbornych aktivit. Patril k tém, jejichz prace neni napadna, ale je ne-
postradatelna. V obdobi 1906-1938, tj. po dobu 32 let, byl vykonnym redaktorem
prestizniho ¢asopisu Mathematische Annalen. Od roku 1900 byl ¢lenem DMV a v ob-
dobi 1924-1933 redaktorem jejiho ¢asopisu Jahresbericht der DMV. Byl také autorem
Hilbertova zivotopisu [6].

Matematické tvorbé Otto Blumenthala je vénovana pozornost ve velmi obsahlém
¢lanku [8], kterym je inspirovan ndsledujici vyklad, a déle v ¢lancich [2], [30]. Zamé-
rime se pouze na vybrané aspekty jeho vyzkumu s diurazem na vysledky, které jsou
dodnes citovany.

Blumenthal se zabyval matematickou analyzou, zejména teorii funkci komplexni
proménné, a v duchu gottingenské tradice jej zajimaly i aplikace. O tuto tradici se
zaslouzili nejen Klein a Hilbert, ale také Hermann Minkowski (1864-1909) a Carl
Runge (1856-1927). Blumenthalova disertace byla vénovana fetézovym zlomkum, které
vznikaji rozvojem funkci ve tvaru Stieltjesova integralu

foy= [ 29 1)

—o0 275

V dalsi sérii praci se zabyval fyzikalné-technologickymi problémy. V nékterych
zminuje podnéty svych casskych kolegi, fyziki Theodora von Karména (1881-1963),
Ludwiga Hopfa (1884-1939)? ¢i Eleonory Trefftz (1920-2017). Céchy byly piedeviim
inzenyrskym pracovistém a to se odrazelo i v doktorskych pracich, které vedl. Jedna
byla napt. vénovana otevienému zasadnimu problému podélné nestability letadel. Za
zminku stoji fakt, ze i dvé prace samotného Blumenthala byly vénovany problému
napéti a namahani v kiidlech letadel.

2Hopfovi, ktery byl také roku 1933 propustén, se podafilo utéct s manzelkou a dcerou z Némecka
do Anglie. Ziskal misto v irském Dublinu, kde v prosinci 1939 nahle zemftel; viz [13], str. 496-497.
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2.1. Ortogonalni systémy polynomu

PopiSeme podrobnéji jedno tvrzeni z Blumenthalovy diserta¢ni préice [3], které souvisi
s nulovymi body ortogonalnich systému polynomu. Blumenthal k této problematice
dospél pri studiu polynomii, které predstavuji ¢itatele a jmenovatele sblizenych zlomku
(konvergent) v rozvoji vyse zminéné funkce (1).

Nejprve pripomeneme nékteré zakladni pojmy a vysledky souvisejici s ortogo-
nalnimi systémy; podrobnéjsi informace véetné predpokladi vsech tvrzeni lze najit
v knize [19] a v digitalni knihovné funkei [24].

Necht je dan interval I C R a vdhova funkce w: I — [0, co), kterd neni skoro
vsude nulova. Ortogonalni systém polynomi vzhledem k funkci w na intervalu I je
posloupnost {p,}2%, kde p,, je polynom stupné n a plati®

/pn(x) Pm(x) w(z) dz =0 prom,n € Ng, m # n.
I

Ortogonalni systémy polynomu maji fadu aplikaci v teorii obycejnych diferen-
cidlnich rovnic, matematické fyzice, teorii aproximace a dalsich disciplinach. Z klasic-
kych ortogonalnich systému jsou historicky nejstarsi Legendreovy polynomy P, , které
vzhledem k véhové funkei w(x) = 1 tvor{ ortogonélni systém na intervalu [—1, 1] a spl-
nuji P,(1) = 1; témito podminkami je jiz posloupnost jednoznaéné uréena. Z dalsich
znamych ortogonalnich systému jmenujme napft. jesté Hermiteovy polynomy (vdhova
funkce w(z) = e~ resp. w(z) = e~ /2
prvniho druhu, které lze ziskat ze vztahu

na celé redlné ose) a CebySevovy polynomy

/ cosmf cosnf dd =0 prom,n € Ng, m # n.
0

Pokud v integralu provedeme substituci x = cos 6, pak je dx = — sin 6 df, neboli
df = —dx/ sin § = —da/v/1 — 2. Dostavame

1
/ T (2) T () (1 — x2)_1/2 dz =0 prom,n €Ny, m#n,

-1

kde jsme zavedli oznaceni
T, (x) = cos (narccos ) , x € (—1,1), n € Ny. (2)

Ackoliv to neni na prvni pohled ziejmé, pomoci goniometrickych vztahu lze ukéazat, ze
funkce T}, predstavuji polynomy a lze je tudiz uvazovat na celé redlné ose. Nazyvaji se
Cebysevovy polynomy prvniho druhu a vztah (2) ukazuje, Ze jde o ortogonalni systém
polynomi vzhledem k vahové funkei w(z) = (1 — 22)~/? na intervalu (-1, 1).

V nékterych situacich potfebujeme informace o nulovych bodech ortogondlniho
systému. Podle definice ma polynom p,, v libovolném ortogonalnim systému stupen n.
D4 se dokéazat, ze vSechny jeho koreny jsou redlné a navzajem ruzné; oznacme je
Tpi < Tpa2 <...< Ty, Dileplatitzv. véta o oddélovani, ktera rikd, Ze mezi kazdymi

30becnéji je mozné misto vahové funkce w uvazovat Lebesgueovu-Stieltjesovu miru u generovanou
jistou neklesajici funkci. Podminka ortogonality mé pak tvar f[ pn () pm(z) du(z) = 0 pro m # n.
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dvéma po sobé jdoucimi koreny polynomu p,,+1 lezi pravé jeden kotfen polynomu p,,
tj. plati

Tnt1d < Tni < Tpt1i41 Proi € {1,2,...,n}.
7 monotonie plyne, zZe existuji limity & = limy oo Tng a 1 = liMpoo Trn—jt1,
pricemz —oo < & < & = ... < gy £ 1y S oo. Hodnota & je limita i-tych kofent

polynomi p,,, poc¢itdme-li kofeny od nejmensiho, a hodnota 7; je limita j-tych kofenti
polynomt p,,, po¢itdme-li od nejvétsiho. Interval [£1, 71] je nejmensi interval obsahujict
kofeny vSech polynomii ortogonalniho systému. Protoze {§;}72, je neklesajici a {n;}32,
je nerostouci, muzeme jesté zavést oznaceni
o= lim &, 7= lim 7,
i—00 Jj—o0

které budeme pozdéji potrebovat.

V piipadé CebySevovych polynomi T;, je situace jednoducha: Ze vztahu (2) snadno
zjistime, ze T;, ma n kofenu v bodech COS(M), kde k € {0,...,n — 1}. Protoze
kosinus je klesajici funkece na [0, 7], plati

s = cos <M> el .n}. (3)

n

Skutecnost, ze kofeny po sobé jdoucich polynomu 7,, a T}, 11 se stiidaji, doklada obr. 2.
Ze vztahu (3) snadno zjistime, ze § = —1 pro vSechna ¢ € N a n; = 1 pro vSechna
§ € N. Plati tedy [0, 7] = [~1, 1]. Mnozina vSech kofentt Cebysevovych polynomi je
hustd podmnozina tohoto intervalu; pozdéji uvidime, zZe to neni ndhoda.

1

DN | —
T
S

N NA ) =

1

N -
&

T\

/ d

-1

Obr. 2. Cebysevovy polynomy Ty, . . ., Ty

Pripady, kdy zndme presné hodnoty kotenti p,,, jsou spise vyjimecné. Napr. u Legen-
dreovych polynomt P, lze kofeny presné vypocitat jen pro nizké hodnoty n; u vyssich
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stupnt nezbyva, nez pocitat numericky. I v takovych pripadech je vSak mozné do-
kézat, ze mnozina vsech kofent je hustd v jistém intervalu, coz je jeden z vysledkt
Blumenthalovy disertace [3].

Je zndmo, ze kazdy ortogonalni systém polynomu spliuje jistou linedrni rekurentni
rovnici ve tvaru

pn(x) = (AnI + Bn)pnfl(x) - Cnpn72(x)7 ne Nv

kde A,,, By, C, jsou redlné konstanty a p_1(xz) = 0 pro vSechna z € R.

Napriklad pro Legendreovy polynomy P, mame A, = 2”;1, B,=0,0C, = ”771,
zatimco Cebysevovym polynomum 7, odpovida volba A, = 2 pron # 1, A; = 1,
B, =0, C, =1 (viz [24], oddil 18.9 (i)).

Pokud chceme studovat nulové body ortogondlniho systému {p,}5,, muizeme
predpokladat, ze vSechny polynomy jsou monické, tj. koeficient u nejvyssi mocniny
je 1 (v opa¢ném pripadé polynomy vydélime prislusnym koeficientem, ¢imz se nepo-
rus{ ortogonalita ani poloha kofent). Pro monické polynomy se piredchozi rekurentni
rovnice zjednodusi do tvaru

Pn(@) = (& = ¢n)pn-1(2) = Anpn2(z), nEN, (4)

pro jisté realné konstanty c, a A,. Nyni jiz muzeme zformulovat Blumenthaluv vysle-
dek: Jestlize existuji viastni limity lim,,_,., ¢, = ¢ a lim,,_,o, A\, = A, pak pro drive
zavedené hodnoty o, T plati

c=c—2V\, T=c+2VA\

a mnozina vSech nulovych bodii polynomii p,, je hustd podmnozina intervalu [o, 7].

Dtikaz je netrividlni, d4 se nalézt napt. v Chiharové ¢ldnku [18] a pozdéjsi knize
[19], s. 121. Tvrzeni je zminovéano i dalsimi autory, byl to vSak patrné Chihara, kdo jej
poprvé nazval Blumenthalovou vétou. Podrobnosti a informace o souvisejicich vysled-
cich muze ¢tendr nalézt v [8].

Pro ilustraci uvazujme Legendreovy polynomy P,. Necht k, znaci koeficient u 2"
v polynomu P,,. Vydélenim ziskdme monické polynomy P, = P, /k,, které podle [24],
oddil 3.5 (vi) spliuji rekurentni rovnici

Py(z) = 2Py (z) — #ﬁm(:p), neN.

Srovndnim se vztahem (4) vidime, Ze v tomto ptipadé plati

o _ . L (n—1* 1
c= e =0 A= lm =l 1
Z Blumenthalovy véty pak plyne o = —1, 7 = 1 a skutecnost, Ze mnozina vsech kofenti

polynomu P,, tudiz i Legendreovych polynomi P, je hustd v intervalu [—1, 1].
Je na misté jesté podotknout, ze ne vSechny vysledky o ortogonélnich polynomech
z Blumenthalovy disertace jsou spravné; viz [18], s. 364 a [20].
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2.2. Maximum modulu a véta o trech kruzZnicich

Béhem svého pobytu v Parizi se Blumenthal patrné blize seznamil s teorii funkei
komplexni proménné. Do této oblasti patii jeho dalsi vysledek, kterému se budeme
vénovat. Pro jednoduchost budeme pracovat s holomorfni (tj. diferencovatelnou) funkef
f: C — C; avahy je ovSsem mozné zobecnit na funkce, které jsou holomorfni pouze
v kruhu nebo v mezikruzi se stredem v pocatku.

Pokud néas zajimé chovani funkce f, muzeme se ptat, jaké maximalni hodnoty
nabyva |f| (neboli modulus f) na kruznici se stfedem v pocdtku a polomérem r.
Dostaneme tak funkci

M(r) = max{|f(2)|: |z] =r}, r=0. (5)

Je ziejmé, ze M je spojitd funkce. Pokud f neni konstantni, pak je M rostouci. Sku-
teéné, pro kazdé r > 0 nabyva spojitd funkce | f| maxima v kruhu se stfedem v poéatku
a polomérem r, a podle tzv. principu maxima modulu, coz je jedna ze zdkladnich vét
komplexni analyzy, toto maximum nemuze lezet uvnitt kruhu (jinak by f byla kon-
stantnf).

Nabizi se prirozend otazka, zda vhodnou volbou nekonstantni holomorfni funkce f
Ize ziskat zcela libovolnou ji prifazenou rostouci funkci M. Zaporna odpoveéd plyne
z Blumenthalovy préce [4], kde je dok&zdno, ze funkce

d
rr—H“&logM(r), r >0,

je vzdy rostouci (jde tedy po monotonii o dals{ nutnou podminku na funkei M).

Castéji byva Blumenthalovo tvrzeni formulovéno jinym zptisobem. Abychom mu
porozuméli, u¢inime nésledujici pozorovani: Méjme jistou redlnou funkci g takovou, ze
x + xg'(z) je rostouci na (0, co). Definujeme-li funkci h(t) = g(e'), t € R, pak plati
1 (t) = etg’(e'), coz je podle predpokladu rostouci funkce proménné ¢ € R. TudiZ h je
konvexni funkce proménné t € R a piechodem zpét k funkci g(z) = h(log ) muzeme
rict, ze g je konvexni funkci log .

Blumenthalovo tvrzeni tedy vlastné znamend, ze log M (r) je konvexni funkeci log 7.
Jesté znamejsi je varianta, které se rikd Hadamardova véta o tfech kruznicich. Uva-
zujme tri kruznice se stfedy v pocatku a poloméry 0 < r; < ry < r3. Pokud zname
maxima |f| na krajnich kruznicich, tj. hodnoty M (r1) a M(r3), co lze Fict o hodnoté
M (r3), kterd je maximem |f| na prostiedni kruznici? Z vySe uvedenych tvah plyne,
ze funkce h(t) =log M(e'), t € R, je konvexni. To podle definice znamena, ze plati

B((1 = Nt + Ma) < (1= Ah(t) + Ah(ts)

pro kazdou volbu A € [0, 1] a t; < t3. Zvolme t; a t3 tak, aby platilo e’ = r; a e’ = rj3.
Predchozi nerovnost pak bude mit tvar

log M (et~ MNt+Ms) < (1 — X)log M (r1) + A log M(r3). (6)

Zvolime-li | ) | )
\ = 0og 12 — Og?"l, . 1A= og r3 — log T2

~ log 73 — log log r3 —log 1y’
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pak snadno zjistime, Ze (1 — \)t1 + A3 = log r2, a dosazenim do levé strany nerov-
nosti (6) obdrzime

log M(r2) < (1 —\) log M(r1) + X log M (r3),
neboli po rozepsani

< log r3 — log 72
~ log rz3 —log 1

log 7o — log 1

log M (r3) log M (r1) + log M (r2). (7)

log r3 — log
To je zminénd Hadamardova véta o tfech kruznicich, kterd umoziuje odhadnout M (r3)
pomoci M (ry) a M(rs). Nékdy se lze setkat s ekvivalentni podobou, kterou ziskdme
vynasobenim log r3 — log 71 a pouzitim exponencidlni funkce:

M(T2)log(r3/r1) é M(Tl)IOg(TS/m)M(Tg)IOg(m/Tl)- (8)

Variantu (8) lze nalézt napf. v ¢ldnku J.E. Littlewooda [22] z roku 1912, autor vSak
neuvedl jeji dikaz ani jakykoliv odkaz na zdroj. Stejnd nerovnost se objevila v ¢lanku
H. Bohra a E. Landaua [7] z roku 1913, pfi¢emz za jejiho autora oznadili J. Hada-
marda. Koneéné G. H. Hardy uvedl v préci [16] z roku 1915 nerovnost (7) a napsal, ze
toto tvrzeni objevili nezavisle na sobé Blumenthal, Faber a Hadamard, pricemz prvni
formulace pochazi od Hadamarda a prvni dikaz od Blumenthala.

Zminéni matematikové vyuzivali vétu o trech kruznicich napr. ke zkoumani vlast-
nost{ Riemannovy funkce zeta, o ¢emz svédci i ndzvy ¢ldnkua [7], [22]. O souvislosti
s Riemannovou funke{ se 1ze docist i v pékné prehledové knize [10], oddil 9.3. Zavé-
rem jesté zminime tzce souvisejici vysledek, tzv. vétu o tfech primkéach. Ta umoznuje
odhadnout maximum modulu holomorfni funkce na piimce y = yg pomoci maxim
modulu na primkich y = a a y = b, kde a < yg < b. Vétu o trech kruznicich lze pak
jednoduse odvodit jako dtsledek véty o trech primkach, kterd se vétsinou dokazuje
pomoci principu maxima modulu; viz napf. [32], kapitola 23.

2.3. Maximalni krivky

Funkce M zavedend vztahem (5), kterd popisuje maximum |f| na kruznici o polo-
méru r, zavisi na volbé f. Abychom tuto skutecnost zduraznili, budeme nyni psat

M(r, f) = max{|f(2)| : |z] =7}, 7=0.

Blumenthala zajimala nejen hodnota maxima |f| na dané kruznici, ale také body, ve
kterych se tohoto maxima nabyva. Studoval tedy mnozinu

M(f) ={z € C: [f(2)] = M(|2], f)}-

Nen{ tézké si rozmyslet, Ze pro mocninnou funkei ve tvaru f(z) = ¢z , kde ¢ € C\ {0}
an = 0, plati M(f) = C, protoze hodnoty |f| jsou konstantni podél kazdé kruznice
|z| = .

Blumenthal ukézal [5], Ze pro vSechny ostatn{ funkce f, které jsou holomorfni v celé
komplexni roviné, nabyva | f| maxima pouze v koneéné mnoha bodech libovolné kruz-
nice |z| = r. JestliZe tyto body vyznacime na kazdé kruznici, ziskdme mnozinu M(f)
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a tato mnozina je sjednocenim nejvyse spocetné mnoha kiivek, které Blumenthal na-
zval maximélnimi kiivkami funkce f. Studoval jejich obecné vlastnosti (diferencovatel-
nost, body nespojitosti a dalsi vlastnosti), ale zabyval se i tim, jak tyto kiivky tvofici
mnozinu M(f) vypadaji pro konkrétn{ funkece f.

Krivky lze sestrojit tak, ze oznac¢ime

G(r,0) = [f(ré?)], r=0, 6¢€]0,2n],

a pro kazdé r > 0 hleddme maximum funkce § — G(r, 0) na intervalu [0, 27]. K tomu
file}

Ize vyuzit naptiklad nutnou podminku pro extrém a hledat body splitujici 5z (r, 0) =
=0.

Blumenthal uvadi, ze piipad linearni funkce f(z) = z + z0, kde 29 € C\ {0},
je velmi jednoduchy: Na kazdé kruzmici |z| = r mé funkce |f| pravé jedno maximum
a plati M(r, f) = 7+ |20|. Skute¢né, pouzijeme-li goniometricky tvar a piseme z = rel?
a 2o = roe?0, pak mame

G(r, 0) = |re'? + rgel®| < |r 4 ro| = 7 + 70,

pricemz rovnost nastava jen pro € = 6y. Dostavame tedy jedinou maximalni kiivku,
kterou je poloprimka vychézejici z pocatku.

Nalezeni maximélnich kiivek pro kvadraticky polynom f(z) = 2% + az + b je zaji-
mavejsi, ale mnohem pracnéjsi tloha. Blumenthal rozlisuje nékolik pripadt v zavislosti
na polohdch kofeni polynomu (komplexné sdruzené, redlné se stejnym znaménkem,
redlné s opa¢nymi znaménky a vSechny ostatni p¥ipady). Pro zajimavost uvedme vy-
sledek pro pripad, kdy kvadraticky polynom f mé& realné koteny z; < 0 a 29 > 0,
pricemz z1 + zo > 0. Polozime-li

_ VIz2l = VIs) Vx| ry — (VIzal + VIz2D) V212
Vial+ izl Vial=vial

pak mnozina M(f) je sjednocenim tsecky s koncovymi body (0, 0) a (—r1, 0), kruznice
nad pramérem spojujicim body (—r1, 0) a (r2, 0) a polopiimky jdouci z bodu (r2, 0) ve
sméru vodorovné osy; situaci znazorniuje obr. 3. Vidime, ze pro r € [0, r1] dostdvame
jako maximalni kiivku tsecku; ta se pro r = r; rozdéli na dva oblouky kruznic, které
se pro r = 7y spoji do poloprimky.

Blumenthala zajimalo, zda existuji funkce f s nespojitymi maximalnimi kiivkami
v tom smyslu, Ze pro jisté r skon¢i maximalni krivka v jistém bodé roviny a poté
pokracuje v jiném bodé. Vyslovil domnénku, Ze existuje kubicky polynom s touto
vlastnosti. Prvni ptiklad holomorfni funkce s nespojitymi maximalnimi kfivkami nasel
G. H. Hardy [15]. Ukézal, Ze pro funkci

T1

f(2) = exp(exp(2?) + sin 2)

a dostatecné velka c¢isla r plati, ze pro sin r > 0 lez{ prislusnd maximalni krivka
v kladné ¢asti osy z, zatimco pro sin r < 0 v zaporné ¢asti. Jedna se tedy o piiklad
s nekone¢né mnoha body nespojitosti.

Spravnost Blumenthalovy domnénky byla potvrzena az mnohem pozdéji: S. A. Jas-
sim a R. R. London [21] dokézali, Ze maximdln{ k¥ivky polynomu 22 +az? — 2 + b nejsou
spojité pro b > 0 a ab > 1 + 2b.
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Obr. 3. Vlevo je tuéné vyznaCena mnozina M(f) pro polynom f(z) = (z — z1)(z — 22)
spoleéné s kruznicemi centrovanymi v po¢atku (slabé ¢ary); vpravo je prislusnd funkce M (r, f)
slozena ze t¥i ¢asti parabol

Riznym problémum spojenym s funkei M(r, f), maximdlnimi kiivkami a jejich
tvarem se vénovala fada dalsich autort. SkuteCnost, ze se jednd o stéle zivé téma,
dokladaji napt. novéjsi publikace [17], [25], [31].

3. V Nizozemsku a v Tereziné

Nésledujici popis dalsi etapy Blumenthalova zivota vychdzi zejména z informaci v [8],
[12], [13]. Blumenthal byl perzekvovan pro své levicové nézory, ale i z rasovych divodi,
a to presto, ze on i jeho rodice konvertovali v roce 1895 k protestantismu. Sam Blu-
menthal byl v Cachach aktivnim ¢lenem protestantské komunity po mnoho let. Podle
nacistickych zakont vSak konverze viry nebyla uznavana. Az do roku 1938 mohl pra-
covat jako vykonny redaktor Mathematische Annalen, ale pak mu byla jakédkoliv prace
znemoznéna. Po mnoha letech obétavé prace pro DMV ztratil moznost byt ¢lenem
organizace, které kdysi predsedal! Po dlouhém rozvazovani se Blumenthalovi odhod-
lali v breznu 1939 prodat svij krasny dim se zahradou a opustit Némecko. Jedind
nabidka prace, kterou Blumenthal v té dobé mél, byla z nizozemského Delftu. A tak
se Blumenthalovi 13. ¢ervence 1939 vydali do Nizozemska.

V letech 1939 az 1944 si Blumenthal psal denik. Pouzival k tomu kapesni didre, a tak
zépisy maji prevazné heslovity charakter. Denik doplnény rozsdhlymi komentaii [13]
vysel zasluhou Volkmara Felsche v roce 2011.% Je pfekvapivé, jak nezaujaté Blumenthal
k psani pristupoval, jako by byl skoleny profesionalni historik. Jako ukazku uvadime
preklad zapisu o odjezdu z Némecka dne 13. ¢ervence 1939.

Velmi teplo. 8.15 odchod od pani Ruerové. Strasné hodiny doma, kde zistala
spousta dileZityjch véci. M® se v posledni hodiné snazila usporddat staré dopisy

4Podrobnd a velmi pochvalna recenze komentovaného deniku vysla v élanku [9].
5Tnicidla M znaéi Blumenthalovu manzelku Mali.
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a skoro zurila. 11.30 odnesla zbytek zavazadel k Lauffovym. 12.15 doma. Stdle
jsou tu zbytky, se ktergmi je treba néco udelat. 12.30 na Zdpadnim nddrazi. Pan
Tillmann tam autem privdzi dva sperky, které M od vcerejsitho vecera marné
hledala. Hladkd celni kontrola. Hafeneth zaridil, Ze pani Ruerovd a moje sestra
mohou na nastupiste, ale nesmeji vstupovat do vlaku. Rozlouceni s Némec-
kem. Tréime dvé hodiny v Simpelveldu, protozZe jesté nedorazilo moje povoleni
ke vstupu. M k smrti unavend. Telegrafoval jsem Wolffovi.6 Ze Simpelveldu
16.11. Chytili jsme v Maastrichtu zpoZdeny rychlik z Basileje. Setkdni s Wol-
ffem v Utrechtu 19.30, s nim domi, kde ale nebylo nic k jidlu. Telefonoval
baronu van Tuyllovi a Friedé. Baron nds chtel vyzvednout na nddrazi, coZ byla
hroznd prihoda. Kolem desdaté vecer v Zuilenveldu. Prdtelské prijeti, ponékud
zklamani z mista. K smrti unaveni. Kostky jsou vrZeny.

Blumenthal se dokazal prenést pres ponizujici chovani nékterych kolegt ¢i byvalych
pratel. Zivot se stal na kratky ¢as pifjemnéjsi, az skoro normélni. Pomérné rychle
zapadl do nizozemské matematické komunity a porozumél si s jejimi ¢leny. Podarilo se
mu zucastnit se kongresu v belgickém Lutychu, kde se objevili nejruznéjsi stari znami,
véetné Godeauxe, Lebesguea, Cartana, van der Woudea a van der Corputa. Do svého
deniku si poznamenal: Francouzi byli velmi prdtelsti, prestoze jsem se Lebesguea bdl.

V srpnu 1939 Blumenthalovi navstivili své déti v Britanii. S ohledem na napjatou
politickou situaci jejich dcera Margrete (mozné nepochopitelné) naléhala na rodice,
aby se urychlené vratili do Nizozemska. A oni skutec¢né odjeli 26. srpna, pouhych pét
dnf pted vypuknutim valky. Slo o tragicky omyl, kdyz uvazime, ze nacisté tehdy méli
jiz Rakousko a v bieznu 1939 obsadili Cechy a Moravu!

Zacatek valky 1. zari zastihl Blumenthalovy v Utrechtu. V deniku se objevuje zapis:

Zacdatek druhé svétové vdlky. Nddherné pocasi. Rano zprdva o anexi Gdarska.
10 hodin: Vidcuv projev v Risském snému. ... Vecer rozhodnuti Anglie a Fran-
cie o odvolani jejich vyslanci. Je to désivé a ndsledky budou jeste désivejsi.

K datu 10. kvétna 1940, kdy bylo Nizozemsko napadeno Némeckem, si Blumenthal
poznamenal:

Probuzen strelbou a hlukem letadel ve ¢tyri hodiny. Nejméne 10 letadel. Jedno
leti velmi nizko, na ném Zelezné krize, z jednoho padaji pomalu tri Zluté pred-
mety, pravdépodobné seskok paddkem. Dole 1ve rddio. Znacné proti své vili
jsem dosel k presvédcend, Ze je vdlka. V osm hodin jsem sel ven vhodit dopisy
do schranky. Ihned zatcen a odvezen na stanici. Sedél jsem tam puldruhé ho-
diny, aZ se nade mnou slitoval jeden hodny poddistojnik a informoval Mali.
Vrdtil se s mym pasem a krdtce nato jsem byl zdvorile propustén. Béhem za-
téend mé Mali hledala u [delftského profesora matematiky] Schoutena, ktery byl
udajné bily jako sténa. Odpoledne opakovand protiletadlovd a kulometnd palba.

6 Julius Wolff (1882-1945) byl nizozemsky matematik zidovského ptivodu. Blumenthal s nim napsal
své posledni dvé matematické prace, které byly vénovany izoperimetrické tloze. Wolffa s rodinou
pozdéji Némci prevezli do Bergen-Belsenu, kde zemfel na tyfus.
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Po marné snaze dostat se do bezpeci se Blumenthalovi v dubnu roku 1943 ocitli
ve sbérném tabore ve Vughtu, odkud byli po 18 dnech prevezeni do tabora ve Wes-
terborku.” Tam Mali 21. kvétna zemiela. Zprava, kterou Blumenthal odeslal détem
prostiednictvim Cerveného kiize, byla struéna:

Tdbor Westerbork 73 (Drente Holland)

Matka dnes zemrela v nemocnici v tdbore Westerbork (Holandsko) na zdpal
plic. Je spasena, hodné na vds myslela. Zustante silni, uctéte jeji pamdatku!
Preji vam co nejlepsi budoucnost!

21. 5. 1943

Otto Blumenthal®

Kdyz se Blumenthal dozvédél, Ze jeho sestra Anna Bettina byla posldna do Tere-
zina, pozadal o prevoz tamtéz a bylo mu vyhovéno. Transportem ¢. 84 byl 18. ledna 1944
prevezen a o dva dny pozdéji umistén do terezinského ghetta. Kdyz tam dorazil jen
s nékolika poslednimi vécmi — u¢ebnicemi matematiky, rodinnymi fotografiemi a Bibli —
byla jeho sestra jiz mrtva; zemfela 13. ¢ervna 1943.9

Blumenthal byl do posledni chvile velmi aktivni. V Tereziné se zacal ucit desaty
jazyk — ¢estinu. Neuhasl tam kulturni zivot a dokonce se tam i prednéaselo. Podrobné
o tom pojednavd kniha piiznacné nazvand University over the abyss [23], kterd uvadi,
7e v letech 1942-1944 v Tereziné zaznélo 2430 prednéasek od 520 osob. Blumenthal
vystoupil celkem jedendctkrét s nésledujicimi predndskami (viz [29], s. 77):

e Das Gesetz im Unfall (3. bfezna 1944);
Irrtimer als Erkenntnisquellen fir die Mathematik (4. bfezna 1944);
Matematika a experimentovani (16. tinora 1944, ptivodni ndzev neznéme);
Funktionen und Kurven (17. a 24. ¢ervna 1944);
Konforme Abbildung (20. ¢ervna 1944);
Die Welt des Differentials und Integrals (1. ervence 1944);
Kreisverwandtschaft und stereometrische Projektion (10. ¢ervence 1944);
Integralsdtze der Funktionentheorie (8., 15. a 22. srpna 1944).

V Tereziné nasel také nové pratele. Byli mezi nimi napt. ¢esky inzenyr Emil Jilovsky
(1882-1962) a jeho zena Marie (1884-1958), ktefi se mu snazili usnadnit tézky osud.
Blumenthal zemiel 13. listopadu 1944 v terezinské nemocnici.'® Jeho p¥ibuzni se o tom
dozvédeéli az po vélce, kdyz pozadali o pomoc prazského advokata Jaroslava Jinu. Tomu
se podarilo vypatrat Jilovského, ktery v dopise popsal své vzpominky na Blumenthala
a jeho posledni dny. Podle pitevniho nalezu trpél Blumenthal tuberkul6zou a mél edém
mozku, takze zfejmé zemrel ,prirozenou® smrti. Kazdodenni utrpeni, strach, hrizy,
hlad a zima vsak jeho odchod bezpochyby uspisily.!!

Héjkova [14].
8Fotokopie zpravy je reprodukovina v [13], str. 470.
9Viz https://www.pamatnik-terezin.cz/vezen/te-storm-anna.

10Viz https://www.pamatnik—-terezin.cz/vezen/te-blumenthal-ludwig.

1 Jflovského dopis Jinovi z 5. Fijna 1945 je reprodukovan v [29] na s. 543-544. Na dalsich stranich
knihy je dopis némeckého chemika Gerta Salomona adresovany Ernstu Blumenthalovi (6. Fijna 1945)
a dopis ceského fyzika Bedficha Goldschmieda adresovany Margrete Blumenthalové (1. prosince 1946),
které obsahuji dalsi vzpominky na Blumenthala a jeho pobyt v Tereziné.
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Podobny osud jako Blumenthal mélo mezi obétmi rasové a politické diskriminace
Hitlerova rezimu mnoho matematiki, ale k nému byl osud obzvlasté kruty (viz [26],
[27]). Byl to ¢lovek, ktery se cely Zivot rozdaval jingm a ktery mnoho vytrpél, a tak je
snad jen dobfe, Ze jeho konec byl rychly. Cest jeho pamétce!

4. Zavér

Je skoda, ze se Blumenthal nedozil doby, kdy se jeho vlast zménila a docenila vy-
sledky jeho préace. K sezndmeni Sirsi matematické verejnosti s Blumenthalovym di-
lem a osudem podstatné prispéli Paul L. Butzer a Lutz Volkmann, autofi ¢lanku [8],
a také Volkmar Felsch, ktery se zaslouzil o vydani Blumenthalovych deniki a biografie
v knize [13]; deniky vypétral v roce 2003 v britském Northwichi, kde je opatrovala
vdova po Ernstovi. Vsichni tfi jmenovani ptsobili na RWTH. Zajemctim doporucu-
jeme téz vynikajici knihy [28], [29] obsahujici kromé jiného vybér z Blumenthalovy
korespondence; jejich autorem je americky matematik a historik David E. Rowe (spo-
luautorem druhého svazku je opét V. Felsch).

Podékovani. Autoti dékuji Josefu Danesovi za poskytnuti cennych prament,
pracovniktim Zidovského muzea v Praze za zaptjceni literatury, Ivané Rapavé a To-
masi Fedorovicovi z Paméatniku Terezin za pomoc pii patrani po terezinskych doku-
mentech spojenych s Blumenthalem a Volkmaru Felschovi za zaslani rodinné fotografie
Blumenthalovych.
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