DESET ULOH Z REKREACNI MATEMATIKY

ANTONIN SLAVIK

V tomto pfispévku predkladame Ctenéfi deset rozmanitych tloh z re-
krea¢ni matematiky. K jejich FeSeni nejsou zapotifebi hluboké znalosti
matematiky; vysta¢ime s elementarni aritmetikou, algebrou, geometrii
a logikou. Resent jsou kratkéi a nékdy i prekvapiva, nebot se muzZe zdat,
ze zadani dlohy neposkytuje dostatek informaci k jejimu vyfeSeni. Jisté
neni tfeba zddraziiovat, Ze by se ¢tenaf mél pokusit kazdy problém nej-
prve vyfesit samostatné a teprvé poté prostudovat feseni.

Jak je v rekreacni matematice obvyklé, vesmés se nejedné o tlohy
inspirované praktickymi problémy. Jejich cilem je pfedevSim zaujmout
¢tenarovu pozornost, pobavit jej a probudit v ném zajem o feSeni dal-
$ich dloh; ty lze najit napf. ve zdrojich uvedenych v seznamu pouzité
literatury, ale i v mnoha dal8ich knihach.

Uloha 1. [} Jisty benatsky kupec poznal, Ze se blizi jeho posledni ho-
dina, a nechal k sobé zavolat svych devét synti. Nejstarsimu dal 90 perel,
druhému nejstarsimu 80 perel atd.; nejmladsi syn dostal 10 perel. Kupec
svym synum piikdzal, aby perly prodali na trzich v Benatkach a v Pa-
dové. Dédictvi po otci si pak maji rozdélit v poméru podle ¢astek, které
za perly utrzi.

Synové se spoleéné vydali do Padovy, a protoze byli ¢estni, dohodli
se, ze budou perly prodavat za jednotnou cenu. V Padové kazdy z nich
prodal Gést perel a poté spoleéné pokracovali do Benatek. Tam se opét
dohodli, Ze budou perly prodévat za jednotnou cenu. Poté, co prodali
vSechny zbyvajici perly, s pfekvapenim zjistili, Zze vSichni vydélali stejné
mnozstvi penéz. Jak je to mozné?

Reseni. Popsana situace mohla nastat, pokud se ligily prodejni ceny perel
v Padové a v Benatkéach. Pfedpokladejme, Ze cena p jedné perly v Padové
byla vyssi nez cena b jedné perly v Benatkach. Pokud se vSichni bratii
vratili domu se stejnym mnoZstvim penéz, znamené to, zZe mladsi z kaz-
dych dvou sourozenct prodal v Padové vice perel nez starsi. Skutecné,
pokud méli na zacatku 10¢ a 105 perel, kde @ > j, a v Padové prodali
k, resp. ¢ perel, pak utrzili ¢astky kp + (10¢ — k)b, resp. €p + (105 — £)b.
Jejich rozdil je

(k= 0Op+ (10(i = j) = (k = £))b = (k = £)(p — b) + 10(i — j)b

!Uloha je prevzata z knihy [Si], problém &. 64.




a pokud by platilo k£ > ¢, byl by tento rozdil kladny.

Protoze kazdy z bratri prodal v Padové jen Cast perel, musel
nejmladsi prodat 9, druhy nejmladsi 8, atd; nejstarsi prodal pouze
1 perlu. V Benatkich pak nejmladsi prodal 1 perlu, druhy nejmladsi
12 perel atd.; nejstarsi prodal 89 perel. Obecné plati, Ze i-ty nejmladsi
bratr prodal v Padové o 1 perlu vice neZ (i 4+ 1)-ni nejmladsi, ktery vsak
v Benatkéach prodal o 11 perel vice, nez jeho mladsi sourozenec. Pokud
oba vydélali stejnou ¢astku, musela byt cena 1 perly v Padové stejna
jako cena 11 perel v Benétkach, tj. p = 11b. Tato podminka skutecné
zarucuje, ze v8ichni bratri vydélali stejnou ¢astku, nebot -ty nejmladsi
vydélal

(10 —i)p + (10 — (10 —4))b = (10 — ¢)11b + (11¢ — 10)b = 100b
a tato hodnota nezavisi na ¢isle 1.

Uloha 2. | Manzelka kara svého muze: , Uz jsi zase popijel whisky?
Véera byla lahev plnd a dnes v ni zbyva jen 14 centimetri.“ Manzel
timetra.” Vyska lahve vCetné hrdla je 27 centimetru, valcovita cast lahve
ma pramér 7 centimetru (viz obrazek . Dno je mirné vyduté, rozméry
vyduté ani hrdla nezname. Vime, Ze celkovy objem lahve je 750 mililitri.
Kolik mililitrit whisky je v 1ahvi?

7 cm

27 cm

750 ml

VNG

Obréazek 1: Rozméry a objem lahve

Reseni. MuzZeme si predstavit, ze tvar lahve vznikl z valce o priméru
7 centimetri a vySce 27 centimetri odebranim dvou ¢asti — vyduté u dna

2Uloha je pievzata ze stranky [POW], problém & 1191.



lahve, jejiz objem v mililitrech oznac¢ime V7, a ¢asti kolem hrdla lahve,
jejiz objem v mililitrech oznacime V5. Pro piehlednost jesté zavedme
oznaleni r = 3,5 cm pro polomér vélce. Z informaci v zadani lze objem
whisky vypocitat dvéma zptlisoby, pfi¢emz musime dojit ke stejnému vy-
sledku:

UrPn — Vi = 19777 — V)

Kromé toho vime, Ze celkovy objem lahve je
27r1 — Vi — Va = 750

mililitra (plati 1 ml = 1 ecm?3). P¥edchozi dvé rovnice predstavuji sou-
stavu, ze které miazeme vypocitat
5397

Vl—T—375.

Objem whisky v mililitrech je tedy

147
14727 — Vy = 375 + Tﬂ = 490,45.

Ke stejnému vysledku lze oviem dojit i jednodussim zptisobem: Pred-
stavme si, ze by hladina v lahvi byla o 3 centimetry niZe, tj. ve vySce
11 centimetri. V otocené lahvi by pak byla ve vysce 16 centimetra a nad
ni by se nachéazela jedenacticentimetrova vrstva vzduchu, kterd piresné
odpovida zaplnéné ¢asti v predchozim pripadé. Whisky i vzduch v 1ahvi
by tedy za této situace mély stejny objem 750/2 = 375 mililitra. Sku-
teCny objem whisky ziskdme pfi¢tenim objemu vélce o poloméru r a vysce
3 centimetry:

375 + 3r’m = 490,45.

Uloha 3. Béiec a cyklista startuji ze stejného mista na zévodni draze.
Cyklista projede jeden okruh a chvili poté dozene bézce. V tomto oka-
mziku se otodi a pokrac¢uje opaénym smérem. BéZce potké pfesné v misté,
ze kterého oba startovali. Kolikréat je cyklista rychlejsi nez bézec?

Resent. Predpokladejme, Ze jeden okruh ma délku L, bézcova rychlost
je v a cyklistova rychlost V; chceme vypoéitat pomér rychlosti V/v.
V case, kdy cyklista dozene béZce, ma bézec za sebou vzdalenost Lz,
kde = € (0,1), zatimco cyklista urazil vzdalenost L 4+ Lx. Plati tedy

V L+ Lx 1
= =—+1.
v Lz T

3Uloha je pievzata z knihy [Si], problém & 167.



V okamziku, kdy se oba zavodnici setkaji opét na startu, mé bézec za
sebou vzdélenost L a cyklista urazil vzdalenost L + 2Lx. Plati tedy

V. L+2L
A L+ 2Lz =142z
v L
7 ptedchozich dvou vztahi plyne
1
—+1=1+42z
x

a po upravé z = 1/4/2. Odtud jiz snadno vypoéteme

1
K=f+1=\/§+1i2,4,
v X

tj. cyklista je zhruba 2,4krat rychlejsi nez bézec.

Uloha 4. E| Méame svazek kli¢t, které potfebujeme odlisit barevnymi
rozlisovaci. Chceme, aby kazdy kli¢ bylo mozné jednozna¢né identifikovat
pouze na zakladé barev, a to i v piipadé, Ze svazek obratime. Napf. k roz-
liseni ¢tyf kli¢u staci tii barvy, viz obrazek[2] Jaky minimalni pocet barev
je potfeba k rozligeni 20 kli¢a?

Obrazek 2: K rozliSeni ¢tyt kli¢t staci tii barvy, napf. zluta (spodni dva
kli¢e), ¢ervena (vpravo nahofe) a modré (vlevo nahote). Modry a ¢erveny
kli¢ jsou jednoznacéné uréeny svou barvou. Zluty kli¢ lze charakterizovat
informaci o tom, zda sousedi s modrym, nebo ¢ervenym kliGem.

Reseni. Ozna¢ime-li symbolem K (n) minimalni poet barev potiebny
k rozliSeni n kli¢i, snadno si rozmyslime, ze plati K (1) = 1, K(2) = 2,
K(3) =3, K(4) = 3. Trochu pracnéjsi je zjistit, ze K(5) = 3; lze pouzit

“Uloha je pfevzata z knihy [KVW], problém ¢&. 139. Lze ji najit i na strance [POW],
problém ¢&. 1177, kde autor navic formuluje obecnéjsi problém v fedi teorie graft.



napf. barevné schéma CCZCM, kde C znadi cervenou, 7 zlutou a M mod-
rou barvu.

Je prekvapivé, ze pro n > 6 plati K(n) = 2, tj. pro Sest a vice kli¢i
staci pouze 2 barvy! Dokazuje to napf. barevné schéma CZCCZZI77. . ..
Sestici kli¢i CZCCZZ lze pouzit ke stanoveni orientace; svazek kli¢t vzdy
miizeme polozit napt. tak, aby téchto Sest klic¢a CZCCZZ nasledovalo po
sobé ve sméru pohybu hodinovych rucic¢ek. Libovolny kli¢ je pak jedno-
znacné identifikovan svou pozici vzhledem k prvnimu ¢ervenému klici.
Uloha 5. Provrténim koule vznikl otvor ve tvaru valce o vysce 6 cm.
Jaky je objem zbyvajici ¢asti koule?

Reseni. Oznacme polomér koule v centimetrech pismenem r. Z Pytha-

gorovy véty plyne, Ze polomér valcového otvoru je p = V7?2 — 9 cm; viz
obrazek 3B

3 cm

uo 9

Obrazek 3: Koule s vyvrtanym otvorem ve tvaru vélce. Stfed koule je
v bodé S, jeji polomér je r

Vyvrtanim otvoru byly z koule odstranény i dvé kulové tsece; kazda
z nich mé vysku v = (r — 3) cm a polomér p, jeji objem je proto
%v(i’)pz +o2) = %(r —3)(3(r2 —9) + (r—3)?) = %('r — 3)%(4r + 6)
(pouzili jsme vzorec pro objem kulové tsece). Objem ¢asti koule zbyvajici
po vyvrtani otvoru ziskdme, kdyZ od celkového objemu koule odec¢teme
objem véalce a obou kulovych tsedi:

4
S — 6n(r? —9) — 2 %(r —3)%(4r + 6) =

3
= %m“?’ —7(r—3)(6(r+3)+ %(T —3)(4r+6)) =
4 3

4
=37 —7(r—3) <3T2 + 4r + 12) =

5Uloha je pievzata z knihy [Ga], problém &. 14.



4 4
=7 (37"3 — gr?’ —4r? _12r - 4r? 127 4+ 36) = 367

Vidime, Ze objem zbyvajici ¢ésti koule nezavisi na jejim poloméru a je
3

roven 367 cm®.
Uloha 6. |§|V krabici je polozeno 13 lahvi, jejichz kruhova dna vidime
na obrazku Predpokladame, Zze ldhve a, ¢, f, h, k, m se dotykaji
stén krabice. Dokazte, Ze stfedy kruznic k, [, m lezi na piimce, ktera
je rovnobézna s dnem krabice. VSechny kruznice maji stejny polomér
a predpokladédme, Zze vzdalenost stfedt a, b i vzdalenost stfedd b, ¢ je
mensi nez ¢tyfnasobek tohoto poloméru.

Obrazek 4: 13 1ahvi v krabici

Reseni. Oznatme stfedy kruznic velkymi pismeny tak, jako na obrazku .
Necht r je spoleény polomér v8ech kruZnic. KruZnice se stfedem D a po-
lomérem 2r prochéazi body B, A, F. Zaroven jde o Thalétovu kruznici
nad priumérem BF, nebot tsecka BF' je z bodu A vidét pod pravym
thlem. Bod D tedy lezf na tseéce BF. Cty¥rthelniky BDGE a EGJH
maji viechny strany stejné dlouhé, jde tedy o rovnobézniky. Usecka H.J
je proto rovnobézna s BD a JL je rovhobézna s DF. Body H, J, L tudiz
lezi na jedné primce. Kruznice se stfedem J a polomérem 27 prochazi

5Uloha je pievzata z knihy [KVW], problém &. 44. V ¢lanku [Po] Ize najit odkazy
na souvisejici literaturu a dikaz obecnéjsi verze: Je-li na dné€ krabice n lahvi, pak
stfedy kruznic v (2n — 1)-ni fadé lezi na p¥imce rovnob&zné se dnem krabice. Uloha
a jeji varianty jsou pé&kné rozebrany téz na strance [Bo].



Obrézek 5: Pomocné konstrukce pouzité v fesenf tlohy o ldhvich v krabici

body H, M, L. Zaroven jde o Thalétovu kruZnici nad primérem LH,
proto je thel HM L pravy. Protoze HM je rovnobézné se svislou sténou
krabice, musi byt LM rovnobézna s dnem krabice. Podobné se dokaze,
7Ze i KL je rovnobézna s dnem krabice.

Uloha 7. ENajdéte deseticiferné ¢islo n = aga; ...ag takové, Ze ag je
pocet nul v desitkovém zépise n, a; je poCet jednicek, ..., ag je pocet
devitek.

Reseni. Protoze cifra a; se shoduje s po¢tem ¢islic 7 v desitkovém zépise
¢isla n, které je deseticiferné, musi platit ag+- - - +ag = 10, neboli ciferny
soucet Cisla n je 10.

JelikoZ ap odpovida po¢tu nul, plati ag # 0 (moZnost ag = 0 vede
ihned ke sporu) a nékteré z cifer aq, ..., ag jsou tedy nuly; feknéme, ze
p z nich je nenulovych. Celkovy pocet nenulovych cifer véetné ag je tedy
p+ 1. Protoze a; je pocet jednicek, as je pocCet dvojek atd., musi platit
p+tl=a+- - +ao.

Ukazali jsme, Zze mezi aq, . . ., ag je p nenulovych cifer se souctem p+1.
To nastava pravé tehdy, kdyz jedna z cifer je dvojka a v8echny ostatni
nenulové cifry jsou jednicky. Vidime tedy, Ze ag = 1. Cislo n tim padem
obsahuje asponi jednu jednicku (cifru as). Pokud by byla pravé jedna,
platilo by a; = 1 a dostali bychom tak druhou jednicku, coz je spor.

"Tuto ulohu lze najit v mnoha zdrojich, napf. v ¢lanku [Kh]. Autorka pouZiva
termin autobiografické ¢&islo, nebot jde o ¢islo, které popisuje samo sebe. V ¢lanku je
uvazovana obecnéjsi verze tlohy, kde hledané ¢islo miize mit méné nez 10 cifer.



Zaroven vime, ze pocet jednicek a; nemuze byt veétsi nez 2. Zbyva tedy
pouze moznost a; = 2. Mezi zbyvajicimi sedmi ciframi as, ..., a9 pak
musi byt jesté jedna jednicka a Sest nul. Odtud plyne ap = 6 a nasledné
ag = 1. UkéAzali jsme, Ze tloha ma pravé jedno FeSeni

n = 6210001 000.

Uloha 8. ﬁNajdéte deviticiferné ¢islo n = ay ... ag, které obsahuje kaz-
dou z cifer 1, ..., 9 pravé jednou a navic pro kazdé i € {1,...,9} plati,
7e ai...a; je délitelné CGislem 3.

Resend. Ciferny soucet &isla tvoreného ciframi 1, ..., 9 je 45 a kazdé ta-
kové ¢islo je automaticky délitelné deviti. Aby bylo ajasagasas délitelné
péti, musi byt as = 5. Déle je zfejmé, Ze as, a4, ag, ag jsou suda, a tedy
a1, as, as, a7, ag jsou lich4. Navic ¢islo a; 4+ ao + ag je délitelné tfemi
a aq + 5+ ag je rovnéz délitelné tfemi. Tudiz a4 + ag je soucet dvou riz-
nych sudych ¢&isel, ktery pii déleni tfemi dava zbytek 1; takové dvojice
jsou pouze 2, 8 a 4, 6. Trojice aqasag je tedy nékteré z Cisel 258, 456,
654, 852. Moznosti 456 a 852 nevedou k cili, nebot ag je liché a posledni
dvojéisli ajasasas by nebylo délitelné ¢tyfmi.

Jestlize aqasag = 258, pak as = 4 a ag = 6, nebo naopak; v ivahu
tedy pripadaji deviticiferna ¢isla 147258 369, 147258 963, 741258 369,
741258963, 369258 147, 369258 741, 963 258 147, 963 258 741. Pripady,
kdy agarag je 836, 814 nebo 874, miZzeme vylouéit, nebot posledni troj-
Cisli v a1 ...ag by nebylo délitelné osmi. Ani zbyvajici ¢isla 147258 963
a 741258963 nevyhovuji, nebot jejich prvni sedmiéisli nejsou délitelna
sedmi.

Zbyva vySetfit moznost aqasag = 654. Posledni trojéisli v ay ... as,
coZ je 4arag, ma byt délitelné osmi, odkud plyne, Ze arag je bud 32,
nebo 72. V kazdém pripadé vime, Ze ay = 8, a v tvahu tak pfipa-
daji deviticiferna ¢isla 987654 321, 789654 321, 381654 729, 183 654 729,
981654 327, 189654 327, 981 654 723, 189654 723. Sedmi je délitelné je-
diné z nich, 381654 729. Uloha ma tedy pravé jedno Fedeni.

Uloha 9. ﬂNejdeléim visutym mostem ve Spojenych statech americkych
je Verrazzano-Narrows Bridge, ktery spojuje newyorské meéstské casti
Staten Island a Brooklyn. Centralni ¢ast mostu je ohrani¢ena dvéma
stejné vysokymi véZemi, jejichz paty jsou od sebe vzdaleny 1298 metrii,
zatimco vrcholky véZi jsou od sebe zhruba o 41,28 milimetru déle. Jak
vysoké jsou véze?

8Uloha je pievzata z knihy [KVW], problém &. 84.
9Uloha je s ipravami prevzata z knihy [Si], problém ¢&. 127; informace Cerpany téz
ze stranky https://en.wikipedia.org/wiki/Verrazzano-Narrows_Bridgel
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A B’

Obrézek 6: Fotografie Verrazzano-Narrows Bridge a schéma znézorhujici
stfed Zemé S a véze AA', BB’

Resend. Skutecnost, Ze vrcholky vézi jsou od sebe dale nez jejich paty, je
zpusobena zakfivenim Zemé — véZe tedy nejsou rovnobézné! Predpokla-
dejme, Ze Zemé mé tvar koule o poloméru r = 6378-10% m. Déle vyjdeme
ze schematického obrazku [6] kde S znadi stfed Zemé, body A, B jsou
paty véZi ve vzdalenosti d = 1298 m, body A’, B’ jsou vrcholky vézi ve
vzdalenosti d’ = (1298 4+ 41,28 -1073) m a h je vyska vézi. Z podobnosti
trojuhelniki SAB a SA'B’ vyplyva

d _r+h
d r
odkud vypocitame
d d —d 41,28 -1073
h=r——r= =6378-10° ——— m = 203 m.
"a T 1208 % o

Vypoctena priblizna hodnota se pomérné dobie shoduje se skutecnou
vyskou vézi, ktera ¢ini 207 mm

Uloha 10. [!!| V jedné vesnici #iji pekaf, kovai a hrnéif. Od pekafovy
manzelky jsem se dozvédél, Ze se jednd o pana Pekafe, pana Kovéaie
a pana Hrncife, ale ze povolani kazdého z téchto pana je odlisné od jeho

190dchylka vypoctené a skutetné vysky mize byt zptsobena ne zcela piesnou hod-
notou d’ & skutecnosti, Ze Zemé& neni dokonala koule. Hodnota d’ je pievzata z Wi-
kipedie a neni jasné, zda byla ziskina méfenim, nebo vypodctem.

"Uloha je ptevzata z knihy [Si], problém &. 108.



pijmeni. Pekafova manzelka mi navic prozradila: ,,Od pani Kovarové
vim, ze kazdy z nich se ozenil se sestrou nékterého ze zbyvajicich dvou
panua. Je pfitom zajimavé, Ze piijmeni zadné z nastévajicich manzelek
se neshodovalo s povoldnim jejiho budouciho manzela!“ Jaké je rodné
prijmeni kovafovy manzelky?

Reseni. Podle zadani se prijmeni Zadného pana neshoduje s jeho povo-
lanfm a samoziejmé ani s rodnym piijmenim jeho manzelky; to se navic
nikdy neshoduje s povolanim. Musi tedy nastat jedna ze dvou nasledu-
jicich moznosti:

prijmeni | povolani | rodné pfijmeni manzZelky

Pekar kovar Hrndéirova
Kovar hrnéir Pekarova
Hrnéir pekar Kovarova

prijmeni | povolani | rodné pfijmeni manzelky

Pekar hrnéir Kovarova
Kovar pekar Hrnéitova
Hrneir kovar Pekarova

Mohlo by se zdét, Ze mezi témito variantami nelze rozhodnout. Ze
zadani v8ak vime, Ze pani Kovarova (coz je jeji soucasné piijmeni) ho-
vorila s pekarovou manzelkou, musi tedy jit o dvé rizné osoby. Druha
z vySe uvedenych tabulek této podmince nevyhovuje (pekafem je pan
Kovar a jeho manzelka je tudiz pani Kovafova), proto je spravné prvni
tabulka a rodné prijmeni kovafovy manzelky je Hrnéifova.
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