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Vyukové cile

@ Znat obecny tvar homogenni lineérni rekurentni rovnice
s konstantnimi koeficienty

@ Védét, v jakém tvaru Ize hledat vzorec pro n-ty Clen
@ Umét metodu pouzit k feSeni konkrétnich tuloh
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Polynomy a jejich koreny

Véta. Méjme polynomy

Q(2) = apz" +a12™ T+ + am,

Q(2) = amz™ + ap_12™ T+ + ao,

kde ag,...,am € C a ag, am # 0.

Pokud Q ma kofeny (ne nutné razné) zy, ..., zm, pak Q* ma
Y 1 1

koreny Z 7

Antonin Slavik Linearni homogenni rekurentni rovnice



Polynomy a jejich koreny

Véta. Méjme polynomy

Q(2) = apz" +a12™ T+ + am,

Q(2) = amz™ + ap_12™ T+ + ao,

kde ag,...,am € C a ag, am # 0.

Pokud Q ma kofeny (ne nutné razné) zy, ..., zm, pak Q* ma
Y 1 1

koreny Z 7

Dukaz. Kofenové Cinitele: Q(z) = ap(z — z1) - - (2 — Zm).
Pro z # 0 plati
Q' (z2)=Z"(am+am_1/z+ - +ap/2")=2"Q(1/2) =
=Z"ag(1/z—2))---(1/z2—zm) = ag(1 —2z1) - (1 — zzp) =
=apzy--Zm(1/zy —2)---(1/2m — 2).
Pro z = 0 se obé strany rovnaji «g. Mame rozklad Q* na
kofenové Cinitele a vidime, ze Q* mé kofeny ..., -

’Zm'
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Linearni rekurentni rovnice (1)

V predchozi pfednasce jsme vyresili rekurentni rovnice

Fn=Fn1+Fr2, n=>2,
an=4ap, 1 —4ap 2, n=>2

kde n-ty Clen je linearni kombinaci pfedchozich dvou €lena.
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Linearni rekurentni rovnice (1)

V predchozi pfednasce jsme vyresili rekurentni rovnice
Fn=Fn1+Fp2, n>2,

an = 4an—1 - 4an—27 n Z 27

kde n-ty Clen je linearni kombinaci pfedchozich dvou €lena.

vvvvvv

predchozich k ¢lenu:
an=1an-1+---+akan-k, N>K.

Bez Gjmy na obecnosti Ize pfedpokladat ay # 0 (jinak
vynechame posledni s¢itanec).

Aby byla posloupnost {an}> , urCena jednoznacne, je tieba
zadat pocCatecni Cleny ag, ..., ak_1.-
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Linearni rekurentni rovnice (2)

Rovnice
an = aqap_1 + - +akan—k, N=>K,

se nazyva linearni homogenni rekurentni rovnice
s konstantnimi koeficienty.

Slovo ,linearni“ vyjadruje skutecnost, Ze na pravé strané
rovnice vystupuje linearni kombinace. Obecnéji se studuiji
i nehomogenni linearni rovnice

an = a18p1 + - +akank + b,

a rovnice s nekonstantnimi koeficienty, kde a4, ..., ak nejsou
konstanty, ale funkce proménné n.
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Re&eni rekurentni rovnice (1)

an=aqap_1+ - +akapnk, nN=>K.
Hledame FfeSeni metodou generuijicich funkei, A(z) = > 25 anz".
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Reseni rekurentni rovnice (1)

an=aqap_1+ - +akapnk, nN=>K.

Hledame FfeSeni metodou generuijicich funkei, A(z) = > 25 anz".
{an}pio = (@0, .., 8k—1,018k—1 + -+ akdp, a8 + - - + akay,...) =
= (ao,...,ak_1,0,...)—|—a1(0,...,O,ak_1,ak,...)+---+

——

k-krat
—|-Oék(0,...,0,ao,a1,...) =
——
k-krat
:a1(0,ao,a1,...)+~~+ak(0,...,0,ao,a1,...)+(b0,b1,...,bk_1,0,...),
k-krat
kde by, b1, ..., bx_1 jsou vhodna Cisla (jejich hodnoty Ize

vypocitat, napf. by = ag, by = a; — a1 ag, atd., ale nebudeme je
potfebovat).
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Reseni rekurentni rovnice (1)

an=aqap_1+ - +akapnk, nN=>K.
Hledame FfeSeni metodou generuijicich funkei, A(z) = > 25 anz".

{an}pio = (@0, .., 8k—1,018k—1 + -+ akdp, a8 + - - + akay,...) =
= (ao,...,ak_1,0,...)—|—a1(0,...,O,ak_1,ak,...)+---+
——
k-krat
—|-Oék(0,...,0,ao,a1,...) =
——
k-krat
:a1(0,ao,a1,...)+~~+ak(0,...,0,ao,a1,...)+(b0,b1,...,bk_1,0,...),
——
k-krét
kde by, b1, ..., bx_1 jsou vhodna Cisla (jejich hodnoty Ize
vypocitat, napf. by = ag, by = a; — a1 ag, atd., ale nebudeme je
potfebovat).

A(2) = a1 ZA(2)+apZP A(2)+ - +akZX A(Z)+bo+ b1 z-+- - b1 2K
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Re&eni rekurentni rovnice (2)

AZ) = a1ZA(2)+ 222 A(Z)+ - +axZXA(Z)+bg+by z+- - -+ by_1 2K

A(Z)— bo+b1Z+~~~+bk,1Zk_1
Sl -0z —pz? — - — 2K
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Reseni rekurentni rovnice (2)

AZ) = a1ZA(2)+ 222 A(Z)+ - +axZXA(Z)+bg+by z+- - -+ by_1 2K

A(Z)— bo+b1Z+~~+bk,1Zk_1
Sl -0z —pz? — - — 2K

Predpokladejme, Ze zname koreny jmenovatele:

1—oqz—az? — - — a2l = —a(z—z1)™ - (2 — Z))",
kde zy, ...,z jsou navzajem rlzné kofeny s nasobnostmi
ny,....,npaplating+---+n =k.
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Reseni rekurentni rovnice (2)

AZ) = a1ZA(2)+ 222 A(Z)+ - +axZXA(Z)+bg+by z+- - -+ by_1 2K

A(Z)— bo+b1Z+~~+bk,1Zk_1
Sl -0z —pz? — - — 2K

Predpokladejme, Ze zname kofeny jmenovatele:

1—oqz—az? — - — a2l = —a(z—z1)™ - (2 — Z))",
kde zy, ...,z jsou navzajem rlzné kofeny s nasobnostmi
ny,...,npaplati ny + - - - 4+ ny = k. Rozklad na parcialni zlomky

bude mit tvar

C C C C
A(z):L+...+¢+...+i+...+4/’”’ .
zZ-2z (z—2z)m z-z (z—2z)™
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Reseni rekurentni rovnice (3)

c c c c
Az)= -t gy Sm o By T
z-2z (z—z¢)m z-z (z—2z)™
dh 1 di n, di 1 din,

TAioz/z A zjayn T T Az T (- 22y

kde d;; = ¢ij/(—z). Koeficienty ¢;; a d;; nezname, ale
nebudeme je potfebovat.
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Reseni rekurentni rovnice (3)

C C C C
Azy= g A Ay G
-4 (z—z)™ Z—2z (z—z)m
d1’1 d17n1 dl71 dl7n,

TAioz/z A zjayn T T Az T (- 22y

kde d;; = ¢ij/(—z). Koeficienty ¢;; a d;; nezname, ale
nebudeme je potfebovat.

> z\" i n+n1—1><z>”
Al(z) = a i 4.+ d. i 4+t
(2) nz—:o 11 <z1> nz—:o 1,n1< -1 Z
= z\" = n+n—1\ [z\"
el Ee )
ngo I Z| nZ:O oy n/—1 Z|
> z\" > z\"
“3 P () R (5)
n=0 n=0

kde Pi(n) = di4 + -+ din ("7 7) prokazdé i € {1,...,1}.

n;
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Re&eni rekurentni rovnice (4)

Pokud se na kombinacni Cislo

(n) _n---(n—k+1)

k) k!

divame jako na funkci proménné n, pak se jedna o polynom
stupné k.
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Re&eni rekurentni rovnice (4)

Pokud se na kombinacni Cislo

(n) _n---(n—k+1)

k) k!

divame jako na funkci proménné n, pak se jedna o polynom
stupné k. Tedy pro kazdé i € {1,...,/} je

n+n,-—1>

Pi(n) = di1 + -+ di,n,-< 1
.

polynom stupné nejvyse n; — 1.
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Reseni rekurentni rovnice (4)

Pokud se na kombinacni Cislo

(:) _ n---(nk—!k+1)

divame jako na funkci proménné n, pak se jedna o polynom
stupné k. Tedy pro kazdé i € {1,...,/} je

n+n,-—1>

Pi(n) = di1 + -+ di,n,-< 1
1

polynom stupné nejvyse n; — 1.
Shrnuti: a, je koeficient u z" v A(z), tedy

_ Pl Pl

n

n n
Z Z|
kde z4, ...,z jsou kofeny polynomu
1 — o1z — apz? — -+ — a,z¥ s nasobnostmi ny, ..., n apro
kazdé i € {1,...,/} je P; polynom stupné nejvySe n; — 1.
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Re&eni rekurentni rovnice (5)

Prevracené hodnoty kofenl z, ..., z; polynomu
1 — a1z — apz? — - — o, Z¥ jsou kofeny polynomu
ZK — 2K —apZk? — - .
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Reseni rekurentni rovnice (5)

Prevracené hodnoty kofenl z, ..., z; polynomu
1 — a1z — apz? — - — o, Z¥ jsou kofeny polynomu
ZK — 2K —apZk? — - .

Véta. Kazdé feseni rovnice

an=a1dp-1+ -+ akank

ma tvar
an = Pi(mMwy +---+ P(m)w/],
kde wy, ..., w; jsou vSechny kofeny polynomu
wh — o wh=1 — Ongk_2 — e — Ok,
jejichz nasobnosti jsou ny,...,n,aprokazdéiec {1,...,1} je

P; polynom stupné nejvyse n; — 1.
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Ptiklady (1)

Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti splfujici a; = 3,
ai=4aa,=4a,_1 —4a,_o, n> 2.
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Ptiklady (1)

Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti spliujici ag = 3,
ai=4aa,=4a,_1 —4a,_o, n> 2.

Kazdy Clen zavisi na pfedchozich dvou ¢lenech: k = 2.
Hledame koreny rovnice

w? —4w +4=0.
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Ptiklady (1)

Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti spliujici ag = 3,
ai=4aa,=4a,_1 —4a,_o, n> 2.

Kazdy Clen zavisi na pfedchozich dvou ¢lenech: k = 2.
Hledame koreny rovnice

w? —4w +4=0.
Lze prepsat do tvaru (w — 2)? = 0, tj.

W122, n =2.
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Ptiklady (1)

Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti spliujici ag = 3,
ai=4aa,=4a,_1 —4a,_o, n> 2.

Kazdy Clen zavisi na pfedchozich dvou ¢lenech: k = 2.
Hledame koreny rovnice

w? —4w +4=0.
Lze prepsat do tvaru (w — 2)? = 0, tj.
wy = 2, n =2.

Polynom P; ma stupen nejvySe n; — 1 = 1, Ize jej tedy vyjadrit
ve tvaru P;(n) = bn+ ¢, kde b, ¢ jsou zatim nezndmé
koeficienty. Obecné feSeni zadané rekurentni rovnice ma tvar

an,=(bn+c¢)2", neNy.
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Ptiklady (1)

Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti spliujici ag = 3,
ai=4aa,=4a,_1 —4a,_o, n> 2.

Kazdy Clen zavisi na pfedchozich dvou ¢lenech: k = 2.
Hledame koreny rovnice

w? —4w +4=0.
Lze prepsat do tvaru (w — 2)? = 0, tj.
wy = 2, n =2.

Polynom P; ma stupen nejvySe n; — 1 = 1, Ize jej tedy vyjadrit
ve tvaru P;(n) = bn+ ¢, kde b, ¢ jsou zatim nezndmé
koeficienty. Obecné feSeni zadané rekurentni rovnice ma tvar

an=(bn+c)2", neN.
Koeficienty b, ¢ nalezneme z podminek ag = 3, a; = 4:
3=(b-0+c)2=c, 4=(b-14+c¢c)2'=2(b+c).
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Ptiklady (1)

Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti spliujici ag = 3,
ai=4aa,=4a,_1 —4a,_o, n> 2.

Kazdy Clen zavisi na pfedchozich dvou ¢lenech: k = 2.
Hledame koreny rovnice

w? —4w +4=0.
Lze prepsat do tvaru (w — 2)? = 0, tj.
wy = 2, n =2.

Polynom P; ma stupen nejvySe n; — 1 = 1, Ize jej tedy vyjadrit
ve tvaru P;(n) = bn+ ¢, kde b, ¢ jsou zatim nezndmé
koeficienty. Obecné feSeni zadané rekurentni rovnice ma tvar

an,=(bn+c¢)2", neNy.
Koeficienty b, ¢ nalezneme z podminek ag = 3, a; = 4:
3=(b-0+c)2=c, 4=(b-14+c¢c)2'=2(b+c).
= ¢=3,b=-1 = a,=(-n+3)2"
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Piklady (2)

Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti spliujici a; = 2,
a=6,aa=0aa,=—-2a,_1+4ap_»>+8a,_3, n> 3.
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Piklady (2)

Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti spliujici ag = 2,
a=6,aa=0aa,=—-2a,_1+4ap_»>+8a,_3, n> 3.

Kazdy ¢len zavisi na predchozich tfech ¢lenech: k = 3.
Hledame korfeny rovnice

wl +2w? — 4w — 8 = 0.
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Piklady (2)

Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti spliujici ag = 2,
a=6,aa=0aa,=—-2a,_1+4ap_»>+8a,_3, n> 3.

Kazdy ¢len zavisi na predchozich tfech ¢lenech: k = 3.
Hledame korfeny rovnice

wl +2w? — 4w — 8 = 0.

Lze upravit:
w2(w+2)—4w+2)=0
(w+2)(w?—-4)=0
(w+2)2w-2)=0
wi=-2, m=2, Wwe=2, n=1.
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Piklady (2)

Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti spliujici ag = 2,
a=6,aa=0aa,=—-2a,_1+4ap_»>+8a,_3, n> 3.

Kazdy ¢len zavisi na predchozich tfech ¢lenech: k = 3.
Hledame korfeny rovnice

wl +2w? — 4w — 8 = 0.

Lze upravit:
w2(w+2)—4w+2)=0
(w+2)(w?—-4)=0
(w+2)2w-2)=0
wi=-2, m=2, Wwe=2, n=1.

Polynom P; ma stupen nejvy$e ny — 1 =1 a polynom P> ma

stupen nejvySe n, — 1 =0, tedy Py(n) = bn+ ¢, P2(n) =
Obecné feSeni zadané rekurentni rovnice méa tvar

an = (bn+c¢)(—2)"+d2", neN,.

Antonin Slavik Linearni homogenni rekurentni rovnice



Priklady (3)

Obecné feSeni zadané rekurentni rovnice ma tvar
an=(bn+c)(-2)"+d2", neN,.
K nalezeni b, ¢, d vyuzijeme podminky ag = 2, a; = 6, a, = 0:
2=c+d, 6=(b+c)(-2)+2d, 0=(2b+c)4+4d
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Priklady (3)

Obecné feSeni zadané rekurentni rovnice ma tvar
an=(bn+c)(-2)"+d2", neN,.
K nalezeni b, ¢, d vyuzijeme podminky ag = 2, a; = 6, a, = 0:
2=c+d, 6=(b+c)(-2)+2d, 0=(2b+c)4+4d

2=c+d,
3=d-b-—c,
0=2b+c+d.
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Priklady (3)

Obecné feSeni zadané rekurentni rovnice ma tvar
an=(bn+c)(-2)"+d2", neN,.
K nalezeni b, ¢, d vyuzijeme podminky ag = 2, a; = 6, a, = 0:
2=c+d, 6=(b+c)(-2)+2d, 0=(2b+c)4+4d

2=c+d,
3=d-b-oc,
0=2b+c+d.

Odectenim prvni rovnice od treti ziskame b = —1 a dosazenim
této hodnoty do druhé rovnice mame 2 = d — ¢. Z této a prvni
rovnice plyne d =2, ¢ = 0.
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Priklady (3)

Obecné feSeni zadané rekurentni rovnice ma tvar
an=(bn+c)(-2)"+d2", neN,.
K nalezeni b, ¢, d vyuzijeme podminky ag = 2, a; = 6, a, = 0:
2=c+d, 6=(b+c)(-2)+2d, 0=(2b+c)4+4d

2=c+d,
3=d-b-oc,
0=2b+c+d.

Odectenim prvni rovnice od treti ziskame b = —1 a dosazenim
této hodnoty do druhé rovnice mame 2 = d — ¢. Z této a prvni
rovnice plyne d =2, ¢ = 0.

Reseni rekurentni rovnice je tedy

an = —n(—2)" 4 21,
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Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti spliujici ag = 1,
ai=0aa,=—-apo,n>2.

«0O)» «F»

it
a

DA




Piklady (4)

Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti spliujici ag = 1,
a=0aa,=—-apo,n>2.

Kazdy ¢len zavisi na pfedchozich dvou Clenech: k = 2.
Hledame kofeny rovnice

w?+1=0.
wi=1i, nm=1, wo=-i, n=1.

Polynomy Py, P, maji stupen nejvyse 0, tedy P;(n) = b,
P>(n) = ¢, kde b, ¢ jsou zatim neznamé koeficienty. Obecné
feSeni zadané rekurentni rovnice ma tvar

an = bi" + c(-i)", ne Np.
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Piklady (4)

Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti spliujici ag = 1,
a=0aa,=—-apo,n>2.

Kazdy ¢len zavisi na pfedchozich dvou Clenech: k = 2.
Hledame kofeny rovnice

w? +1=0.
wi=1i, nm=1, wo=-i, n=1.
Polynomy Py, P, maji stupen nejvyse 0, tedy P;(n) = b,
P>(n) = ¢, kde b, ¢ jsou zatim neznamé koeficienty. Obecné
feSeni zadané rekurentni rovnice ma tvar
an = bi" + c(-i)", ne Np.

Vyuzileme gg = 1, a; = 0:

1=b+c

0=bi—ci
= 0=b-c = b=}c=% = ap=75i"+ (=)
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