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Vyukové cile

@ Znéat definici generujici funkce posloupnosti, umét ji
ilustrovat na prikladech

@ Umét pomoci generujicich funkci odvodit explicitni vzorec
pro Fibonacciho Cisla

@ Ovladat obecny algoritmus pro fesSeni rekurentnich rovnic
pomoci generujicich funkci
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Mocninné fady (1)

Obecny predpis: Y~ an(z — 2p)"

Omezime se na z = 0, tj. mocninné fady ve tvaru Y 7, anz".
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Mocninné fady (1)

Obecny predpis: Y~ an(z — 2p)"
Omezime se na zy = 0, tj. mocninné fady ve tvaru ) 7 ; anz".
Priklad:

o
T4z4+2242824..=) 2"
n=0

je geometricka fada s kvocientem z.

Pokud |z| < 1, pak souget fady je 75.
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Véta. Pro kazdé k € N plati

1 o~ (n+k—1
(1_z)k:Z( 1 )z”, |z] < 1.




Mocninné fady (2)

Véta. Pro kazdé k € N plati

1 > (n+k—1
(1Z)kzz< Py )z”, |z| < 1.

n=0

Diikaz. Indukci podle k. Pro k = 1 plati.
k = k + 1: Indukéni predpoklad (znéni véty) derivujeme
podle z:

k N+ k-1 i
(1—z)k+1§< k-1 )”Z
1 i(n+k—1)~-(n+1)gzn_1_

(1—z)k1 — (k—1)! K

n=1
> n+k—1> 1 e <n+k> N
-y 2 =5 (" H)z
n:1< k n=0 k
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Generujici funkce

Definice. Je-li dana realna nebo komplexni posloupnost
{an}o2 5, pak mocninna fada )", anz" se nazyva generujici
funkci zadané posloupnosti.
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Generujici funkce

Definice. Je-li dana realna nebo komplexni posloupnost
{an}o2 5, pak mocninna fada )", anz" se nazyva generujici
funkci zadané posloupnosti.

V definici se nepfedpoklada nic o konvergenci pfislusné
mocninné fady; mlZze se stat, Ze konverguje pouze pro z = 0.
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Priklady generujicich funkci

Posloupnost {a,}°°, | Generuijici funkce >,° ; anz"”
(1,0,0,0,...) 1
(0,...,0,1,0,...) zm

N——

m-kréat
(1.1.1,1,..) Yao?" = 1l
(1,2,4,8,...) S 020z =
(1.2,3.4,..) Sro(n+1)2" = 515
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Linearita

Jestlize {a,}°° , mé generujici funkci A(z) = Y2 anz”
a {bn}?2, mé generuijici funkci B(z) = >"°; bpZ",
pak {an + bp}3e, ma generujici funkci

Zan+bnz _Zanz +anz = A(2) + B(2).
n=0

Antonin Slavik Generujici funkce



Linearita

Jestlize {a,}°° , mé generujici funkci A(z) = Y2 anz”
a {bn}?2, mé generuijici funkci B(z) = >"°; bpZ",
pak {an + bp}3e, ma generujici funkci

Zan+bnz _Zanz +anz = A(2) + B(2).
n=0

Pro kazdé Cislo c¢ plati, ze generujici funkce posloupnosti
{can}pZ, je

oo o0
> capz’=c¢) anz" = cA(2)
n=0 n=0
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Posouvani posloupnosti

Meéjme libovolné m € N a uvazujme posloupnost

{an-m}peo :=(0,...,0,a, a1, a,...).

Jeji generuijici funkce je

apzM+a;z™ razm™

m-krét

= Z’"(ao+a1 Z+3222—|—- .
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Posouvani posloupnosti

Meéjme libovolné m € N a uvazujme posloupnost

{an-m}peo :=(0,...,0,a, a1, a,...).
m-krat
Jeji generuijici funkce je

apzM+ay 2™ a2 2. = ZMag+ayz+ap P+ ) = ZMA(2).

Posloupnost

{ansm}nlo := (@m, @mi1, @my2; - - -)

ma generujici funkci
am + am+12+ am+222 + ..o =
1 1 2
T zm (amzm +am 12" Fape2™ ) =
1 -1
= Zm (A(z)—ao—a1z—---—am_1zm )
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Fibonacciho cCisla (1)

Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti spliujici Fo = Fy = 1
aF,=F,_ >+ F,_1pron>2.

Plan: Pokusime se nejprve najit generujici funkci, tu pak
rozvineme do mocninné fady a zjistime koeficient u z”, ¢imz
ziskame hledany vzorec pro F.
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Fibonacciho cCisla (2)

(Fo}e=(1,1,Fo+ Fi,Fi + Fa,...) =

=(0,0,Fo, Fy,...)+(0,1,F, Fa,...) +(1,0,0,0,...) =

= (0,0, Fo, F1,...) + (0, Fo, Fy, Fa,...) +(1,0,0,0,...) =
= {Fr2}0 + {Fn 1} +(1,0,0,0,...)
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Fibonacciho cCisla (2)

{Fn (,)710:(1,1,F0+F1,F1—I-Fg,...):

:(0,0,F0,F1,...)—I—(0,1,F1,F2,...)—|—(1,0,0,0,...
:(0,0,F0,F1,...)+(0,F0,F1,F2,...)—|—(1,0,0,0,...

= {Fn_2}plo + {Fn-1}nZo +(1,0,0,0,...)

Prechod od posloupnosti k jejich generujicim funkcim:

F(z) = 22F(2) + zF(z) + 1
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Fibonacciho cCisla (2)

{Fn (,)710:(1,1,F0+F1,F1—I-Fg,...):

:(0,0,F0,F1,...)—I—(0,1,F1,F2,...)—|—(1,0,0,0,...
:(0,0,F0,F1,...)+(O,Fo,F1,F2,...)—|—(1,0,0,0,...

= {Fn_2}plo + {Fn-1}nZo +(1,0,0,0,...)

Prechod od posloupnosti k jejich generujicim funkcim:
F(z) = 22F(2) + zF(z) + 1
Vypocteme F(z):

F(z) (1 —z—2%) =1
1 1

F = p—
(2) 1—z—-22 Z2+z-1
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Fibonacciho cCisla (3)

Racionalni funkci F(z) =
Plati

m rozloZime na parcialni zlomky.

-1+V5

24z-1=(z2-2z1)(z—2), kdezip= >
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Fibonacciho cCisla (3)

—1

Racionalni funkci F(z) = 2 — rozlozime na parcialni zlomky.

+z
Plati
-1+
Z4+z—1= (z—2z1)(z—22), kdezip= 2\@
Rozklad F na parcialni zlomky hledame ve tvaru
-1 a b
+

224+z-1 z—z1 z—2
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Fibonacciho cCisla (3)

—1

Racionalni funkci F(z) = 2 — rozlozime na parcialni zlomky.

+z
Plati
-1+
Z4+z—1= (z—2z1)(z—22), kdezip= 2\@
Rozklad F na parcialni zlomky hledame ve tvaru
-1 a b
+

21z-1 z-2z z-2z
Nésobime (z — z1)(z — 2p):
—1=a(z—z)+b(z—z1) =(a+ b)z— az — bz
Porovnani koeficientu:
at+b=0, az+bz =1

Antonin Slavik Generujici funkce



Fibonacciho cCisla (3)

—1

Racionalni funkci F(z) = 2 — rozlozime na parcialni zlomky.

+z
Plati
-1+
Z4+z—1= (z—2z1)(z—22), kdezip= 2\@
Rozklad F na parcialni zlomky hledame ve tvaru
-1 a b
+

iz 1 z—2z " z—z
Nésobime (z — z1)(z — 2p):
—1=a(z—z)+b(z—z1) =(a+ b)z— az — bz
Porovnani koeficientu:
at+b=0, az+bz =1
=b=-a = alzo—z)=1
1 1 1

= a= = e
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Fibonacciho cCisla (4)

1 1 1 1

VBz-2z \fzzg
1 1 1 1

:\6211_2/21_\/5221_2/22:
A B
\621,720 2 \622;0 z)
1
_Z 52n+1 \/BZ£+1

Koeficient u z" je Fn.

F(2) =
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Fibonacciho cCisla (4)

oy 11
- V6z-z 5z-2z

1 1 1 1
Bz 1-z/z1 \Bzl-z/z

A5 &) A
V52 o \4 V52, o \%2
> 1 1

= Z Zn —
e \/521”“ \/Bzg+1
Koeficient u z" je F,.VyuzZijeme z1z, = —1 (Viéte):
1 1 ( (_21)n+1 _

- B _22)n+1
VBzptt Bt /B V5

_L 1+\/§ n—i—17L 1_\/5 n+1
V5 2 V5 2
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Re&eni rekurentnich rovnic pomoci GF

Obecny postup:
@ Pomoci rekurentni rovnice pro {an}:° , najdi rovnici pro
generuijici funkci A(z) = Y72y anz".
@ Vypocitej z této rovnice A(z).

© Rozvin A(z) do mocninné fady, vzorec pro a, je dan
koeficientem u z".
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Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti spliujici ag = 3,
ag=4aa,=4a, 1 —4a, opron>2.

«0O)» «F»

it
a

DA



Ptiklad (1)

Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti spliujici ag = 3,
ag=4aa,=4a, 1 —4a, opron>2.

{an}lo = (3,4,4a; —4ap,4a, —4ay,...) =
=4(0,0, ay,a.,...) —4(0,0,a9, a1,...) +(3,4,0,0,...) =
= 4(0, ap, a1, a0, ...) — 4(0,0, @, ay,...) +(3,-8,0,0,...) =
=4{an_1}peo — Han-2}peo +(3,-8,0,0,...).
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Ptiklad (1)

Najdéte vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti spliujici ag = 3,
ag=4aa,=4a, 1 —4a, opron>2.

{an}lo = (3,4,4a; —4ap,4a, —4ay,...) =
=4(0,0, ay,a.,...) —4(0,0,a9, a1,...) +(3,4,0,0,...) =
= 4(0, ap, a1, a0, ...) — 4(0,0, @, ay,...) +(3,-8,0,0,...) =
=4{an_1}peo — Han-2}peo +(3,-8,0,0,...).

Oznacime-li A(z) = Y2y anz", pak
A(z) = 4zA(z) — 42°A(z) + 3 — 8z
A(z)(1 —4z+42%)=3 -8z

-8z+3

Az) = — 213
(@)= 22— 2711
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Ptiklad (2)

—-8z+3
4z2 — 4z + 1
Racionalni funkce, hledame rozklad na parcialni zlomky.

A(z) =

2
472 — 4z + 1 :4<z—;> =(2z—-1)?
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Ptiklad (2)

—-8z+3
4z2 — 4z + 1
Racionalni funkce, hledame rozklad na parcialni zlomky.

A(z) =

2
47% — 47 +1 :4(2—;> =(2z—-1)?

Rozklad na parcialni zlomky ma tvar

a b
AD) =5, 3 ez
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Ptiklad (2)

—-8z+3
4z2 — 4z + 1
Racionalni funkce, hledame rozklad na parcialni zlomky.

A(z) =

2
47% — 47 +1 :4(2—;> =(2z—-1)?

Rozklad na parcialni zlomky ma tvar
a N b
2z—-1  (2z—-1)%

Standardnimu algoritmu pro hledani a, b se Ize vyhnout trikem:

A(z) =

Az) = -8z+3  -8z+4 1 B
C(2z—-1)2  (2z-1)2 (2z—-1)2
42z 1) 1 4 1

(2z—12 (2z—-12 1-2z (1-2z)2
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Ptiklad (3)

4 1

AZ) =75~ (T2z2p
Rozvmeme do mocninnych fad pomoci vzorclh — = > 72 y"
a(1 —y)? Zn 0(n+1)y

A(z)=4> (22)" = (n+1)(22)" =
n=0 n=0
=> (4—(n+1))2"2" =) (3 - n)2"z"
n=0 n=0
Koeficient u z” je
an == (3 - n)2n
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Poznamka ke konvergenci

Pti vypoctech jsme se nestarali o konvergenci mocninnych fad.
Metoda GF vzdy vede ke spravnym vysledkim bez ohledu na
obory konvergence pouzitych rad.
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Poznamka ke konvergenci

Pti vypoctech jsme se nestarali o konvergenci mocninnych fad.
Metoda GF vzdy vede ke spravnym vysledkim bez ohledu na
obory konvergence pouzitych rad.

S mocninnymi fadami pracujeme jako s formalnimi fadami.
Napf. soucin fad > 2 5 anz" a Y o bnz" Ize definovat jako
y o N o -

fadu > .~ cnz", kde ¢y = Zj:() ajb,_;. Vztah

1 = (n+k—1\_,
—w =D ( _ >Z
(1-2) — k—1
pak mizeme chéapat jako jiny zapis rovnosti

-2t (")

n=0
kterd formalné plati pro kazdé z € C bez ohledu na to, ze
nekonec¢na fada konverguje pouze pro |z| < 1.
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Poznamka ke konvergenci

Pti vypoctech jsme se nestarali o konvergenci mocninnych fad.
Metoda GF vzdy vede ke spravnym vysledkim bez ohledu na
obory konvergence pouzitych rad.

S mocninnymi fadami pracujeme jako s formalnimi fadami.
Napf. soucin fad > 2 5 anz" a Y o bnz" Ize definovat jako
y o N o -

fadu > .~ cnz", kde ¢y = Zj:() ajb,_;. Vztah

1 s (n+k-1\_,
(1—z)k‘,§< k1 >Z
pak muzeme chapat jako jiny zapis rovnosti
B k'm n+k—1\_,
(1-2) ,,E%< o )z =1,

kterd formalné plati pro kazdé z € C bez ohledu na to, ze
nekonec¢na fada konverguje pouze pro |z| < 1.

Reseni rekurentni rovnice Ize vzdy ovéfit dosazenim.
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