Antonin Slavik
Matematicko-fyzikalni fakulta UK

Katedra didaktiky matematiky

«a0)>» «F»r « =)»




Nékolik citatu

Mathematicians are often amazed that certain mathematical objects
(numbers, sequences, etc.) show up so often. For example, in
enumerative combinatorics we encounter the Fibonacci and Catalan
sequences in many problems that seem to have nothing to do with
each other.

(Doron Zeilberger, 2002)

Catalan numbers are probably the most frequently occurring
combinatorial numbers after the binomial coefficients.
(Neil Sloane & Simon Plouffe, 1995)

Catalan numbers are the subject of [much] interest (sometimes
known as Catalan disease).
(Christian Aebi, Grant Cairns, 2008)

Catalan numbers are even more fascinating [than the Fibonacci
numbers]. Like the North Star in the evening sky, they are a beautiful
and bright light in the mathematical heavens. They continue to
provide a fertile ground for number theorists, Catalan enthusiasts and
computer scientists.

(Thomas Koshy,-2009)
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Catalanova ¢isla na OEIS

The OFIS is supported by the many generous donors to the OEIS Foundation.

013627 THE ON-LINE ENCYCLOPEDIA
2'395?8 OF INTEGER SEQUENCES @

10221121

founded in 1964 by N. ]. A. Sloane

‘ | Search |

A000108 Catalan numbers: C(n) = binomial(2n,n)/(n+1) = (2n)!/(n!(n+1)!). G
(Formerly M1459 N0577)
1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900,
2674440, 9694845, 35357670, 129644790, 477638700, 1767263190, 6564120420,
24466267020, 91482563640, 343059613650, 1289904147324, 4861946401452,
18367353072152, 69533550916004, 263747951750360, 1002242216651368,
3814986502092304

OFFSET 0,3

COMMENTS These were formerly sometimes called Segner numbers.
A very Tlarge number of combinatorial interpretations are known -
see references, esp. R. P. Stanley, "Catalan Numbers",
Cambridge University Press, 2015. This is probably the longest
entry in the OEIS, and rightly so.
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Vyukové cile

@ Seznamit se s priklady uloh vedoucich na Catalanova Cisla

@ Znéat explicitni a rekurentni vzorec pro Catalanova Cisla,
umeét je vyuzivat
@ Rozumét geometrickému vyznamu Catalanovych Cisel
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Uloha o fronté pied pokladnou (1)

U pokladny se prodavaji vstupenky za 50 Kg¢.

Ve fronté stoji n + m osob; n z nich ma padesatikorunu, m ma
pouze stokorunu.

Pokladnik méa pocatecni zasobu a padesatikorun.

Jestlize poradi osob je nahodné, jaka je pravdépodobnost, Zze
bude moci vratit penize kazdé osobé se stokorunou?
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Uloha o fronté pied pokladnou (1)

U pokladny se prodavaji vstupenky za 50 Kg¢.

Ve fronté stoji n + m osob; n z nich ma padesatikorunu, m ma
pouze stokorunu.

Pokladnik méa pocatecni zasobu a padesatikorun.

Jestlize poradi osob je nahodné, jaka je pravdépodobnost, Zze
bude moci vratit penize kazdé osobé se stokorunou?

Terminologie:
Fronta projde = pokladnik bude moci vratit penize véem
osobam se stokorunou.
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Uloha o fronté pied pokladnou (1)

U pokladny se prodavaji vstupenky za 50 Kg¢.

Ve fronté stoji n + m osob; n z nich ma padesatikorunu, m ma
pouze stokorunu.

Pokladnik méa pocatecni zasobu a padesatikorun.

Jestlize poradi osob je nahodné, jaka je pravdépodobnost, Zze
bude moci vratit penize kazdé osobé se stokorunou?

Terminologie:
Fronta projde = pokladnik bude moci vratit penize véem
osobam se stokorunou.

Pozorovani:
StacCi uvazovat a + n > m, jinak fronta neprojde.
Neni podstatné poradi osob, fronta je usporadana (n + m)-tice

sestavena ze symbolt 50 a 100. Poget v3ech front je (™).

Potfebujeme vypocitat, kolik front projde, resp. neprojde.
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Uloha o fronté pied pokladnou (2)

Kazdou frontu Ize znazornit graficky.
Priklad: 50, 100, 100, 100, 50, 100, 100, 50, 50, 50.

Ve fronté je m = 5 osob se stokorunou a n =5 osob
s padesatikorunou, pokladnik ma na zac¢atku
a = 1 padesatikorunu.

zasoba padesatikorun

A[0,d] Bln+m,a+n—m]

0 cas

Fronta neprojde, pokud lomena ¢ara klesne pod osu x.
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Uloha o fronté pied pokladnou (3)

Pocet front, které neprojdou = pocet lomenych ¢ar z Ado B,
které klesnou pod osu x.

Najdeme prvni okamzik, kdy Cara klesne pod osu x. Zatneme
cestu zrcadlit podél pfimky y = —1.

zasoba padesédtikorun

Bln+m,a+n—m]

cas

Cln+m,m—n—a-—2]

Nova cesta skonci v bodé C, ktery je zrcadlovym obrazem B

a ma y-ovou soufadnici —1 —(a+n—-m+1)=m-n—a-2.
Pocet lomenych Car z A do B, které klesnou pod osu x = pocet
vSech lomenych ¢arz Ado C.
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Uloha o fronté pied pokladnou (4)

Kolik je cest z Ado C? UrCime pocty stoupani a klesani.
1. Usek = ¢ast cesty do okamziku, kdy protne pfimku y = —1

PUvodni cesta z A do B:

stoupani klesani
1. Usek 14 a+/(+1
2. usek n—+¢ m—-a—/{—1
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Uloha o fronté pied pokladnou (4)

Kolik je cest z Ado C? UrCime pocty stoupani a klesani.
1. Usek = ¢ast cesty do okamziku, kdy protne pfimku y = —1

PUvodni cesta z A do B:

stoupani klesani
1. Usek 14 a+/(+1
2. usek n—+¢ m—-a—/{—1

Odpovidajici cesta z Ado C (zrcadleni 2. Useku):

stoupani klesani
1. Usek / a+/¢+1
2.usek | m—a—+¢ -1 n—/¢
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Uloha o fronté pied pokladnou (4)

Kolik je cest z Ado C? UrCime pocty stoupani a klesani.
1. Usek = ¢ast cesty do okamziku, kdy protne pfimku y = —1

PUvodni cesta z A do B:

stoupani klesani
1. Usek 14 a+/(+1
2. usek n—+¢ m—-a—/{—1

Odpovidajici cesta z Ado C (zrcadleni 2. Useku):

stoupani klesani
1. Usek / a+/¢+1
2.usek | m—a—+¢ -1 n—/¢

Celkovy pocet stoupéani na cesté z Ado C je
(+m—a—{—1=m-—a—1, celkovy pocet klesani je
at+l{+1+n—-{¢=a+n+1.

Pocet vSech cestz Ado Cje (,T17,).

a+n+1
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Uloha o fronté pied pokladnou (5)

Pocet front, které neprojdou, je (,757,).

Poget front, které projdou, je (") — (1h11)-
Hledana pravdépodobnost je
p_ ") — (at)
)
n
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Uloha o fronté pied pokladnou (5)

Pocet front, které neprojdou, je (,757,).
Poget front, které projdou, je (") — (1h11)-
Hledana pravdépodobnost je
o (= ()
G
n

100 osob, m = n = 50, pravdépodobnost v zavislosti na volbé a:

L. eI I
0.9 i

0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3F .
02,
0.1

0 10 20 30 10 50

Pro P > 0,95 staci vzit a > 12 padesatikorun.
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Hlasovaci problém (1)

Ve volbach soupefi dva kandidati M a N. Kandidat M ziskal

m hlasu a kandidat N obdrzel n hlasu, pficemz n > m. Jestlize
poradi s¢itani hlasu bylo nahodné, jaka je pravdépodobnost, ze
v pribéhu scitani meél N vzdy aspon tolik hlasu jako M?
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Hlasovaci problém (1)

Ve volbach soupefi dva kandidati M a N. Kandidat M ziskal

m hlasu a kandidat N obdrzel n hlasu, pficemz n > m. Jestlize
poradi s¢itani hlasu bylo nahodné, jaka je pravdépodobnost, ze
v pribéhu scitani meél N vzdy aspon tolik hlasu jako M?

Grafické znazornéni scitani pro posloupnost hlast
N, N, M, M, N, M, M, N, N, N:
naskok N nad M

[n+m,n —m]

0 cas

Lomena ¢ara z [0,0] do [n+ m,n — m].
N mél vzdy aspon tolik hlast jako M < lomena ¢ara neklesne
pod osu x.
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Hlasovaci problém (2)

Hlasovaci problém je totozny s tlohou o fronté pfed pokladnou,
kde pokladnik nema na zac¢atku zadné padesatikoruny.

n+my _ (n+m (n+m)---m
p_ ) -G _ ety
= (nJ;m) - (n+m);7~;(m+1)
1 m n+1-m
N n+1 n+1
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Hlasovaci problém (2)

Hlasovaci problém je totozny s tlohou o fronté pfed pokladnou,
kde pokladnik nema na zac¢atku zadné padesatikoruny.

n+my _ (n+m (n+m)---m
p_ ) -G _ ety
= (nJ;m) - (n+m);7~;(m+1)
1 m n+1-m
N n+1 n+1

Specialni pfipady:
@ Pokud hlasovani skoncilo remizou, t. m = n, pak P =
Pro velka n je tato pravdépodobnost velmi mala.

@ Pokud kandidat N zvitézil s velkou pfevahou, tj. n > m,
pak pravdépodobnost P = 1 — % je blizka k jedné.

1
n+1-
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Catalanova cisla

a=0 m=n:

2n 2n 2n---(n+1) 2n---n
(n>_<n+1): ! IGESI
_2n---(n+1)<1_ n >_<2n> 1
n! n+1 n)n+1
Toto Cislo udava

@ pocet front s n padesatikorunami a n stokorunami, které
projdou, pokud pokladnik nema na zac¢atku zadnou
padesatikorunu,

@ pocet poradi s¢itani hlasu ve volbach, kde oba kandidati
ziskali shodné n hlasu, pficemz kandidat N mél v prabéhu
sCitani vzdy aspon tolik hlast jako kandidat M.

S

Cisla Cr = 15 (3), n € Ny, se nazyvaji Catalanova &isla.

n+1
n\o\12\3\4\ | 7 | 8 9
Co|1[1]2]|5]14]42] 132|429 | 1430 | 4862
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Cesty v mrizi (1)

Méjme &tverec n x n rozdéleny Useckami na n® jednotkovych
¢tvereCkl. Uvazujme cesty vedouci po hranach této mrize

z levého dolniho do pravého horniho rohu, pficemz kazdy krok
vede bud vpravo, nebo nahoru. Kolik je cest, které nikdy
nesestoupi pod diagonalu vedouci z levého dolniho do pravého
horniho rohu?
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Cesty v mrizi (1)

Méjme &tverec n x n rozdéleny Useckami na n® jednotkovych
¢tvereCkl. Uvazujme cesty vedouci po hranach této mrize

z levého dolniho do pravého horniho rohu, pficemz kazdy krok
vede bud vpravo, nebo nahoru. Kolik je cest, které nikdy
nesestoupi pod diagonalu vedouci z levého dolniho do pravého
horniho rohu?

Otoceni o0 45 stupnu ve sméru pohybu hodinovych rucicek

— obrazek stejného typu jako v hlasovacim problému, kde oba
kandidati ziskali n hlasu.

Obé ulohy jsou ekvivalentni a poCet pfipustnych cest je C.
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Cesty v mrizi (2)

Ze symetrie je zfejmé, Ze C, udavéa rovnéz pocet cest ve
Ctverci n x n, které nikdy nevystoupi nad diagonalu.

/ / / /
/ / / a
7 7 2 /
/ / s /
/ / / /
/ / / /
/ / 2 /
/- a /-
/ / 2 /
/ / s s
7
/ / / / /
/ / / / /
7 7 /i 7 7
/ / / / /
/ / / / / /
/ / / / /i /
2 / / / / /
./ ./ a ./ ./
Z / / Z / /
/ / / / / /
/ / / /
a / / a
/i 7 /i
/ / /s /s
Z / a a
/i / /i Z
2 2 2 2
a a a a
2 Z Z Z
2 / s s
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Rekurentni rovnice pro Catalanova Cisla

Véta. Pro kazdé n € N plati

n
Cn=CoCpr_1+C1Cp2+CoCp3+---4+Cp_1Cy = Z Ci—1Cn_i.

i=1
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Rekurentni rovnice pro Catalanova Cisla

Véta. Pro kazdé n € N plati

n
Cn=CoCpr_1+C1Cp2+CoCp3+---4+Cp_1Cy = Z Ci—1Cn_i.

i=1

Diikaz. C, = pocCet cest ve Ctverci n x n, které nikdy nesestoupi
pod diagondlu. Po opusténi [0, 0] se cesta poprvé dotkne
diagonaly v [i,i], kde i € {1,...,n}.

[0,0]
Z[0,1] do [i —1,i] je Ci_1 moznosti, z [i,i] do [n, n] je C,_; mozZnosti.
Celkem C;_1C,_; pro pevné i, >-7_, C;_1C,_; pro libovolné /.
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Pouziti rekurentniho vzorce

Vztahem
Ch=0CyCp1+CiCro+CoCprz+--+Ch1Cy, n>1

a hodnotou Cy = 1 je posloupnost {Cp}7° , jednoznacné
uréena.

V tlohach vedoucich na Catalanova Cisla muze byt obtizné
primo ovéfit Ze uvazovana posloupnost Cisel je popsana

n+1 (3™); &asto je jednodussi ukazat, ze posloupnost
spliuje stejny rekurentni vztah jako C.
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Triangulace mnohouhelniku (1)

Kolika zpUsoby Ize rozdélit konvexni mnohouhelnik pomoci
neprotinajicich se uhlopfiCek na trojuhelniky?

PSS

&0 NS
N OD W
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Triangulace mnohouhelniku (1)

Kolika zpUsoby Ize rozdélit konvexni mnohouhelnik pomoci
neprotinajicich se uhlopfiCek na trojuhelniky?

PSS

&0 NS
N OD W

T, = pocet triangulaci pro (n + 2)-thelnik, Ty = 1.
Leonhard Euler spravné urcil hodnoty

Ti=1, =2, Ta=5, T4=14, Ts=42, T4=132, T,=429, Tg=1430

a uhodl obecny vzorec T, = n%(znn)-
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Triangulace mnohouhelniku (2)

V kazdé triangulaci je strana (n+ 1, n + 2) soucasti néjakého
trojuhelniku (i,n+1,n+2), kde i € {1,...,n}.

1

n+2
n+1

Oblast P ma T;_4 triangulaci, oblast Q ma T,,_; triangulaci.
Ti_1 To—j triangulaci pro pevné i, 27:1 Ti_1 Th—j pro libovolné i

= Ta=Yi1Ti1Thy, To=1 = T,=Cyprokazdén
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Eugene Charles Catalan a jeho uloha

E. Catalan (1838): Kolika zpUsoby Ize vynasobit n rdznych
Cinitel? Operace neni asociativni, pofadi nasobeni musi byt
uréeno jednoznacne.

Uzavorkovani 4 Cinitelt: (a1a2)(azas), ((a1a2)as)as,

a (32(8334)), a ((3283)84), (31 (3233))34.

Pocet uzavorkovani pro n Cinitelt je C,,_;.
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