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Vyukové cile

@ Znét definici Fibonacciho Cisel
@ Umét rozpoznat ulohy vedouci na Fibonacciho Cisla
@ Ovladat metody vypoctu Fibonacciho Cisel
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Uloha o kralicich (1)

Leonardo Pisansky = Fibonacci (Liber Abaci, 1202):
Mame par Cerstvé narozenych kralikd. Kolik pard budeme mit
po dvanacti mésicich, jestlize
@ kazdy par dospiva za jeden meésic,
@ kazdému dospélému paru se kazdy mésic narodi dalSi par,
@ krélici nehynou?
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Uloha o kralicich (1)

Leonardo Pisansky = Fibonacci (Liber Abaci, 1202):

Mame par Cerstvé narozenych kralikd. Kolik pard budeme mit
po dvanacti mésicich, jestlize
@ kazdy par dospiva za jeden meésic,
@ kazdému dospélému paru se kazdy mésic narodi dalSi par,
@ krélici nehynou?
V Uloze nejsou podstatni jednotlivi krélici, ale pary.

Fn = pocCet parli po n mésicich
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Uloha o krélicich (2)
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pocet dospélych parl po n mésicich = pocet part po n — 1 mésicich
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Uloha o kralicich (3)

pocet dospélych parl po n mésicich = pocet par po n — 1 mésicich

pocet pard po n mésicich = pocet part po n — 1 mésicich
+ pocet nové narozenych paru
= pocet part po n — 1 mésicich
+ pocet dospélych parli po n — 1 mésicich
= pocet part po n — 1 mésicich
+ pocet parl po n — 2 mésicich
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Uloha o kralicich (3)

pocet dospélych parl po n mésicich = pocet par po n — 1 mésicich

pocet pard po n mésicich = pocet part po n — 1 mésicich
+ pocet nové narozenych paru
= pocet part po n — 1 mésicich
+ pocet dospélych parli po n — 1 mésicich
= pocet part po n — 1 mésicich
+ pocet parl po n — 2 mésicich

= Fp=Fp_1+Fpo, N>2
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Uloha o kralicich (3)

pocet dospélych parl po n mésicich = pocet par po n — 1 mésicich

pocet pard po n mésicich = pocet part po n — 1 mésicich
+ pocet nové narozenych paru
= pocet part po n — 1 mésicich
+ pocet dospélych parli po n — 1 mésicich
= pocet part po n — 1 mésicich
+ pocet parl po n — 2 mésicich

= Fp=Fp_1+Fpo, N>2

(6|7 ]8]9 ]

nlo[1]2]3]|4]5 10
Fol1]1]2[3]5]8 89

Antonin Slavik Fibonacciho ¢isla

|13 [ 21 ]34 |55 |



Fibonacciho Cisla

Posloupnost Cisel {Fn}5° , definovana pocatecnimi cleny
Fo = F = 1 a rekurentnim vztahem

Fn=Fp1+Fpo, n=>2,

se nazyva Fibonacciho posloupnost.
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Fibonacciho Cisla

Posloupnost Cisel {Fn}5° , definovana pocatecnimi cleny
Fo = F = 1 a rekurentnim vztahem

Fn=Fn1+Fro, n=>2,
se nazyva Fibonacciho posloupnost.

V nékterych zdrojich Fo = 0, F{ = 1 (posun o jednu pozici).

Antonin Slavik Fibonacciho ¢isla



Uloha o dlazdicich, 1. verze (1)

Kolika zpulsoby Ize pomoci dlazdic o rozmérech1 x 1 a1 x 2
vyplnit obdéinik o rozmérech 1 x n?
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Uloha o dlazdicich, 1. verze (1)

Kolika zpulsoby Ize pomoci dlazdic o rozmérech1 x 1 a1 x 2
vyplnit obdéinik o rozmérech 1 x n?

Terminologie: dlazdice 1 x 2 = domino,
dlazdice 1 x 1 = monomino.
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Uloha o dlazdicich, 1. verze (1)

Kolika zpulsoby Ize pomoci dlazdic o rozmérech1 x 1 a1 x 2
vyplnit obdéinik o rozmérech 1 x n?

Terminologie: dlazdice 1 x 2 = domino,
dlazdice 1 x 1 = monomino.

Pn = pocet zpusobu, jak pomoci monomin a domin vyplnit
obdélnik 1 x n
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Uloha o dlazdicich, 1. verze (1)

Kolika zpulsoby Ize pomoci dlazdic o rozmérech1 x 1 a1 x 2
vyplnit obdéinik o rozmérech 1 x n?

Terminologie: dlazdice 1 x 2 = domino,
dlazdice 1 x 1 = monomino.

Pn = pocet zpusobu, jak pomoci monomin a domin vyplnit
obdélnik 1 x n

p1:11p2:21p3:3
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Uloha o dlazdicich, 1. verze (1)

Kolika zpulsoby Ize pomoci dlazdic o rozmérech1 x 1 a1 x 2
vyplnit obdéinik o rozmérech 1 x n?

Terminologie: dlazdice 1 x 2 = domino,
dlazdice 1 x 1 = monomino.

Pn = pocet zpusobu, jak pomoci monomin a domin vyplnit
obdélnik 1 x n

p1:11p2:21p3:3
po =1
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Uloha o dlazdicich, 1. verze (1)

Kolika zpulsoby Ize pomoci dlazdic o rozmérech1 x 1 a1 x 2
vyplnit obdéinik o rozmérech 1 x n?

Terminologie: dlazdice 1 x 2 = domino,
dlazdice 1 x 1 = monomino.

Pn = pocet zpusobu, jak pomoci monomin a domin vyplnit
obdélnik 1 x n

P :11p2:21p3:3
po =1
Ukazeme, ze p, = Fp.

Staci oveéfit, Ze posloupnost {ps}5°; spliuje stejny rekurentni
vztah jako {Fp}>2,.
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Uloha o dlazdicich, 1. verze (2)

Dva zpusoby, jak zacit vyplfovat obdélnik 1 x n pomoci

monomin a domin:
Pn-1
Pn { n—1
n Pn—2

n—2

Pn = Pn-1+Pn-2, N=>2
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Uloha o dlazdicich, 1. verze (2)

Dva zpusoby, jak zacit vyplfovat obdélnik 1 x n pomoci

monomin a domin:
Pn-1
Pn { n—1
n Pn—2

n—2

Pn = Pn-1+Pn-2, N=>2

=ppn=Fn, neNy
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Uloha o dlaZdicich, 2. verze

Kolika zpUsoby Ize pomoci dlazdic o rozmérech 1 x 2 vyplnit
obdélnik o rozmérech 2 x n?
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Uloha o dlaZdicich, 2. verze

Kolika zpUsoby Ize pomoci dlazdic o rozmérech 1 x 2 vyplnit
obdélnik o rozmérech 2 x n?

gn = pocCet zplsobl
Q@=1,q=1,0=20g=3
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Uloha o dlaZdicich, 2. verze

Kolika zpUsoby Ize pomoci dlazdic o rozmérech 1 x 2 vyplnit
obdélnik o rozmérech 2 x n?

gn = pocCet zplsobl
Q@=1,q=1,0=20g=3
Dva zpuUsoby, jak zacit vyplhovat obdélnik 2 x n pomoci domin:

qn—-1
Qn { n—1
n qn—2
n—2

9n = Qn-1+Qn2, N=>2
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Uloha o dlaZdicich, 2. verze

Kolika zpUsoby Ize pomoci dlazdic o rozmérech 1 x 2 vyplnit
obdélnik o rozmérech 2 x n?

gn = pocCet zplsobl
Q@=1,q=1,0=20g=3
Dva zpuUsoby, jak zacit vyplhovat obdélnik 2 x n pomoci domin:

qn—-1
Qn { n—1

n qn—2

n—2

9n = Qn-1+Qn2, N=>2

=gn=Fn neNg
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Uloha o dlaZdicich, 2. verze

Kolika zpUsoby Ize pomoci dlazdic o rozmérech 1 x 2 vyplnit
obdélnik o rozmérech 2 x n?

gn = pocCet zplsobl
Q@=1,q=1,0=20g=3
Dva zpuUsoby, jak zacit vyplhovat obdélnik 2 x n pomoci domin:

qn—-1
Qn { n—1

n qn—2

n—2

9n = Qn-1+Qn2, N=>2

=gn=Fn neNg

Jaky je vztah mezi obéma ulohami?
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Uloha o schodisti (1)

Kolika zpusoby Ize vystoupat po schodisti o n schodech,
jestlize v kazdém kroku mizeme vynechat nejvySe 1 schod?
Na kazdy schod, na ktery vstoupime, S§lapneme levou i pravou
nohou a nezalezi na tom, v jakém poradi to ucinime.
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Uloha o schodisti (1)

Kolika zpusoby Ize vystoupat po schodisti o n schodech,
jestlize v kazdém kroku mizeme vynechat nejvySe 1 schod?
Na kazdy schod, na ktery vstoupime, S§lapneme levou i pravou
nohou a nezalezi na tom, v jakém poradi to ucinime.

I, = pocCet zpusobU
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Uloha o schodisti (2)

Existuji dvé moznosti, jak zacit:
@ Slapneme na 1. schod; zbyva n — 1 schodl, které Ize
zdolat r,_1 zpUsoby.
@ Vynechame 1. schod, §lapneme na 2. schod; zbyva
n — 2 schodu, které Ize zdolat r,_» zpUusoby.

In="Ih—1+Ih_2 N>2
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Uloha o schodisti (2)

Existuji dvé moznosti, jak zacit:

@ Slapneme na 1. schod; zbyva n — 1 schodl, které Ize
zdolat r,_1 zpUsoby.

@ Vynechame 1. schod, §lapneme na 2. schod; zbyva
n — 2 schodu, které Ize zdolat r,_» zpUusoby.

In="Ih—1+Ih_2 N>2

=rm=F, neNj
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Hazeni minci (1)

Hodime-li n-krat minci, jaka je pravdépodobnost, Ze nikdy
nepadne dvakrat po sobé rub?
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Hazeni minci (1)

Hodime-li n-krat minci, jaka je pravdépodobnost, Ze nikdy
nepadne dvakrat po sobé rub?

posloupnost hodl = uspofadana n-tice sestavena z pismen
R (rub) a L (lic)
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Hazeni minci (1)

Hodime-li n-krat minci, jaka je pravdépodobnost, Ze nikdy
nepadne dvakrat po sobé rub?

posloupnost hodl = uspofadana n-tice sestavena z pismen
R (rub) a L (lic)

PocCet vSech moznosti je 2".
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Hazeni minci (1)

Hodime-li n-krat minci, jaka je pravdépodobnost, Ze nikdy
nepadne dvakrat po sobé rub?

posloupnost hodl = uspofadana n-tice sestavena z pismen
R (rub) a L (lic)

PocCet vSech moznosti je 2".

an = pocet priznivych moznosti (dvé R nejsou vedle sebe)

Antonin Slavik Fibonacciho ¢isla



Hazeni minci (1)

Hodime-li n-krat minci, jaka je pravdépodobnost, Ze nikdy
nepadne dvakrat po sobé rub?

posloupnost hodl = uspofadana n-tice sestavena z pismen
R (rub) a L (lic)

PocCet vSech moznosti je 2".
an = pocet priznivych moznosti (dvé R nejsou vedle sebe)

a; =2 (R, L),
a = 3 (RL, LR, LL),
as =5 (RLR, RLL, LARL, LLL, LLR)
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Hazeni minci (1)

Hodime-li n-krat minci, jaka je pravdépodobnost, Ze nikdy
nepadne dvakrat po sobé rub?

posloupnost hodl = uspofadana n-tice sestavena z pismen
R (rub) a L (lic)

PocCet vSech moznosti je 2".
an = pocet priznivych moznosti (dvé R nejsou vedle sebe)

a; =2 (R, L),
a = 3 (RL, LR, LL),
as =5 (RLR, RLL, LARL, LLL, LLR)

Hypotéza: a, = Fp. 1

Antonin Slavik Fibonacciho ¢isla



Hazeni minci (2)

Jak mlze zacinat pfipustna n-tice pismen R a L?
@ Zacina pismenem L, nasleduje libovolna pripustna

(n—1)-tice.
@ Zacina pismenem R, nasleduje L, poté libovolna pfipustna
(n—2)-tice.

an — an71 + anfz, n Z 3
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Hazeni minci (2)

Jak mlze zacinat pfipustna n-tice pismen R a L?
@ Zacina pismenem L, nasleduje libovolna pripustna

(n—1)-tice.
@ Zacina pismenem R, nasleduje L, poté libovolna pfipustna
(n—2)-tice.

an — an71 + anfz, n Z 3

a; =2 = Fp, ao = 3 = F3, kazdy dalsi ¢len posloupnosti
{an}s 4 je souctem predchozich dvou = a, = Fpy1.
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Hazeni minci (2)

Jak mlze zacinat pfipustna n-tice pismen R a L?
@ Zacina pismenem L, nasleduje libovolna pripustna
(n—1)-tice.
@ Zacina pismenem R, nasleduje L, poté libovolna pfipustna
(n—2)-tice.
an=ap-1+anp2 n>3

a; =2 = Fp, ao = 3 = F3, kazdy dalsi ¢len posloupnosti
{an}s 4 je souctem predchozich dvou = a, = Fpy1.

Hledana pravdépodobnost je

_an_Fn-H
Ton T oon
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Vypocet Fibonacciho Cisel (1)

Véta. Pro kazdou dvojici ¢isel m, n € N plati
Fn+m: FnFm+Fn—1Fm—1'

Antonin Slavik Fibonacciho ¢isla



Vypocet Fibonacciho Cisel (1)

Véta. Pro kazdou dvojici ¢isel m, n € N plati
Fn+m: FnFm+Fn_1Fm_1.

Dlkaz. F,;m = poCet zplsobd, jak vyplnit obdélnik 1 x (n+ m)
pomoci monomin a domin.
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Vypocet Fibonacciho Cisel (1)

Véta. Pro kazdou dvojici ¢isel m, n € N plati
Fn+m: FnFm+Fn_1Fm_1.

Dlkaz. F,;m = poCet zplsobd, jak vyplnit obdélnik 1 x (n+ m)
pomoci monomin a domin.
Jaka je situace ve vzdalenosti n od levého okraje obdélniku?

@ Dotykaji se zde dvé dlazdice. Téchto moznosti je FnFn.

@ Je zde stfed domina. Téchto moznosti je Fp_1Fm_1.

0 1 ... n c. n—+m
F, Fn
n m
anl Fm—l

n—1 m—1
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Vypocet Fibonacciho Cisel (2)

Dokazali jsme:
Fn+m: FnFm+ Fn1Fm_1.

Dusledky:
@ Pro m = nplati
Fon = Ff + Fi_+.
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Vypocet Fibonacciho Cisel (2)

Dokazali jsme:
Fn+m: FnFm+ Fn1Fm_1.

Dusledky:
@ Pro m= nplati
Fon= F5 + FZ 4.
@ Pro m= n+ 1 plati

Foni1 = FnFnit 4 Fno1Fn = Fa(Fpit 4+ Fpq) =
= (Fns1 = Foot)(Foyr + Fot) = FR — Fy.
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Vypocet Fibonacciho Cisel (2)

Dokazali jsme:
Fn+m: FnFm+ Fn1Fm_1.
Dusledky:

@ Pro m= nplati
Fon= F5 + FZ 4.

@ Pro m= n+ 1 plati
F2n+1 :FnFn—H +Fn—1Fn:Fn(Fn+1 +Fn—1):
= (Fnst — Fo1)(Fost + Foot) = FE .y — FE 4.

Napfiklad
Fioo = F& + Fio,

Fso = Fls + Fhy, Fag = F55 — F33.
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Vypocet Fibonacciho Cisel (3)

Véta. Pro kazdé n € Ny plati

F_1 1+\/§n+1 1_\/517—%-1
n—ﬁ > - 5 .
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Vypocet Fibonacciho Cisel (3)

Véta. Pro kazdé n € Ny plati

F_1 1+\/§n+1 1_\/5174-1
n—ﬁ > - 5 .

Duikaz indukci:
Pro n = 0 je na pravé strané

(B8 =1=h
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Vypocet Fibonacciho Cisel (3)

Véta. Pro kazdé n € Ny plati

F_1 1+\/§n+1 1_\/5n+1
n—ﬁ > - 5 .

Duikaz indukci:
Pro n = 0 je na pravé strané

1 (M_M):‘]_

s\ 2 2

Pro n =1 je na pravé strané

() () - o
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Vypocet Fibonacciho Cisel (4)

Dokonceni diikazu, indukéni krok:n—1,n—2=n

2
1 (18T (1445 s\ (s
=7 +2f +2f+1 _(T> 7+1)
_ 1 | (1+VB

= T 2




Vypocet Fibonacciho Cisel (5)

Dokazali jsme:

n+1 n+1
Fn\;g(<1+2\/5> _(1—2\/5> ) ne N,

@ Binetuv vzorec (1843), ale byl znam uz v 18. stoleti
(Abraham de Moivre, Daniel Bernoulli)
@ Neprili§ vhodny pro praktické vypocty (odmocniny)

n+1
@ Scitanec (%) rychle konverguje k nule, proto

F;L 1+\/5 n+1
n—\/g > .

Fibonacciho posloupnost roste pfiblizné stejné rychle jako
geometricka posloupnost s kvocientem 1%@ Plati
lim Fnis = 1 +\/5.

n—oo  Fp 2
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