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Vyukové cile

@ Umeét prevést zadany problém na ulohu stejného typu, ale
mensiho rozsahu

@ Veédet, jak tento prevod vyjadfit ve tvaru rekurentni rovnice
@ Ovladat elementarni metody feSeni rekurentnich rovnic
@ Dokazat postupy ilustrovat na prikladech
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Hanojské véze (1)

@ Kdispozici 3 koliky a 8 kotouc¢u riznych velikosti.
@ Na zacatku hry vSechny kotouce na levém koliku, Ukolem
je prenést kotouce na pravy kolik.
@ V kazdém kroku prfemistujeme jeden kotou€ z jednoho
koliku na jiny, vétSi kotou¢ nikdy nesmi lezet na mensim.
Jaky je nejmensi pocet krok( potfebnych k dosazeni cile?
Ma uloha feseni? )
(Edouard Lucas, 1883)
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Hanojské véze (2)
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Hanojské véze (3)

Vv,

ap = minimalni pocet kroku potfebnych k vyfeSeni tlohy s n kotouci
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Hanojské véze (3)

Vv,

ap = minimalni pocet kroku potfebnych k vyfeSeni tlohy s n kotouci

a=1,a=3
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Hanojské véze (3)

Vv,

ap = minimalni pocet kroku potfebnych k vyfeSeni tlohy s n kotouci

a=1,a=3

PocCet kroku nezalezi na tom, ktery kolik je startovni a ktery
cilovy
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Hanojské véze (4)

Pokud umime vytesit tlohu s n — 1 kotouci, umime téz vyresit
Ulohu s n kotouci.

Antonin Slavik Ulohy vedouci na rekurentni rovnice



Hanojské véze (4)

Pokud umime vytesit tlohu s n — 1 kotouci, umime téz vyresit
Ulohu s n kotouci.

@ Pfemistime vrchnich n — 1 kotou€u na prostfedni kolik
(an—_1 kroku).

@ Preneseme nejvétsi kotou€ z levého koliku na pravy
(1 krok).

@ Pfemistime n — 1 kotouc€u z prostfedniho koliku na pravy
(an_1 kroku).
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Hanojské véze (4)

Pokud umime vytesit tlohu s n — 1 kotouci, umime téz vyresit
Ulohu s n kotouci.

@ Pfemistime vrchnich n — 1 kotou€u na prostfedni kolik
(an—_1 kroku).

@ Preneseme nejvétsi kotou€ z levého koliku na pravy
(1 krok).

@ Pfemistime n — 1 kotouc€u z prostfedniho koliku na pravy
(an_1 kroku).

Zadny jednodussi zplisob Fedeni neexistuje.
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Hanojské véze (4)

Pokud umime vytesit tlohu s n — 1 kotouci, umime téz vyresit
Ulohu s n kotouci.

@ Pfemistime vrchnich n — 1 kotou€u na prostfedni kolik
(an—_1 kroku).

@ Preneseme nejvétsi kotou€ z levého koliku na pravy
(1 krok).

@ Pfemistime n — 1 kotouc€u z prostfedniho koliku na pravy
(an_1 kroku).

Zadny jednodussi zplisob Fedeni neexistuje.
Pro kazdé n > 2 tedy plati

an=ap1+1+ap,

neboli a, = 2a,_1 + 1.
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Hanojské véze (5)

n|1]2|3|4|5]|6] 7|8

an | 1|3 |7[15|31 |63 127 | 255

K vyfeSeni Ulohy s 8 kotouci je zapotrebi 255 kroku.
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Hanojské véze (5)

n|1]2|3|4|5]|6] 7|8

ap|1]3]7|15]31[63]127 | 255
K vyfeSeni Ulohy s 8 kotouci je zapotrebi 255 kroku.

Hypotéza:
apn=2"-1, neN.
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Hanojské véze (5)

n|1]2|3|4|5]|6] 7|8

ap|1]3]7|15]31[63]127 | 255
K vyfeSeni Ulohy s 8 kotouci je zapotrebi 255 kroku.

Hypotéza:
apn=2"-1, neN.

Dudkaz indukei:

Pron=1vychazi2' -1 =1 = a.
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Hanojské véze (5)

n|1]2|3|4|5]|6] 7|8
a, | 1|87 ]15[31]63| 127 | 255

K vyfeSeni Ulohy s 8 kotouci je zapotrebi 255 kroku.

Hypotéza:
a,=2"-1, neN.

Ddkaz indukei:
Pron=1vychazi2' -1 =1 = a.

Indukéni krok: Pokud a,_ = 2"~' — 1, pak z rekurentni rovnice
plyne

an=2a, 1+1=2-2""—1)+1=2"—24+1=2"—1,
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Jiné odvozeni:

=281 +1

an+1=2ap_4 _|_2=2(an_1 +1)

D=y -

v
a
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Hanojské véze (6)

Jiné odvozeni:

anzzan_1 +1

Substituce b, = a, + 1 pro kazdé n € N:
bn = 2bn—1

{bn}22 , je geometricka posloupnost s kvocientem 2.
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Hanojské véze (7)

@ Varianta se Ctyfmi koliky a n disky je tézka.
@ Nejmensi pocet krok( potfebnych k vyfeSeni této Ulohy Ize
vypocitat pomoci tzv. Frame-Stewartova algoritmu.

@ Algoritmus je znam od roku 1941, jeho spravnost dokézal
francouzsky matematik Thierry Bousch v roce 2014.

The Tower

B
Myths and
Maths

Second Edition
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PFfimky v roviné (1)

Na jaky maximalni poCet kusu Ize rozkrajet kolac€ ve tvaru kruhu
pomoci n rovnych fez(?
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Primky v roviné (1)

Na jaky maximalni pocet kusu Ize rozkrajet kolac ve tvaru kruhu

pomoci n rovnych fez? - -
B &
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Primky v roviné (1)

Na jaky maximalni poCet kusu Ize rozkrajet kolac€ ve tvaru kruhu

pomoci n rovnych fezu? - -
B &

Ekvivalentni uloha: Jaky maximalni poCet oblasti mize
vzniknout, jestlize pomoci n pfimek rozdélime rovinu?

(Jakob Steiner, 1826)
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Primky v roviné (1)

Na jaky maximalni poCet kusu Ize rozkrajet kolac€ ve tvaru kruhu

pomoci n rovnych fez(? v v
&

Ekvivalentni uloha: Jaky maximalni poCet oblasti mize
vzniknout, jestlize pomoci n pfimek rozdélime rovinu?

(Jakob Steiner, 1826)
L, = maximalni pocCet oblasti v roviné pfi sestrojeni n pfimek
Li=2,L,=4,13=7,...
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Primky v roviné (2)

3a

@ Predpokladejme, ze v roviné je jiz n — 1 primek.

@ n-ta pfimka muze protnout v§echny z nich.

@ Prislusné prusecCiky déli n-tou pfimku na nejvyse n Usekd.

@ Kazdy takovy Usek déli nékterou stavajici oblast roviny na
dvé podoblasti.
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Primky v roviné (2)

3a

@ Predpokladejme, ze v roviné je jiz n — 1 primek.
@ n-ta pfimka muze protnout v§echny z nich.
@ Prislusné prusecCiky déli n-tou pfimku na nejvyse n Usekd.
@ Kazdy takovy Usek déli nékterou stavajici oblast roviny na
dvé podoblasti.
P¥i sestrojeni n-té pfimky se pocCet oblasti zvétsi
maximalné o n.
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Primky v roviné (2)

3a

@ Predpokladejme, ze v roviné je jiz n — 1 primek.
@ n-ta pfimka muze protnout v§echny z nich.
@ Prislusné prusecCiky déli n-tou pfimku na nejvyse n Usekd.
@ Kazdy takovy Usek déli nékterou stavajici oblast roviny na
dvé podoblasti.
P¥i sestrojeni n-té pfimky se pocCet oblasti zvétsi
maximalné o n.
Je jich pravé n, pokud pfimky volime tak, aby kazdé dvé byly
riiznobézné a zadné tfi nemély spole¢ny bod.
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Primky v roviné (3)

Z predchozi uvahy plyne, ze pro n > 2 plati vztah
Ln == Ln_1 + n.
Opakovanym pouzitim tohoto vztahu dostaneme

Lhn=Lp1+n=
=Lpo+(n—1)+n=
=L, 3+(n-2)+(n—-1)+n=

=[4+24+3+---+n=
n(n+1)
= —F"+1.
5 +
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Uloha o zajatcich (1)

n zajatcum Cekajicim na popravu bylo nafizeno, aby se
rozestavili do kruhu. Postupné bude popravovan kazdy druhy
zajatec tak dlouho, dokud nezlstane nazivu posledni; tomu
bude udélena milost. Zjistéte, ktery zajatec zlGstane nazivu.
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Uloha o zajatcich (1)

n zajatcum Cekajicim na popravu bylo nafizeno, aby se
rozestavili do kruhu. Postupné bude popravovan kazdy druhy
zajatec tak dlouho, dokud nezlstane nazivu posledni; tomu
bude udélena milost. Zjistéte, ktery zajatec zlGstane nazivu.

Cisla1,...,n
j(n) = Cislo pfeZivsiho zajatce

Pfiklad: j(10) = 5
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Uloha o zajatcich (1)

n zajatcum Cekajicim na popravu bylo nafizeno, aby se
rozestavili do kruhu. Postupné bude popravovan kazdy druhy
zajatec tak dlouho, dokud nezlstane nazivu posledni; tomu
bude udélena milost. Zjistéte, ktery zajatec zlGstane nazivu.

Cislat,...,n

j(n) = Cislo pfeZivsiho zajatce

Priklad: j(10) =5

Jj()=j2)=1.

Pro j(n), kde n > 3, odvodime rekurentni rovnici.
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@ nsudé, n=2k
PocateCnistav:i1 2 3 4 ... 2k—1 2k




@ nsudé, n=2k
PocateCnistav:i1 2 3 4 ... 2k—1 2k
Po1.kole:1 3 5 ... 2k —1




Uloha o zajatcich (2)

@ nsudé, n=2k
PocateCnistav:i1 2 3 4 ... 2k—1 2k
Po1.kole:1 3 5 --- 2k—1
Zbyva k zajatcl
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Uloha o zajatcich (2)

@ nsudé, n=2k
PocateCnistav:i1 2 3 4 ... 2k—1 2k
Po1.kole:1 3 5 --- 2k—1
Zbyva k zajatcu, prezije j(k)-ty z nich
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Uloha o zajatcich (2)

@ nsudé, n=2k
PocateCnistavi1 2 3 4 --- 2k—1 2k
Po1.kole:1 3 5 .- 2k —1
Zbyva k zajatcu, prezije j(k)-ty z nich, ma Cislo 2j(k) — 1
J(2k) = 2j(k) —1
@ nsudé, n=2k +1
PocateCnistav:1 2 3 4 ... 2k—1 2k 2k+1
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Uloha o zajatcich (2)

@ nsudé, n=2k
PocateCnistav:i1 2 3 4 ... 2k—1 2k
Po1.kole:1 3 5 --- 2k—1
Zbyva k zajatcu, prezije j(k)-ty z nich, ma Cislo 2j(k) — 1

j(2K) = 2j(K) 1

@ nsudé, n=2k +1
Pocatecnistav:1 2 3 4 ... 2k—1 2k 2k+1
Po1.kole:1 3 5 ... 2k—1 2k +1
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Uloha o zajatcich (2)

@ nsudé, n=2k
Pocate¢ni stavi1 2 3 4 ... 2k—1 2k
Po1.kole:1 3 5 ... 2k -1
Zbyva k zajatcu, prezije j(k)-ty z nich, ma Cislo 2j(k) — 1

J(2k) = 2j(k) — 1

@ nsudé, n=2k +1
PocateCnistavi1 2 3 4 ... 2k—1 2k 2k +1
Po1.kole:1 3 5 ... 2k—1 2k+1

DalSi krok:3 5 --- 2k—1 2k+1
Zbyva k zajatcu
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Uloha o zajatcich (2)

@ nsudé, n=2k
Pocate¢ni stavi1 2 3 4 ... 2k—1 2k
Po1.kole:1 3 5 ... 2k -1
Zbyva k zajatcu, prezije j(k)-ty z nich, ma Cislo 2j(k) — 1

J(2k) = 2j(k) — 1

@ nsudé, n=2k +1
PocateCnistavi1 2 3 4 ... 2k—1 2k 2k +1
Po1.kole:1 3 5 ... 2k—1 2k+1

DalSi krok:3 5 --- 2k—1 2k+1
Zbyva k zajatcu, prezije j(k)-ty z nich
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Uloha o zajatcich (2)

@ nsudé, n=2k
PocateCnistav:i1 2 3 4 ... 2k—1 2k
Po1.kole:1 3 5 --- 2k—1
Zbyva k zajatcu, prezije j(k)-ty z nich, ma Cislo 2j(k) — 1

j(2K) = 2j(K) 1

@ nsudé, n=2k +1
PocateCnistav:i1 2 3 4 - 2k—1 2k 2k +1
Po1.kole:1 3 5 --- 2k—1 2k +1
Dalsikrok:3 5 --- 2k—1 2k+1
Zbyva k zajatcu, prezije j(k)-ty z nich, ma Cislo 2j(k) + 1

J(2k +1) = 2j(k) + 1
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n |1]2]3]|4]|5|6|7[8]9]10

jiny |1 ][1|3]1[38|5[7|1]3]5
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Uloha o zajatcich (3)

n |[1]2]3]4|5[6]7][8]9]10
jim1]1]3[1]3[5[7[1]3]5
35

30

25

20

15

10

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Hypotézy:
@ Pokud nje mocnina 2, pak j(n) = 1.

@ S kazdym zvySenim n o 1 narusta j(n) o 2, dokud
nenarazime na dalSi mocninu 2.
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Hypotéza: Je-lin=2m+ [, kde | € {0,...,2™ — 1}, pak
j(n) =2/ +1.




Uloha o zajatcich (4)

Hypotéza: Je-lin=2"+/,kde | € {0,...,2™ — 1}, pak

j(n)=2/+1.

Dukaz matematickou indukci:
on=1=2420=m=0,/=0a2/+1=1, tvrzeni plati.
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Uloha o zajatcich (4)

Hypotéza: Je-lin=2"+/,kde | € {0,...,2™ — 1}, pak

j(n)=2/+1.

Dukaz matematickou indukci:
on=1=2420=m=0,/=0a2/+1=1, tvrzeni plati.

Indukéni krok, hypotéza platipro 1,...,n—1:
@ n=2"+/je sudé, tj. n = 2k:
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Uloha o zajatcich (4)

Hypotéza: Je-lin=2"+/,kde | € {0,...,2™ — 1}, pak
j(n)=21+1.
Ddkaz matematickou indukci:
on=1=2420=m=0,/=0a2/+1=1, tvrzeni plati.
Indukéni krok, hypotéza platipro 1,...,n—1:
@ n=2"+/je sudé, tj. n = 2k:
N oy oiey A —oi (M _oifom=t, !\ 4 _
i(n) = j(2k) = 2j(k) =1 = 2] (5) —1=2] (2 +2> 1=

:2-(2~;+1)—1:2/+1.

e n=2"+1/jeliché, tj. n=2k 4+ 1:
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Uloha o zajatcich (4)

Hypotéza: Je-lin=2"+/,kde | € {0,...,2™ — 1}, pak

j(n)=2/+1.

Dukaz matematickou indukci:
on=1=2420=m=0,/=0a2/+1=1, tvrzeni plati.

Indukéni krok, hypotéza platipro 1,...,n—1:
@ n=2"+/je sudé, tj. n = 2k:
, . Y 4 _ o Q 4 _o; m—1 i 4
(n) = j(2k) = 2j(k) = 1 = 2j (3 1—2](2 +2> 1=
:2-(2-£+1)—1:21+1.

e n=2"+1/jeliché, tj. n=2k 4+ 1:

j(n) = j(2k +1) = 2j(k) + 1 = 2] <”21) .

—2j<2m“+/_21>+1—2-(2~/_21+1)+1—2/+1.
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Pfiklad: j(100) =?




Uloha o zajatcich (5)

Piklad: j(100) =?

100 =64 +36 =26+ 36 = m=6, /=36 = j(100)=2-36+1 =73
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Uloha o zajatcich (5)

Piklad: j(100) =?
100 =64 +36=26+36=m=6,/=236=(100) =236+ 1 =73

@ Uloha o zajatcich = Josephus problem
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Uloha o zajatcich (5)

Piklad: j(100) =?
100 =64 +36=26+36=m=6,/=236=(100) =236+ 1 =73

@ Uloha o zajatcich = Josephus problem

@ Roku 67 n. |. se Josef Flavius se svymi 40 zidovskymi
spolubojovniky ocitl v obkligeni Rimany. Kdyz poznali, ze
nemaji $anci vyvaznout, rozhodli se radéji pozabijet.
Flavius spolu s jednim dalSim muzem ale méli Stésti,
zUstali nazivu jako posledni a zachranili si zivot tim, Ze se
vzdali Rimandm.
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Uloha o zajatcich (5)

Piklad: j(100) =?
100 =64 +36=26+36=m=6,/=236=(100) =236+ 1 =73

@ Uloha o zajatcich = Josephus problem

@ Roku 67 n. |. se Josef Flavius se svymi 40 zidovskymi
spolubojovniky ocitl v obkli¢eni Rimany. Kdyz poznali, Zze
nemaji $anci vyvaznout, rozhodli se radéji pozabijet.
Flavius spolu s jednim dalSim muzem ale méli Stésti,
zUstali nazivu jako posledni a zachranili si Zivot tim, Ze se
vzdali Rimanam.

@ Je nepravdépodobné, Ze by se Zidé navzajem zabijeli
podle pravidel tlohy o zajatcich.
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Uloha o zajatcich (5)

Piklad: j(100) =?

100 =644+36=25+36=m=6,/=236=j(100)=2-36+1=73

Uloha o zajatcich = Josephus problem

Roku 67 n. |. se Josef Flavius se svymi 40 Zidovskymi
spolubojovniky ocitl v obkligeni Rimany. Kdyz poznali, ze
nemaji $anci vyvaznout, rozhodli se radéji pozabijet.
Flavius spolu s jednim dalSim muzem ale méli Stésti,
zUstali nazivu jako posledni a zachranili si zivot tim, Ze se
vzdali Rimandm.

Je nepravdépodobné, Ze by se Zidé navzajem zabijeli
podle pravidel tlohy o zajatcich.

Autofi sttredovékych a novovékych sbirek tloh spojili
matematicky problém s Flaviovym pfibéhem, aby jej ucinili
atraktivnéjsim.
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