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Vyukové cile

@ Naucit se nové pojmy (sit, vézovy polynom, nezavislé site,
permutace s omezujicimi podminkami) a umét je ilustrovat
na prikladech

@ Umeét prevést Ulohu o permutacich s omezujicimi
podminkami na rozmistovani vézi

@ Ovladat pouziti vzorce pro pocet permutaci s omezujicimi
podminkami pfi feSeni konkrétnich uloh
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Sité

Necht je dan ¢tverec o rozmérech n x nrozdéleny na
jednotkova policka. Libovolna mnozina téchto policek se
nazyva sit.
Priklad sité ve Ctverci 4 x 4:
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S={[1,2],[1,3],[2,1],[2,4],[3,2], 4, 3]}
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Cisla vk(S) a v&Zové polynomy

Necht je dana sit' S. Pro kazdé k € N definujeme

vk(S) = pocet zpusobd, jak rozmistit k neohroZzujicich se
vézi na policka sité S.

Dvé véze se ohrozuji, pokud jsou ve stejném fadku nebo
sloupci. UvaZzujeme pouze véze jedné barvy, tj. véze, které jsou
navzajem nerozlisitelné.

Déle definujeme v(S) = 1.
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Cisla vk(S) a v&Zové polynomy

Necht je dana sit' S. Pro kazdé k € N definujeme

vk(S) = pocet zpusobd, jak rozmistit k neohroZzujicich se
vézi na policka sité S.

Dvé véze se ohrozuji, pokud jsou ve stejném fadku nebo
sloupci. UvaZzujeme pouze véze jedné barvy, tj. véze, které jsou
navzajem nerozlisitelné.

Déle definujeme v(S) = 1.
Polynom

v(x,8) =) vk(8)x¥

k>0
se nazyva vézovym polynomem sité S.

Soucet v definici vézového polynomu je vzdy konecny.
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Ptiklady (1)

Najdéte véZovy polynom sité tvofené jednim radkem a jednim
sloupcem.
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Ptiklady (1)

Najdéte véZovy polynom sité tvofené jednim radkem a jednim
sloupcem.

o v(S) =1
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Ptiklady (1)

Najdéte véZovy polynom sité tvofené jednim radkem a jednim
sloupcem.

o v(S) =1
o vi(S)=2n—1
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Ptiklady (1)

Najdéte véZovy polynom sité tvofené jednim radkem a jednim
sloupcem.

o w(S) =1
o vi(S)=2n—1
® »(S)=(n-1)?
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Ptiklady (1)

Najdéte véZovy polynom sité tvofené jednim radkem a jednim
sloupcem.

° 1(S)=1

o vi(S)=2n-1

® »(S)=(n-1)?

@ vx(S) =0prokazdé k > 2
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Ptiklady (1)

Najdéte vézovy polynom sité tvofené jednim fadkem a jednim
sloupcem.

o w(S) =1
o vi(S)=2n—1
® »(S)=(n-1)?

@ v(S) =0prokazdé k > 2
@ V&zovy polynom je v(x,S) =14 (2n— 1)x + (n — 1)?x2.
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Piklady (2)

Najdéte véZovy polynom sité tvofené vSemi diagonalnimi
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Piklady (2)

Najdéte véZovy polynom sité tvofené vSemi diagonalnimi

\\|

\§

N\

° 1(S)=1
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Piklady (2)

Najdéte véZovy polynom sité tvofené vSemi diagonalnimi

\\|

\§

N\

n

® W(S)=1
@ v(S) = (}) prokazdé k € {1,...,n}
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Piklady (2)

Najdéte véZovy polynom sité tvofené vSemi diagonalnimi

\\|

\§

N\

n

°® (S)=
@ v(S) = (}) prokazdé k € {1,...,n}
@ vi(S) =0prokazdé k > n
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Piklady (2)

Najdéte vézovy polynom sité tvofené vSemi diagonalnimi

\\|

\§

N\

n

® W(S)=1

@ v(S) = (}) prokazdé k € {1,...,n}
@ v(S)=0prokazde k > n

@ Vézovy polynom je

V(x,8) =1+ 3%y (X" = koo (DX = (1 +x)".
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Priklady (3)

Najdéte véZovy polynom sité tvofené vsemi policky.

u
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Priklady (3)

Najdéte véZovy polynom sité tvofené vsemi policky.

u
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Priklady (3)

Najdéte véZovy polynom sité tvofené vsemi policky.

o vo(S) = 1 !

@ v(S) =0provsechnak > n
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Priklady (3)

Najdéte véZovy polynom sité tvofené vsemi policky.

i

o (S =1
@ v(S)=0prov8echnak > n
@ vy(S)=n!
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Priklady (3)

Najdéte véZovy polynom sité tvofené vsemi policky.

H

o v(S) =1

@ v(S) =0provsechnak > n

° vy(S)=n!

° v(S)=(y ) k! pro véechna k € {0,...,n}
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Priklady (3)

Najdéte vézovy polynom sité tvofené vsemi policky.

i

o v(S) =1

@ v(S) =0provsechnak > n

° vy(S)=n!

° v(S)=(y ) k! pro véechna k € {0,...,n}
@ Vézovy polynom je v(x,S) = > p_ o( ) kixk.
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Nezavislé sité

Dvé sité Sy, S, ve Ctverci n x n se nazyvaji nezavislé, pokud
kazda dvé policka p; € Sy, po € Ss lezi v riznych fadcich
i sloupcich.
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Nezavislé sité

Dvé sité Sy, S, ve Ctverci n x n se nazyvaji nezavislé, pokud
kazda dvé policka p; € Sy, po € Ss lezi v riznych fadcich
i sloupcich.

Véta. Si, S; nezavislé = v(x, S; U Sy) = v(x, Sy) - v(x, S).
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Nezavislé sité

Dvé sité Sy, S, ve Ctverci n x n se nazyvaji nezavislé, pokud
kazda dvé policka p; € Sy, po € Ss lezi v riznych fadcich
i sloupcich.

Véta. Si, S; nezavislé = v(x, S; U Sy) = v(x, Sy) - v(x, S).
Dukaz.

K
W(S1US)=> " vi(S1) - w-i(S)
=0 . e —
ivezinaSy k—ivézina S,
v(x,S1) - v(x,Sp) = vi(SOX | | D vm(So)x™ | =
>0 m>0

K
Z (S1)vk— 132)) =

k S1 U SQ)X = V(X Sy U 82)

=
V

0

I
M‘

>
%

0
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Nezavislé sité — priklad
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Nezavislé sité — priklad
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v(x,S1) =1+ 5x + 4x2



Nezavislé sité — priklad

.
’

-

.

v(x,S1) =1+ 5x + 4x2
v(x,S2) =1+ 4x +2x?



Nezavislé sité — priklad

.
’

-

.

v(x,S1) =1+ 5x + 4x2

v(x,S2) =1+ 4x +2x?

Vézovy polynom celé sité je

v(x,S) = v(x,Sy) - v(x,S2) = (1 4+ 5x +4x?) - (1 + 4x +2x%) =
=1+ 9x +26x% + 26x° + 8x*.
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Vice nezavislych siti

Vétu o nasobeni vézovych polynomul nezavislych siti I1ze
indukci rozsifit na vice nez dveé site.

.
N .

N\
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Vice nezavislych siti

Vétu o nasobeni vézovych polynomul nezavislych siti I1ze
indukci rozsifit na vice nez dveé site.

.
N .

N\

@ n nezavislych siti tvofenych jednim poliCkem

n
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Vice nezavislych siti

Vétu o nasobeni vézovych polynomul nezavislych siti I1ze
indukci rozsifit na vice nez dveé site.

.
N .

N\

@ n nezavislych siti tvofenych jednim poliCkem
@ Vézovy polynom kazdé dilci sité je 1 + x.

n
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Vice nezavislych siti

Vétu o nasobeni vézovych polynomul nezavislych siti I1ze
indukci rozsifit na vice nez dveé site.

.
N .

N\

@ n nezavislych siti tvofenych jednim poliCkem
@ Vézovy polynom kazdé dilci sité je 1 + x.
@ Vézovy polynom celé sité je v(x,S) = (1 + x)".

n
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Rozklad na mensi sité

Véta. Necht je dana sit' S a policko w € S. Jestlize S, znaci
sit S\ {w} a S}, znadi sit vzniklou ze sité S odstranénim v§ech
poliCek lezicich ve stejném fadku nebo sloupci jako w, pak

v(x,S) = v(x,Sw) + x - v(x,S,).
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Rozklad na mensi sité

Véta. Necht je dana sit' S a policko w € S. Jestlize S, znaci
sit S\ {w} a S}, znadi sit vzniklou ze sité S odstranénim v§ech
poliCek lezicich ve stejném fadku nebo sloupci jako w, pak

v(x,S) = v(x,Sw) + x - v(x,S,).

Dikaz. Pro k > 1 plati w(S) = w(Sw) + wk-1(S)) -
~—— N——
na wnenivéz naw jevez
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Rozklad na mensi sité

Véta. Necht je dana sit' S a policko w € S. Jestlize S, znaci
sit S\ {w} a S}, znadi sit vzniklou ze sité S odstranénim v§ech
poliCek lezicich ve stejném fadku nebo sloupci jako w, pak

v(x,S) = v(x,Sw) + x - v(x,S,).

Dikaz. Pro k > 1 plati w(S) = w(Sw) + wk-1(S)) -
~—— N——
na wnenivéz naw jevez

V(x,8) =D w(S)X* =14 w(S)x* =

k>0 k>1

=14 (V(Suw) + i1 (Si) XK =143 vie(Su)xK + 3 vie1(S )xk =
k=1 k>1 k>1

= k(Sw)x* + x> vkt (S)X T = v(x, Sw) + x - v(X, S}).
k>0 k>1
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Rozklad na mensi sit

Sit Sy Sit S,

v(x,S)) = (1 +3x +x3)(1 + 4x + 2x?),
v(X, Sw) = (1 +4x +3x®)(1 + 5x + 4x?),
v(x,S) = v(x, Sy)+x-v(x,S,) = 1+10x+34x%+46x3+22x*+2x°
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Permutace s omezujicimi podminkami

Je dano n € Namnoziny Xi,..., X, C {1,..., n}. Kolik existuje
permutaci f: {1,...,n} — {1,..., n} takovych, Ze pro kazdé
ie{1,...,n}plati f(i) ¢ X;?
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Permutace s omezujicimi podminkami

Je dano n € Namnoziny Xi,..., X, C {1,..., n}. Kolik existuje
permutaci f: {1,...,n} — {1,..., n} takovych, Ze pro kazdé
ie{1,...,n}plati f(i) ¢ X;?

Priklad: X; = {i} = permutace bez pevnych bodl
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Permutace s omezujicimi podminkami

Je dano n € Namnoziny Xi,..., X, C {1,..., n}. Kolik existuje
permutaci f: {1,...,n} — {1,..., n} takovych, Ze pro kazdé
ie{1,...,n}plati f(i) ¢ X;?
Priklad: X; = {i} = permutace bez pevnych bodl
@ Omezujici podminky Ize znazornit pomoci sité S tvofené
zakazanymi pozicemi.
@ Permutace vyhovujici omezujicim podminkédm =
= rozmisténi n neohrozujicich se vézi na policka vné sité S
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Permutace s omezujicimi podminkami

Je dano n € Namnoziny Xi,..., X, C {1,..., n}. Kolik existuje
permutaci f: {1,...,n} — {1,..., n} takovych, Ze pro kazdé
ie{1,...,n}plati f(i) ¢ X;?
Priklad: X; = {i} = permutace bez pevnych bodl
@ Omezujici podminky Ize znazornit pomoci sité S tvofené
zakazanymi pozicemi.
@ Permutace vyhovujici omezujicim podminkédm =
= rozmisténi n neohrozujicich se vézi na policka vné sité S
1 2 3 4

\\\O\\\
\\\\

Priklad: n =4 a X; = {2,3}, Xo = {1,4}, Xz = {2}, X4, = {3},
permutace f(1) = 4, f(2) = 2, f(3) = 3, f(4) = 1
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Pocet permutaci s omezujicimi podminkami

Véta. PocCet permutaci f : {1,...,n} — {1,...,n} s omezujicimi
podminkami odpovidajicimi siti S je S_F_o(—1)%vk(S)(n — k)!.
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Pocet permutaci s omezujicimi podminkami

Véta. PocCet permutaci f : {1,...,n} — {1,...,n} s omezujicimi
podminkami odpovidajicimi siti S je S_F_o(—1)%vk(S)(n — k)!.

Dikaz. Pouzijeme princip inkluze a exkluze.

A = v8echna rozmisténi n neohrozujicich se vézi ve Ctverci n x n
A; = v8echna rozmisténi, kde véz v i-tém rfadku stoji na policku sité S
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Pocet permutaci s omezujicimi podminkami

Véta. PocCet permutaci f : {1,...,n} — {1,...,n} s omezujicimi
podminkami odpovidajicimi siti S je S_F_o(—1)%vk(S)(n — k)!.

Dikaz. Pouzijeme princip inkluze a exkluze.

A = v8echna rozmisténi n neohrozujicich se vézi ve Ctverci n x n
A; = v8echna rozmisténi, kde véz v i-tém rfadku stoji na policku sité S

n

Na

i=1

n

=JA=ST-DT ST AN AL

k=1 1<ii<-<ixk<n

Antonin Slavik Vézové polynomy a permutace s omezujicimi podminkami



Pocet permutaci s omezujicimi podminkami

Véta. PocCet permutaci f : {1,...,n} — {1,...,n} s omezujicimi
podminkami odpovidajicimi siti S je S_F_o(—1)%vk(S)(n — k)!.

Dikaz. Pouzijeme princip inkluze a exkluze.

A = v8echna rozmisténi n neohrozujicich se vézi ve Ctverci n x n
A; = v8echna rozmisténi, kde véz v i-tém rfadku stoji na policku sité S

n

Na

i=1

n

=JA=ST-DT ST AN AL

k=1 1<ii<-<ixk<n

Plati |A| = n!, Z1§i1<_._<,k§n A, N - NA,| = v(S)(n— k).
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Pocet permutaci s omezujicimi podminkami

Véta. PocCet permutaci f : {1,...,n} — {1,...,n} s omezujicimi
podminkami odpovidajicimi siti S je S_F_o(—1)%vk(S)(n — k)!.
Dikaz. Pouzijeme princip inkluze a exkluze.

A = v8echna rozmisténi n neohrozujicich se vézi ve Ctverci n x n

A; = v8echna rozmisténi, kde véz v i-tém rfadku stoji na policku sité S

n

Na

i=1

n

=JA=ST-DT ST AN AL

k=1 1<ii<-<ixk<n

Plati [Af=n!, > i o ci<n A NN A = vi(S)(n— k)L
Komentar: |A;, N ---N A, | = poCet rozmisténi n neohrozujicich
se vézi, kde véze v radcich iy, . .., ik stoji na siti S.
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Pocet permutaci s omezujicimi podminkami

Véta. PocCet permutaci f : {1,...,n} — {1,...,n} s omezujicimi
podminkami odpovidajicimi siti S je S_F_o(—1)%vk(S)(n — k)!.

Dikaz. Pouzijeme princip inkluze a exkluze.
A = v8echna rozmisténi n neohrozujicich se vézi ve Ctverci n x n
A; = v8echna rozmisténi, kde véz v i-tém rfadku stoji na policku sité S

n
A
i=1
Plati [Af=n!, > i o ci<n A NN A = vi(S)(n— k)L
Komentar: |A;, N ---N A, | = poCet rozmisténi n neohrozujicich
se vézi, kde véze v radcich iy, . .., ik stoji na siti S.

Necht véze v fadcich iy, .. ., iy jsou Cerné, ostatni bilé.
Nascitanim pfes 1 < iy < --- < iy < n dostaneme pocet v§ech
rozmisténi n neohrozujicich se vézi, kde Cerné stoji na S a bilé
mohou stat kdekoliv, tj. v(S)(n — k)!.
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n

=JA=ST-DT ST AN AL

k=1 1<ii<-<ixk<n




Poznamka

Pro¢ umistujeme véze mimo poliCka sité S?

Alternativni postup: Vezmeme doplikovou sit S (= povolené
pozice) a vypocteme v,(S).

Omezujicich podminek byva vétsinou malo, sit S je mala, S je
velka.
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Permutace s omezujicimi podminkami — pfiklad

Pét dam se rozhodlo pofidit spole¢nou fotografii. Kolika
zpusoby mohou utvofit fadu, jestlize prvni dama nechce stat
uprostred, treti nechce stat na kraji a pata chce byt na kraji?
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Permutace s omezujicimi podminkami — pfiklad

Pét dam se rozhodlo pofidit spole¢nou fotografii. Kolika
zpusoby mohou utvofit fadu, jestlize prvni dama nechce stat
uprostred, treti nechce stat na kraji a pata chce byt na kraji?
Permutace {1,...,5} s omezujicimi podminkami X; = {3},
Xo =0, X3 ={1,5}, X4 =0, Xs = {2,3,4}.
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Permutace s omezujicimi podminkami — pfiklad

Pét dam se rozhodlo pofidit spole¢nou fotografii. Kolika
zpusoby mohou utvofit fadu, jestlize prvni dama nechce stat
uprostred, treti nechce stat na kraji a pata chce byt na kraji?
Permutace {1,...,5} s omezujicimi podminkami X; = {3},
Xo =0, X3 ={1,5}, X4 =0, Xs = {2,3,4}.
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Permutace s omezujicimi podminkami — pfiklad

Pét dam se rozhodlo pofidit spole¢nou fotografii. Kolika
zpusoby mohou utvofit fadu, jestlize prvni dama nechce stat
uprostred, treti nechce stat na kraji a pata chce byt na kraji?
Permutace {1,...,5} s omezujicimi podminkami X; = {3},
Xo =0, X3 ={1,5}, X4 =0, Xs = {2,3,4}.

v(x,S1) =1+2x, v(x,S2) =1+ 4x +2x%
V(x,S) = (1 +2x)(1 +4x + 2x%) =1 + 6x + 10x% + 4x°.
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Permutace s omezujicimi podminkami — pfiklad

Pét dam se rozhodlo pofidit spole¢nou fotografii. Kolika
zpusoby mohou utvofit fadu, jestlize prvni dama nechce stat
uprostred, treti nechce stat na kraji a pata chce byt na kraji?
Permutace {1,...,5} s omezujicimi podminkami X; = {3},
Xo =0, X3 ={1,5}, X4 =0, Xs = {2,3,4}.

v(x,S1) =1+2x, v(x,S2) =1+ 4x +2x%
V(x,S) = (1 +2x)(1 +4x + 2x%) =1 + 6x + 10x% + 4x°.

Pocet permutaci je
S o(= 1)K vk(S)(n— k)1 =511 —-41.6431-10 — 2! - 4 = 28.
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Permutace s omezujicimi podminkami — pfiklad

Alternativni fedeni pomoci doplitkové sité S:

PocitaCovy vypocet:
v(x,8) =1+ 19x + 114x% 4+ 254x3 + 188x* + 28x°.

v5(S) = 28 je v souladu s pfedchozim vysledkem.
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