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Kombinatorické pravidlo souctu a zobecnéni

Jestlize Ay, ..., A, jsou koneéné disjunktni mnoziny, pak
A1 U---UAp = A1+ -+ |Anl

Co kdyz nejsou disjunktni?
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Kombinatorické pravidlo souctu a zobecnéni

Jestlize Ay, ..., A, jsou koneéné disjunktni mnoziny, pak
A1 U---UAp = A1+ -+ |Anl

Co kdyz nejsou disjunktni?

|A1 U Az| = |Aq| + |A2| — |[A1 N Azl

|A1 U Az U Ag| = [Aq] + [Ag| + [As|—
— [A1 N Ag| — |A1 N Ag| — |A2 N Ag|
+ ’A1 NAx N Azl
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Kombinatorické pravidlo souctu a zobecnéni

Jestlize Ay, ..., A, jsou koneéné disjunktni mnoziny, pak
A1 U---UAp = A1+ -+ |Anl

Co kdyz nejsou disjunktni?

|A1 U Az| = |Aq| + |A2| — |[A1 N Azl

|A1 U Az U Ag| = [Aq] + [Ag| + [As|—
— [A1 N Ag| — |A1 N Ag| — |A2 N Ag|
+ |A1 N Az N Azl

n
ATU-UAL =D A=Y JANAI+ D JANANA-
i=1

1<i<j<n 1<i<j<k<n
_...+(_1)n—1‘A1 N---NApl.

Antonin Slavik Princip inkluze a exkluze



Charakteristické funkce

Necht je pevné zvolena kone¢na mnozina A. Charakteristicka
funkce jeji podmnoziny M je funkce xy : A — {0, 1} definovana

predpisem
1 pokudac M,
xm(a) =
0 pokuda¢ M.

Oznateni: M = A\ M

Vlastnosti:
(i) Pokud M C A, pak plati xg;(a) = 1 — xm(a) pro kazdé
acA
(i) Pokud M, N C A, pak plati xp~n(a) = xm(a) - xn(a) pro
kazdé a € A.

(iii) Pokud M C A, pak |[M| = 3" .4 xm(a).
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Dvé varianty principu inkluze a exkluze

Pokud A je kone¢na mnoZina a Ay, ..., An C A, pak plati

n
i :Z(_1)k_1 Z ’AIH ﬁ"'ﬂAik|’
k=1
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Dvé varianty principu inkluze a exkluze

Pokud A je kone¢na mnoZina a Ay, ..., An C A, pak plati

n
i :Z(_1)k_1 Z ’AIH ﬁ"'ﬂAik|’
k=1

1<iy<---<ix<n
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Plati () A=A\ (U A,-) , a proto
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Vztahy ve vété jsou tedy ekvivalentni.
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Dlkaz

(111) (11 (i)
D XanoA(@) = D (@) xa (@) =

i=1 acA acA
31— xa(@) (1 - xa,(@) =
acA
=1+ > > (—xa (@) (—xa,(a) =
acA acA k=11<ij<--<ix<n

(n) Al + Z Z Z XA,-1ﬂ~--ﬂA,-k(a) (2)

k= 11</1< -<ix<nacA

(111) _
Al = Z Yo EOIA NN AL

k=11<ii<-<ix<n
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Pocitani nasobkul

Kolik existuje pfirozenych Cisel mensich nez 100, ktera jsou
nasobky tfi nebo Ctyr?
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Pocitani nasobkul

Kolik existuje pfirozenych Cisel mensich nez 100, ktera jsou
nasobky tfi nebo Ctyr?

A={1,...,99},
A; = {3,6,...,99},
A> = {4,8,...,96).
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Pocitani nasobkul

Kolik existuje pfirozenych Cisel mensich nez 100, ktera jsou
nasobky tfi nebo Ctyr?

A={1,...,99},
A; = {3,6,...,99},
A> = {4,8,...,96).

Chceme
‘A1 UAQ‘ = ‘A1| + ‘Ag’ — ’A1 ﬂAg’.

Plati |A;| = [99/3] = 33, |As| = |99/4] = 24.
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Pocitani nasobkul

Kolik existuje pfirozenych Cisel mensich nez 100, ktera jsou
nasobky tfi nebo Ctyr?

A={1,...,99},
A; = {3,6,...,99},
A> = {4,8,...,96).

Chceme
‘A1 UAQ‘ = ‘A1| + ‘Ag’ — ’A1 ﬂAg’.

Plati |A;| = [99/3] = 33, |As| = |99/4] = 24.

Aq N Az obsahuje ndsobky 12 mensi nez 100,
‘A1 ﬂA2| = L99/12J = 8.

Celkem |A; U Ay| = 33 + 24 — 8 = 49.

Antonin Slavik Princip inkluze a exkluze



Skandinavska rada

Kolika zplisoby Ize sestavit fadu ze tfi Find, tfi Nord a tf Svédu
tak, aby vedle sebe nestaly tfi osoby téze narodnosti?
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Skandinavska rada

Kolika zplisoby Ize sestavit Fadu ze tfi Find, tfi Nord a tf Svédu
tak, aby vedle sebe nestaly tfi osoby téze narodnosti?

A = v8echna sefazeni deviti osob,
A = sefazeni, kde tfi Finové stoji vedle sebe,
A, = sefazeni, kde tfi Norové stoji vedle sebe,

A; = sefazeni, kde tii Svédové stoji vedle sebe.
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Skandinavska rada

Kolika zplisoby Ize sestavit Fadu ze tfi Find, tfi Nord a tf Svédu
tak, aby vedle sebe nestaly tfi osoby téze narodnosti?

A = v8echna sefazeni deviti osob,
A = sefazeni, kde tfi Finové stoji vedle sebe,
A, = sefazeni, kde tfi Norové stoji vedle sebe,

A; = sefazeni, kde tii Svédové stoji vedle sebe.
Chceme

[A1 N AN Ag| = |A] = |A] = | A — [Ag|+
+ |A1 N Ag| + |A1 N As| + |A2 N As| — |A1 N A2 N Azl
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Skandinavska rada

Kolika zplisoby Ize sestavit Fadu ze tfi Find, tfi Nord a tf Svédu
tak, aby vedle sebe nestaly tfi osoby téze narodnosti?

A = v8echna sefazeni deviti osob,
A = sefazeni, kde tfi Finové stoji vedle sebe,
A, = sefazeni, kde tfi Norové stoji vedle sebe,

A; = sefazeni, kde tii Svédové stoji vedle sebe.
Chceme

[A1 N AN Ag| = |A] = |A] = | A — [Ag|+
+ |A1 N Ag| + |A1 N As| + |A2 N As| — |A1 N A2 N Azl

Plati |A| = 9!,
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Skandinavska rada

Kolika zplisoby Ize sestavit Fadu ze tfi Find, tfi Nord a tf Svédu
tak, aby vedle sebe nestaly tfi osoby téze narodnosti?

A = v8echna sefazeni deviti osob,
A = sefazeni, kde tfi Finové stoji vedle sebe,
A, = sefazeni, kde tfi Norové stoji vedle sebe,

A; = sefazeni, kde tii Svédové stoji vedle sebe.
Chceme

[A1 N AN Ag| = |A] = |A] = | A — [Ag|+
+ |A1 N Ag| + |A1 N As| + |A2 N As| — |A1 N A2 N Azl

Plati |A| = 9!, |A]| = |As| = |As] = 7! - 31,
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Skandinavska rada

Kolika zplisoby Ize sestavit Fadu ze tfi Find, tfi Nord a tf Svédu
tak, aby vedle sebe nestaly tfi osoby téze narodnosti?

A = v8echna sefazeni deviti osob,
A = sefazeni, kde tfi Finové stoji vedle sebe,
A, = sefazeni, kde tfi Norové stoji vedle sebe,

A; = sefazeni, kde tii Svédové stoji vedle sebe.
Chceme

[A1 N AN Ag| = |A] = |A] = | A — [Ag|+
+ |A1 N Ag| + |A1 N As| + |A2 N As| — |A1 N A2 N Azl

Plati [A] = 91, |Aq| = | As| = |Ag| = 7131,
‘A1 ﬂA2] = |A1 ﬂAa‘ = ’AgﬂA3’ = 5'(3')27
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Skandinavska rada

Kolika zplisoby Ize sestavit Fadu ze tfi Find, tfi Nord a tf Svédu
tak, aby vedle sebe nestaly tfi osoby téze narodnosti?

A = v8echna sefazeni deviti osob,
A = sefazeni, kde tfi Finové stoji vedle sebe,
A, = sefazeni, kde tfi Norové stoji vedle sebe,

A; = sefazeni, kde tii Svédové stoji vedle sebe.
Chceme

[A1 N AN Ag| = |A] = |A] = | A — [Ag|+
+ |A1 N Ag| + |A1 N As| + |A2 N As| — |A1 N A2 N Azl

Plati [A] = 91, |Aq| = | As| = |Ag| = 7131,
‘A1 ﬂA2] = |A1 ﬂAa‘ = ’AgﬂA3’ = 5'(3')27 ‘A1 ﬂAgﬁAg‘ = (3')4
Celkem |A; N A; N As| = 283 824,
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Typické pouziti principu inkluze a exkluze

Mame vypocitat poCet konfiguraci splnujicich jistych
n podminek.

Za A; vezmeme mnozinu konfiguraci porusujicich i-tou
podminku.

Pocitame |[A1 M-+ N Ap|.
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Tanec¢ni dvojice

Kolika zpUsoby Ize z n manzelskych para vytvorit tanecni
dvojice tak, aby zadni manzelé netancili spolu?
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Tanec¢ni dvojice

Kolika zpUsoby Ize z n manzelskych para vytvorit tanecni
dvojice tak, aby zadni manzelé netancili spolu?

D, = hledany pocet
Di=0,D=1,D3=2

muz | 1
Zena\ 2

|3 muz
3

2
3
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TanecCni dvojice

Kolika zpUsoby Ize z n manzelskych para vytvorit tanecni
dvojice tak, aby zadni manzelé netancili spolu?

D, = hledany pocet
Di=0,D=1,D3=2

muz [1]2]3 muz [1]2]3
Zena |2 |3 |1 Zena [3 |12
Prvni fadek: Cisla 1, ..., n (v tomto poradi)
Druhy fadek: permutace Cisel 1,...,n

V jednom sloupci nesmi byt dvé stejna Cisla!
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Permutace bez pevnych bodu

Permutace je bijekce f: {1,...,n} — {1,...,n}.
Prvek i € {1,...,n} je pevnym bodem f, pokud f(i) = i.

D, = poCet permutaci mnoziny {1, ..., n} bez pevnych bodu
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Pocet permutaci bez pevnych bodu

A = v8echny permutace f: {1,...,n} — {1,...,n},
A; = v8echny permutace f: {1,....,n} — {1,...,n}, kde f(i) = i.
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Pocet permutaci bez pevnych bodu

A = v8echny permutace f: {1,...,n} — {1,...,n},
A; = v8echny permutace f: {1,....,n} — {1,...,n}, kde f(i) = i.
Plati

n

=|Al - Z(_1)k_1 Z A NN A =

k=1 1<iy<--<ig<n

Dn:

n —_—
A
i=1
n

=n=> (=) > (n—k) =

k=1 1§i1<---<ik§n
% k-1 (N - k!
:n!—Z(—1) (k)(n—k)!—n!JrZ(—U P
k=1 k=1
& kN
=S (D
k=0
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Shrnuti

Pocet permutaci n-prvkové mnoziny bez pevnych bodu je

n
(=1)*
k=0

23|45 6| 7 | 8 | 9
1]2]9]44 2651854 | 14833 | 133496
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Uloha o $atnarce

n pant si jde do $atny vyzvednout klobouky. Satnarka vydava
klobouky nahodné. Jaka je pravdépodobnost, Ze nikdo
nedostane svUj klobouk?
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Uloha o $atnarce

n pant si jde do $atny vyzvednout klobouky. Satnarka vydava
klobouky nahodné. Jaka je pravdépodobnost, Ze nikdo
nedostane svUj klobouk?

Pany a klobouky o€islujeme 1,...,n (pan i je vlastnikem i-tého
klobouku).
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Uloha o $atnarce

n pant si jde do $atny vyzvednout klobouky. Satnarka vydava
klobouky nahodné. Jaka je pravdépodobnost, Ze nikdo
nedostane svUj klobouk?

Pany a klobouky ocislujeme 1,..., n (pan i je vlastnikem i-tého
klobouku).
Pridélovani kloboukl = permutace f: {1,...,n} — {1,...,n}.
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Uloha o $atnarce

n pant si jde do $atny vyzvednout klobouky. Satnarka vydava
klobouky nahodné. Jaka je pravdépodobnost, Ze nikdo
nedostane svUj klobouk?

Pany a klobouky ocislujeme 1,..., n (pan i je vlastnikem i-tého
klobouku).
Pridélovani kloboukl = permutace f: {1,...,n} — {1,...,n}.

Pan i nedostane svuj kloubouk, pokud f(i) # i.
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Uloha o $atnarce

n pant si jde do $atny vyzvednout klobouky. Satnarka vydava
klobouky nahodné. Jaka je pravdépodobnost, Ze nikdo
nedostane svUj klobouk?

Pany a klobouky ocislujeme 1,..., n (pan i je vlastnikem i-tého
klobouku).
Pridélovani kloboukl = permutace f: {1,...,n} — {1,...,n}.

Pan i nedostane svuj kloubouk, pokud f(i) # i.

Dp - (=1)*
, v . n -
Hledana pravdepodobnost je P, = e E PR
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Uloha o $atnarce

n pant si jde do $atny vyzvednout klobouky. Satnarka vydava
klobouky nahodné. Jaka je pravdépodobnost, Ze nikdo
nedostane svUj klobouk?

Pany a klobouky ocislujeme 1,..., n (pan i je vlastnikem i-tého
klobouku).
Pridélovani kloboukl = permutace f: {1,...,n} — {1,...,n}.

Pan i nedostane svuj kloubouk, pokud f(i) # i.

n

. 5 - Dn (—1)
Hledana pravdepodobnost je P, = e kz_% PR

12| 3| 4| 5| 6
P,[0]05]033]|0,38]0,37 | 0,37

- (D
Plati n'LmooP”—kZ_o = = 0,37.
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