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Uvodni informace

@ Email: antonin.slavik@matfyz.cuni.cz

@ K dispozici elektronicka skripta
(https://www.karlin.mff.cuni.cz/~slavik/info.html)

@ Kombinace prednasky a cviceni
(feSeni uloh samostatné / ve dvojicich)

@ Pisemna zkous$ka: teoretické otazky, ulohy feSené na
prednasce, dalsi ulohy podobného typu

Pokud néCemu nebudete rozumét, nemusi to byt vase chyba,
ale moje. Zeptejte se.
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Proc¢ je kombinatorika nepopularni?

@ Nemam burky na kombinatoriku.
@ Obtizné hledani chyb.

@ Nudné (pseudoaplikacni) ulohy.
@ Pfehnany duraz na formalismus.
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Vyukové cile

@ Umét zformulovat kombinatoricka pravidla souctu
a soucinu, ilustrovat je na prikladech.

@ Znat odvozeni vztahu pro variace, permutace a kombinace
(bez opakovani, s opakovanim), umét tyto pojmy a vztahy
ilustrovat na pfikladech.

@ Ovladat pouziti zdkladnich kombinatorickych principu pfi
feSeni konkrétnich uloh.
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Kombinatorické pravidlo soucinu (1)

Pocet usporadanych k-tic, jejichz i-ty Clen Ize vybrat
n; zpUasoby, je ny - No - - - Nk.
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Kombinatorické pravidlo soucinu (1)

Pocet usporadanych k-tic, jejichz i-ty Clen Ize vybrat
n; zpUasoby, je ny - No - - - Nk.

Uloha. Kolik &tyfcifernych pfirozenych &isel Ize sestavit z cifer

0,1, 2,3, 4,5, jestlize a) cifry se mohou opakovat, b) cifry se
nesmi opakovat?
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Kombinatorické pravidlo soucinu (1)

Pocet usporadanych k-tic, jejichz i-ty Clen Ize vybrat
n; zpasoby, je ny - No - - - N.

Uloha. Kolik &tyfcifernych pfirozenych &isel Ize sestavit z cifer
0,1, 2,3, 4,5, jestlize a) cifry se mohou opakovat, b) cifry se
nesmi opakovat?

Reseni.
a)5-6-6-6 =1080 moznosti
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Kombinatorické pravidlo soucinu (1)

Pocet usporadanych k-tic, jejichz i-ty Clen Ize vybrat
n; zpasoby, je ny - No - - - N.

Uloha. Kolik &tyfcifernych pfirozenych &isel Ize sestavit z cifer
0,1, 2,3, 4,5, jestlize a) cifry se mohou opakovat, b) cifry se
nesmi opakovat?

Re
a) 6 -6 = 1080 moznosti
b)

Sen
5.
5.5.4.3 = 300 moznosti

6-
5-
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Kombinatorické pravidlo soucinu (2)

Uloha. Kolik kladnych dé&litelti mé &islo 28807
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Kombinatorické pravidlo soucinu (2)

Uloha. Kolik kladnych dé&litelt ma &islo 28807

Reseni.
Najdeme prvociselny rozklad:

2880 = 10-288 = 22.5.144 = 2°2.5.122 — 22.5.24.32 _ 26.32.5
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Kombinatorické pravidlo soucinu (2)

Uloha. Kolik kladnych dé&litelt ma &islo 28807

Regent.

Najdeme prvociselny rozklad:

2880 = 10-288 = 22.5.144 = 22.5.12% = 22.5.24.32 = 26.32.5
VSichni kladni délitelé tedy maji tvar

2/.3/ .5k kdeie{0,1,...,6}, j€{0,1,2}, ke {0,1}.
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Kombinatorické pravidlo soucinu (2)

Uloha. Kolik kladnych dé&litelt ma &islo 28807
Reseni.
Najdeme prvociselny rozklad:
2880 = 10-288 = 22.5.144 = 22.5.122 = 22.5.24.32 — 26.32.5,
VSichni kladni délitelé tedy maji tvar
2/.3/ .5k kdeie{0,1,...,6}, j€{0,1,2}, ke {0,1}.

Jejich poCetje 7 - 3 -2 = 42.
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Kombinatorické pravidlo souctu

Jestlize Ay, ..., A, jsou koneéné mnoziny, pficemz kazdé dvé
jsou disjunktni, pak plati

(kde | X| = pocet prvki mnoziny X).
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Kombinatorické pravidlo souctu

Jestlize Ay, ..., A, jsou koneéné mnoziny, pficemz kazdé dvé
jsou disjunktni, pak plati

(kde | X| = pocet prvki mnoziny X).

Uloha. Kolik sudych ¢&tyfcifernych prirozenych &isel Ize sestavit
z cifer 0, 1, 2, 3, 4, 5, jestlize se cifry nesmi opakovat?
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Kombinatorické pravidlo souctu

Jestlize Ay, ..., A, jsou koneéné mnoziny, pficemz kazdé dvé
jsou disjunktni, pak plati

(kde | X| = pocet prvki mnoziny X).

Uloha. Kolik sudych &tyfcifernych prirozenych &isel Ize sestavit
z cifer 0, 1, 2, 3, 4, 5, jestlize se cifry nesmi opakovat?
Reseni. .. L s Y

Ay = pfipustnd Cisla kon¢ici 0,

A, = pripustna ¢isla koncici 2,

As = pripustna Cisla kondici 4.

Chceme znat ’A1 UAs U A3| = ‘A1 ’ + |A2‘ + ’A3|
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Kombinatorické pravidlo souctu

Jestlize Ay, ..., A, jsou koneéné mnoziny, pficemz kazdé dvé
jsou disjunktni, pak plati

(kde | X| = pocet prvki mnoziny X).

Uloha. Kolik sudych ¢&tyfcifernych prirozenych &isel Ize sestavit
z cifer 0, 1, 2, 3, 4, 5, jestlize se cifry nesmi opakovat?

Resent. Aq = pfipustna &isla kongici 0,
A, = pripustna ¢Cisla koncici 2,
As = pripustna Cisla kondici 4.
Chceme znat ’A1 UAs U A3| = ‘A1 ’ + |A2‘ + ’A3|
Plati |A;| =5-4-3 =60,
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Kombinatorické pravidlo souctu

Jestlize Ay, ..., A, jsou koneéné mnoziny, pficemz kazdé dvé
jsou disjunktni, pak plati

(kde | X| = pocet prvki mnoziny X).

Uloha. Kolik sudych ¢&tyfcifernych prirozenych &isel Ize sestavit
z cifer 0, 1, 2, 3, 4, 5, jestlize se cifry nesmi opakovat?

Reseni. .. L s Y
Ay = pfipustnd Cisla kon¢ici 0,
A, = pripustna ¢Cisla koncici 2,
As = pripustna Cisla kondici 4.

Chceme znat ’A1 UAs U A3| = ‘A1 ’ + |A2‘ + ’A3|
Plati [A;| = 5-4-3 = 60, |Ao| — |Ag| — 4 - 4.3 — 48.
Celkem |Aq| + [As| + | Ag| = 156.

Antonin Slavik Zéklady kombinatoriky



Poznamka

Pravidla souctu a soucinu jsou v kombinatorice vétSinou
povazovana za axiomy; jde o intuitivné zfejma tvrzeni, ktera se
nedokazuiji.

Je mozny i alternativni pristup, kdy budujeme matematiku na
zakladé teorie mnozin a z ni pak odvodime obé kombinatoricka
pravidla.
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Variace, permutace, kombinace

@ Déana n-prvkova mnozina
A={a1,...,an}.

@ Sestavujeme k-tice z prvkl mnoziny A.

@ Usporadané k-tice (zalezi na poradi vybranych prvku)
nebo neusporadané k-tice (nezalezi na poradi)?

@ Prvky v k-tici se nesmi, nebo mohou opakovat?
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Variace bez opakovani

Véta. Necht A= {a,...,an}. PoCet usporadanych k-tic
sestavenych z prvku A tak, Zze kazdy prvek se v k-tici vyskytne
nejvyse jednou, je

n-(n—=1)---(n—k+1).
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Variace bez opakovani

Véta. Necht A= {a,...,an}. PoCet usporadanych k-tic
sestavenych z prvku A tak, Zze kazdy prvek se v k-tici vyskytne
nejvyse jednou, je

n-(n—=1)---(n—k+1).

Ddkaz: Tvrzeni plyne z kombinatorického pravidla soucinu.
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Variace bez opakovani

Véta. Necht A= {a,...,an}. PoCet usporadanych k-tic
sestavenych z prvku A tak, Zze kazdy prvek se v k-tici vyskytne
nejvyse jednou, je

n-(n—=1)---(n—k+1).

Ddkaz: Tvrzeni plyne z kombinatorického pravidla soucinu.

Priklad: V cukrarné maji n druht zakusku. Kolika zplsoby Ize
zakoupit k rtznych zakusku pro k kamaradu (kazdy dostane
1 zakusek)?
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Permutace bez opakovani

Véta. Necht A ={ay, ..., an}. PoCet usporadanych n-tic
sestavenych z prvku A tak, Ze kazdy prvek se v n-tici vyskytne
praveé jednou, je

n=n-(n—1)---1.
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Permutace bez opakovani

Véta. Necht A ={ay, ..., an}. PoCet usporadanych n-tic
sestavenych z prvku A tak, Ze kazdy prvek se v n-tici vyskytne
praveé jednou, je

n=n-(n—1)---1.

Dudkaz: Jde o specidlni pfipad variaci bez opakovani pro k = n.

Antonin Slavik Zaklady kombinatoriky



Permutace bez opakovani

Véta. Necht A ={ay, ..., an}. PoCet usporadanych n-tic
sestavenych z prvku A tak, Ze kazdy prvek se v n-tici vyskytne
praveé jednou, je

n=n-(n—1)---1.

Dudkaz: Jde o specidlni pfipad variaci bez opakovani pro k = n.

Poznamka: Definujeme téz 0! = 1.
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Permutace bez opakovani

Véta. Necht A ={ay, ..., an}. PoCet usporadanych n-tic
sestavenych z prvku A tak, Ze kazdy prvek se v n-tici vyskytne
praveé jednou, je

n=n-(n—1)---1.

Dlkaz: Jde o specialni pfipad variaci bez opakovani pro k = n.
Poznamka: Definujeme téz 0! = 1.

Priklad: V cukrarné maji n druht zakuski. Od kazdého druhu
koupime 1 zakusek. Kolik existuje riznych poradi konzumace?
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Kombinace bez opakovani

Véta. Necht A= {ay, ..., a,}. PoCet neusporadanych k-tic
sestavenych z prvku A tak, Ze kazdy prvek se v k-tici vyskytne
nejvyse jednou, je

(z) B n-(n1)-)(-!(nk+1)
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Kombinace bez opakovani

Véta. Necht A= {ay, ..., a,}. PoCet neusporadanych k-tic
sestavenych z prvku A tak, Ze kazdy prvek se v k-tici vyskytne
nejvyse jednou, je

(n) n-(n—=1)---(n—k+1)

k)~ Kl :

Ddkaz: Pro pocty usporadanych a neusporadanych k-tic
sestavenych z prvki mnoziny A plati

pocet usporadanych k-tic =
= (pocet neusporadanych k-tic) - (pocet zplsobu, jak usporadat jednu k-tici).
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Kombinace bez opakovani

Véta. Necht A= {ay, ..., a,}. PoCet neusporadanych k-tic
sestavenych z prvku A tak, Ze kazdy prvek se v k-tici vyskytne
nejvyse jednou, je

(n) n-(n—=1)---(n—k+1)

k)~ Kl :

Ddkaz: Pro pocty usporadanych a neusporadanych k-tic
sestavenych z prvki mnoziny A plati

pocet usporadanych k-tic =
= (pocet neusporadanych k-tic) - (pocet zplsobu, jak usporadat jednu k-tici).

Poznamka: (§) = gatay
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Kombinace bez opakovani

Véta. Necht A= {ay, ..., a,}. PoCet neusporadanych k-tic
sestavenych z prvku A tak, Ze kazdy prvek se v k-tici vyskytne
nejvyse jednou, je

(n) n-(n—=1)---(n—k+1)

k)~ Kl :

Ddkaz: Pro pocty usporadanych a neusporadanych k-tic
sestavenych z prvki mnoziny A plati

pocet usporadanych k-tic =
= (pocet neusporadanych k-tic) - (pocet zplsobu, jak usporadat jednu k-tici).

Poznamka: (§) = gatay

Priklad: V cukrarné maiji n druht zakusku. Kolika zplsoby Ize
zakoupit k rdznych zakuska?
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Variace s opakovanim

Véta. Necht A= {aj,...,an}. PoCet uspofadanych k-tic
sestavenych z prvkl A je nk.
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Variace s opakovanim

Véta. Necht A= {aj,...,an}. PoCet uspofadanych k-tic
sestavenych z prvkl A je nk.

Ddkaz: Tvrzeni plyne z kombinatorického pravidla soucinu.
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Variace s opakovanim

Véta. Necht A= {aj,...,an}. PoCet uspofadanych k-tic
sestavenych z prvkl A je nk.

Ddkaz: Tvrzeni plyne z kombinatorického pravidla soucinu.
Priklad: V cukrarné maiji n druht zakusku. Kolika zplsoby Ize

zakoupit k zakuskl pro k kamaradu (kazdy dostane
1 zakusek)?
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Permutace s opakovanim (1)

Véta. Necht A= {ay,...,an}. PoCet usporadanych k-tic
sestavenych z prvkl A tak, ze kazdy prvek a; se v k-tici
vyskytne k;-krat (pficemz ky,... . kn e Nga ki +--- + kp, = k), je

k!
Kol Kol
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Permutace s opakovanim (1)

Véta. Necht A= {ay,...,an}. PoCet usporadanych k-tic
sestavenych z prvkl A tak, ze kazdy prvek a; se v k-tici
vyskytne k;-krat (pficemz ky,... . kn e Nga ki +--- + kp, = k), je

k!
Kol Kol

Priklad: V cukrarné maji n druh(i zakusku. Od i-tého druhu
jsme koupili k; zakusku, celkem mame k = ky + - - - + kp
zakusku. Kolika zpUsoby je Ize rozdélit k kamaradim (kazdy
dostane 1 zékusek)?
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Permutace s opakovanim — 1. dukaz

Vyrabime permutaci k symbolu

a,...,a4,a,...,a,...,an,...,4an-
———
kq-krét ko-kréat Kn-kréat
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Permutace s opakovanim — 1. dukaz

Vyrabime permutaci k symbolu

a,...,a4,a,...,a,...,an,...,4an-

Ky -krat ko-krat kn-krat
Stejné prvky rozliSime doplnénim hornich indexu:

1 ki 1 k 1 K,
ay,...,a,,ap,...,8y,...,ap,...,4a,"
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Permutace s opakovanim — 1. dukaz

Vyrabime permutaci k symbolu

a,...,a,as,...,da2,...,dan, ,dan

Ky -krat ko-krat Kn-krat

Stejné prvky rozliSime doplnénim hornich indexu:

1 ki 1 k 1 K,
ay,...,a,,ap,...,8y,...,ap,...,4a,"

pocCet k-tic s indexy =
= (pocet k-tic bez indexu) - (pocet zplsobu, jak k libovolné k-tici doplnit indexy).
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Permutace s opakovanim — 1. dukaz

Vyrabime permutaci k symbolu

a,...,a,as,...,da2,...,dan, ,dan

Ky -krat ko-krat Kn-krat

Stejné prvky rozliSime doplnénim hornich indexu:

1 ki 1 k 1 K,
ay,...,a,,ap,...,8y,...,ap,...,4a,"

pocCet k-tic s indexy =
= (pocet k-tic bez indexu) - (pocet zplsobu, jak k libovolné k-tici doplnit indexy)

k! = (pocet k-tic bez indexti) - (k1'!ka! - - - kn!).
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Permutace s opakovanim — 2. dukaz

Vyrabime permutaci k symbolu

a,...,a4,a,...,a,...,an,...,4an-
———
kq-krét ko-kréat Kn-kréat

Na zaCatku mame k volnych pozic.
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Permutace s opakovanim — 2. dukaz

Vyrabime permutaci k symbolu

a,...,a4,a,...,a,...,an,...,4an-

Ky -krat ko-krat Kn-krat

Na zaCatku mame k volnych pozic.
Postupné vybirame pozice pro ky prvkl ai, ko prvkl ao, atd.:

() (%) () -
ko(k—Ki+1) (k=hK)- (k=K —ke+1) ko1

kq! Ko! Kn!
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Kombinace s opakovanim

Véta. Necht A= {ay, ..., an}. Pocet neuspofadanych k-tic
sestavenych z prvkl A je
n+k-—1
P )
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Kombinace s opakovanim

Véta. Necht A= {ay, ..., an}. Pocet neuspofadanych k-tic
sestavenych z prvkl A je

n+k—1
B )
Priklad: V cukrarné maiji n druht zakusku. Kolika zplsoby Ize
zakoupit k zakusku?
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Kombinace s opakovanim

Véta. Necht A= {ay, ..., an}. Pocet neuspofadanych k-tic
sestavenych z prvkl A je

n+k—1
B )
Priklad: V cukrarné maiji n druht zakusku. Kolika zplsoby Ize
zakoupit k zakusku?

Dlkaz: Kazdy vybér Ize znazornit ,obrazkem*. Je-li napt. n =4
a k = 6, pak Sestici ay, ay, ay, a», as, a4 odpovida obrazek

OOO|OHOO,
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Kombinace s opakovanim

Véta. Necht A= {ay, ..., an}. Pocet neuspofadanych k-tic
sestavenych z prvkl A je

n+k—1
B )
Priklad: V cukrarné maiji n druht zakusku. Kolika zplsoby Ize
zakoupit k zakusku?

Dlkaz: Kazdy vybér Ize znazornit ,obrazkem*. Je-li napt. n =4
a k = 6, pak Sestici ay, ay, ay, a», as, a4 odpovida obrazek

OOO|OHOO,

Obecné: k koleCek a n — 1 oddélovacu. Kazda posloupnost
téchto symboll jednoznacné uréuje jistou k-tici sestavenou
z prvki mnoZiny A. Poget té&chto posloupnosti je ("5~ 1).
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